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Vorwort

Der deutsche Kristallog-raph (im Gegensatz etwa zum frauzösischeu)

ist gewohnt die Symmetrieeigenschafteu der Kristalle so zu behaudeln,

als ob die zu untersuchenden Körper nicht nur scheinbare, sondern

vollkommene Kontinua wären. Strukturmodelle werden meistens nur

anhangsweise als Veranschaulichungsmittel in Rücksicht auf die ato-

mistische Struktur der Materie erwähnt.

In speziellen Vorlesungen am Institut für Mineralogie und Petro-

graphie der Universität Leipzig versuchte ich, die Symmetriebeziehungen

am Diskontinuuin zu entwickeln und zum Schlüsse den Übergang in

die Kontinuumsbetrachtung vorzunehmen. Für die Anregung, mich mit

Fiageu der Kristallstruktur zu befassen, bin ich Herrn Geheimrat Prof.

Dr. F. Rinne zu Dank verpflichtet. Durch systematischen Ausbau der

Vorlesungen entstand dieses Buch. Es unterscheidet sich von kleineren,

ähnlichen französischen Büchern dadurch, daß es die Bravais sehe

Einschränkung vollständig fallen läßt und in völliger Anlehnung an die

Schoenflies sehen Untersuchungen die Deckoperationen der homogenen

Diskontinua erschöpfend behandelt, von dem neuei'dings erschienenen

Buch über Kristallstruktur von Stephan Kreutz durch Überwindung

des Sohncke sehen Standpunktes.

Alle möglichen Symmetrieverhältnisse homogener Diskontinua

werden darin zum erstenmal eingehend analytisch - geometrisch unter-

sucht. Die gewöhnlichen kristallographischen Kenntnisse sind erwünscht,

bei mathematischer Veranlagung aber "kaum notwendig. Vor allem sollte

zugleich ein Nachschlagewerk geschaffen werden, das rasch und gründ-

lich über alle Symmetrieverhältnisse homogener Diskontinua orientiert.

Tabellen, sowie ein eingehendes Sachregister, werden den Gebrauch

erleichtern.



VI Vorwort

J)io Aiilaj;:«^ des IJuches ist foli^ciulo: Das erste Kapitel l)ietet

eiue prinzipielle Charakterisierung homogener, starrer Diskontiuua. Es

soll die Begriffe und Vorstellungeu präzisieren, mit dem Gegenstand

der Betrachtung vertraut machen. Im zweiten Kapitel werden in all-

gemeiner Weise die Symmetrieverhältnisse der Diskontinua erläutert.

Eine schematische Ableitung der Raumsysteme gibt über die vorhandene

Mannigfaltigkeit Aufschluß. Das dritte Kapitel vermittelt eine Einzel-

darstellung dieser Raumsysteme unter Erwähnung derjenigen Eigen-

schaften, welche für die praktische Verwendung von Bedeutung sind.

Schließlich werden die gewonneneu Erkenntnisse im letzten Kapitel auf

das Problem der Kristallstrukturlehre angewandt. Tabellen werden die

Bestimmung des Raumsystems einer Kristallart ans Daten röntgeno-

metrischer Untersuchungen gestatten.

Zitate finden sich im allgemeinen im Text nicht vor, in einem

Schlußwort wird die historische Entwicklung der Kristallstrukturlehre

kurz erwähnt und jener Forscher gedacht, deren Arbeiten die Grund-

lage für diese Darstellung bilden.

Ich habe mich bemüht, die Erörterungen kurz und sachlich gedrängt

durchzuführen, bin aber vor Wiederholungen nicht zurückgeschreckt,

wenn mir diese im Interesse der Handlichkeit des Buches wünschens-

wert erschienen. Zur Kristallstrukturbestimmung wird man hauptsäch-

lich Kapitel III und die Tabellen von Kapitel IV benutzen, und da

habe ich zu vieles Aufeinanderrückbeziehen zu vermeiden gesucht.

Für alle diejenigen, welche die älteren Arbeiten kennen, mögen

noch zwei Bemerkungen erwünscht sein. Die Symbolisierung der Raum-

gruppen schließt sich der von A. Schoenflies an und unterscheidet

sich nur in kleineren technischen Einzelheiten von ihr. (Wegfallen des

Kommas zwischen den Indizes: gleiche Lage der Indizes bei den

Raumgruppen- und den Kristallklassensymbolen.) Die Symbole für die

Schraubenachsen sind hinsichtlich des Windungssinues gegenüber den

bis jetzt üblichen vertauscht worden. Ich betrachte die Schrauben-

bewegung im positiven Sinne der auf den Projektionsebenen senkrecht

stehenden Achsen, so daß die Flügelrichtungen direkt die Richtung der

aufsteigenden Bewegung angeben. In dem Sinne ist die Fußnoten-

bemerkung, auf Seite 28 zu verstehen. Selbstverständlich tritt in der

Bezeichnung von linkem und rechtem Windungssinn keine Änderung ein.

p]s wird also die linke Schraubenachse mit einem Symbol bezeichnet,

das sonst für die rechte üblich war. Ich glaube, daß diese Methode

didaktisch einen Fortschritt bedeutet, da in der gesamten Kristallographie

die positive Richtung Grundrichtung ist.



Vorwort VIl

Das Maiiiiskiipt war vor Weiliiiaclitcii 1917 voUstäiuliji' ahjLrc-

schlüsseu. Verlag: und Druckerei siud mir in jeder Beziehuu«^ weitgehend

eutgegeugekommeu. Ich schulde ihnen herzlichen Dank. Die sorgfältige

Herstellung des Sachregisters verdanke ich meinem Assistenten PI(M-rn

Dr. P. J. Beger, Wertvolle Unterstützung hat mir Herr Heger auch

beim Lesen der Korrekturen zum IV. Kapitel zuteil werden lassen.

Es freut mich, daß ich meine erste größere Ai-heit meinem

hochverehrten Lehrer und Freund Herrn Prof. Dr. U. Gruben manu
widmen diirl'.

Tübingen, im Frühjahr I1H!>

Paul Niggii
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1. Kapitel: Allgemeine Charakterisierung homogener starrer

Diskontinua

I. Voraussetzungen und ihre Begründung

Die Kristalle sind nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch an-

isotrope, homogene Körper. Der makroskopischen und mikroskopischen

Betrachtung erscheinen sie als Kontinua. Anisotropie und Homogenität

bedeuten dann, daß im allgemeinen das physikalische und chemische

Verhalten von der Richtung und, da (kontinuierliche Homogenität!) jeder

Punkt dem anderen identisch erscheint, einzig von der Richtung' ab-

hängig sind.

Die moderne Physik kann die diskontinuierliche Struktur der

Materie als Erfahrungstatsache ansehen. Die scheinbare Kontinuität

beruht nach ihr nur auf der submikroskopischen Kleinheit der Abstände

zwischen den Massenteilchen. Jedes Diskontinuum ist an und für sich

(einen Moment als ruhend betrachtet) notwendigerweise anisotrop. Es

kann unmöglich nach allen Richtungen ein gleiches Verhalten aufweisen.

Eine statistische Isotropie wird sich als zeitlicher, räumlicher oder

zeitlichräumlicher Mittelwert nur bei intensivstem regellosem Wechsel

der Richtungsverschiedenheiten einstellen. Homogen ist ein derartiges

statistisch-isotropes Diskontinuum (Gas, Flüssigkeit, porodine und hyaline

Körper) ebenfalls nur im statistischen Sinne.

Ist die Homogenität eine reelle, räumlich periodische, das heißt tritt

die wirkliche Identität im unendlich ausgedehnt ^) gedachten Diskontinuum

unendlichmal auf, so besitzt das Diskontinuum eine gesetzmäßige Aniso-

tropie. Gewohnheitshalber verbinden wir damit den Begriff des Starren;

an Stelle der starren Punkte können wir uns später SchwingTingszentren

von Massenteilchen denken. Ein derartig homogenes^) Diskontinuum

stellt unabhängig von jeder materiellen Verbildlichung zugleich einen

mathematischen Begriff dar, aus dem die rein geometrischen Eigen-

schaften abgeleitet werden können. Das soll im folgenden in einer

^) Indem wir das Diskontinuum als unendlich ausgedehnt betrachten, sehen wir

von allen an Grenzflächen auftretenden Erscheinungen ab.

-) Im folgenden kurzweg als „homogen" bezeichnet.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. DiskontinuuniÄ 1



2 Allgemeine Charakterisierung homogener, starrer Diskontinua

Darstellungsart geschehen, die sich eng an die üblichen Bezeichnungs-

weisen der gewöhnlichen Kristallographie anschließt.

Im Diskontinuum kann die Identität nur in Abständen, die nicht

unter einen endlichen Wert sinken, auftreten; die Homogenität kann

nur eine periodische sein. Es ist nicht mehr möglich, daß alle

Punkte einander identisch sind; die Identität selbst ist diskontinuierlich

struiert.

Tritt in einem unendlich ausgedehnten Diskontinuum
die Identität zweimal (an verschiedenen Stellen) auf, so tritt

sie unendlichmal auf. Zwei Punkte^) im unendlich ausgedehnten

Räume sind ja definitionsgemäß nur dann als identisch zu bezeichnen,

wenn sie, ohne daß eine Verschiebung, Drehung oder Spiegelung

ausgeführt werden muß, in gleicher Weise von den übrigen Punkt-

arten umgeben sind, so daß eine Unterscheidung beider Lagen un-

möglich ist, beziehungsweise nur durch willkürliche Nummerierung er-

halten werden kann. Ist nun (Fig. 1) der Punkt Ai dem Punkt A2

^ ^ ^ ^

A, Aj A^ Aj

,
Fig. 1. Auf parallelen Geraden sind die Identitätsabstände einander gleich.

identisch, so folgt notwendigerweise, daß A2 auch im Abstände A2A3
= Ai A2 von einem mit A2 identischen Punkt A3 , und daß Ai im Ab-

stand AiAo von einem identischen Punkt Aq umgeben sein müssen. Die

Anordnung setzt sich so von selbst längs der Geraden ins Unendliche

fort. Ist Pi irgend ein beliebiger anderer Punkt im Abstände Ai Pi von

Ai, so muß im gleichen Abstände, in der gleichen Richtung von A2 aus,

in P2 ein damit identischer Punkt auftreten, denn sonst wären die An-

ordnungen um die beiden Punkte Ai und As voneinander unterscheidbar.

Augenscheinlich ist PiPä = A1A2 und in Fortführung des Gedanken-

ganges erhalten wir sofort den Satz: Auf parallelen Geraden sind

die Identitätsabstände einander gleich. In einer zur Punktreihe

A0A1A2 . . . . . geneigten Richtuag können zu den A-Punkten identische

Punkte ebenfalls nur in gewissen Abständen auftreten, die im all-

gemeinen von denen der ersten Punktreihe verschieden sein müssen,

^) Den „Punkten" kommen hier in Abweichung von der rein mathematischen

Definition gewisse unterscheidende Eigenschaften zu. Ausdrücke wie „Lage" und „Stelle"

sind etwas zu unbestimmt. Nicht selten wird späterhin im ähnlichen Sinne „Punktlage"

verwendet.
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da eine räumliche Anordnung von Punkten in lauter gleichen Abständen

unmöglich ist. Hinsichtlich der Größe der Abstände längs paralleler

Geraden gilt wieder der oben abgeleitete Satz. Die Identitäts-

abstäude sind daher von der Richtung und einzig von der

Richtung abhängig. Damit ist der Gegensatz zwischen einem homo-

genen Kontinuum und einem reell homogenen Diskontinuum auf eine

einfache Formel gebracht. Im ersteren ist jeder Punkt dem an-

dern identisch, im letzteren tritt die Identität in bestimmten,

nicht unter einen endlichen Wert sinkenden, einzig von der

Richtung abhängigen, Abständen auf.

Einzige Voraussetzung ist, daß fernerhin immer unendlich aus-

gedehnte, räumlich homogene Diskontinua betrachtet werden, bei denen

die Identität in, nicht unter einen endlichen Wert hinuntergehenden,

einzig von der Richtung abhängigen. Abständen auftritt.

2. Die Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen

Es seien an irgend einer Stelle eines dreidimensionalen homogenen

Diskontinuums die drei kürzesten, nicht in einer Ebene liegenden^),

Identitätsabstände in Länge und Richtung durch e, f, g gegeben. Da
die Identitätsabstände einzig von der Richtung abhängig sind, müssen

e, f, g auch an irgend einer anderen Stelle die kürzesten^) Abstände

identischer Punkte darstellen. Sind e, f, g nach Länge und Richtung

bekannt, so lassen sich daher leicht alle einem bestimmten Punkt (Ao)

identischen Punkte konstruieren (Fig. 2). Drei Punktreihen mit den kon-

stanten Abständen e, beziehungsweise f, beziehungsweise g sind durch

die drei beliebig und beidseitig verlängerten Geraden der Richtung e, f, g
durch Ao bereits gegeben. Aber auch durch jeden so neu entstandenen

identischen Punkt müssen parallel dazu die drei Punktreihen gehen usf.

Alle Punkte zusammen bilden die Gitterpunkte eines Raumgitters.

Daß außer diesen Punkten keine anderen Punkte existieren können, die

mit Ao identisch sind, zeigt eine einfache Überlegung. Je acht Punkte

(beispielsweise Ao Ai A2 A3 A* A5 Ae A7) bilden die Ecken eines Parallel-

epipeds mit e, f, g als Kanten. Irgend ein Punkt im Innern oder auf

den Seitenflächen eines solchen Parallelepipeds hat notwendigerweise

von einem der Eckpunkte einen Abstand, der kürzer ist als e oder f

oder g; er kann daher gemäß unserer Voraussetzung (e, f, g kürzeste nicht

komplanare Identitätsabstände) mit keinem Eckpunkt identisch sein.

^) nicht komplanaren.

^) Zwei davon sind stets die wirklich kürzesten Identitätsabstände. Sie bestimmen

eine Ebene. Außerhalb dieser Ebene ist der dritte dann ebenfalls der kürzeste Abstand.

Es ist lediglich möglich, daß innerhalb der Ebene noch ein kürzerer Abstand auftritt,

der aber als komplanar mit den ersten zwei nicht in Frage kommt.
1*
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Die Beziehung- e, f, g- gleich kürzeste nicht komplanare Identitäts-

abstände gut aber auch für irgendwelche Punkte, P, die von A ver-

schieden sind, also im Innern der vorhingenannten Parallelepipede liegen.

Die einem Punkte Po identischen Punkte bilden daher ein gleiches, par-

allel verschobenes, System von Gitterpunkten wie die Punkte Ao Ai A2 . . .

.

Daraus ergibt sich ohne weiteres der wichtige Satz, daß keine zwei
Punkte im Innern eines Parallelepipeds e, f, g einander iden-

tisch sein können. Nur wenn die Punkte an der Oberfläche des Par-

allelepipeds liegen (Seitenfläche, Kante, Ecke) sind ihnen 2, 4 oder 8

identische, ebenfalls auf entsprechenden Seitenflächen, Kanten, Ecken

^::..p Ai:^=z: :̂:iL -y^1

Fig. 2. Homogenes Diskontinuum mit zwei eingezeichneten Identitätsscharen von

Punkten. (Kreise = A-Schar, schwarze Punkte = P-Schar.)

befindliche, Punkte zugeordnet, die aber gleichzeitig 2, 4 oder 8 Parallel-

epipeden gemeinsam angehören, somit hinsichtlich des einen insgesamt

nur einmal zu zählen sind.

Anderseits besitzt jeder Punkt außerhalb eines beliebig heraus-

gegTiffenen derartigen Parallelepipeds innerhalb dieses Parallelepipeds

einen zu ihm identischen Punkt. Die identische Punktschar bildet ja

ein Gitter mit Maschen von der Größe und Gestalt des Parallelepipeds,

so daß, bei der lediglich parallelen Verschiebung, sicherlich ein Eckpunkt

in die ursprüngliche Zelle fällt. Das durch die Kanten e, f, g (in

Länge und Richtung) gegebene Parallelepiped umfaßt somit

an irgend einer Stelle des homogenen Diskontinuums den ge-

samten Raum der Nichtidentität.

Diese Ausführungen ermöglichen die Aufstellung der Gleichung
identischer Punkte oder kurz der Gleichungen der Identität. Irgend
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ein Punkt im unendlich ausgedehnten homogenen Diskontinuum sei

Koordinatenanfangspunkt. Zu Koordinatenachsen werden der Einfachheit

halber die Richtungen e, f, g gewählt. Die zu einem Punkt mit den

Koordinaten Xi, 5^1, zi gehörigen identischen Punkte besitzen dann Ko-

ordinaten, die in den drei Gleichungen:

X = xi + r • e

y = y,+S'i 1)

z = Zi + t . g
enthalten sind, wenn r, s, t unabhängig voneinander alle positiven

und negativen ganzzahligen Werte (einschließKch Null) annehmen. Die

Gleichungen lassen sich auch schreiben:

A = * + r
e e

f-f + s 2)

Die auftretenden Brüche stellen Koordinatenwerte dar, wenn e, f, g
die verschiedenen Einheitsmaßstäbe in den Achsenrichtungen sind.

Derartige Koordinatenwerte bezeichnen ^dr mit X, Y, Z.

Da die Yerschiedenartigkeit der Richtungen für das Diskontinuum

geradezu charakteristisch ist, werden von jetzt an stets die

Koordinaten auf derartige, die Einheit der Maßstäbe jeweilen

selbst bestimmende, Achsen bezogen, genau wie das bei der

Flächenbezeichnung in der gewöhnlichen Kristallographie

der Fall ist.

Nun lauten die Gleichungen identischer Punkte:

X = Xi + r

Y = Yi + s 3)

z = Zi 4-

1

Zu einem Punkte mit den Koordinaten |Xi, Yi, Zi| gehören

als identische Punkte die, deren Koordinaten sich durch Ad-

dition oder Subtraktion ganzer Zahlen aus Xi, Yi, Zi ableiten

lassen. Die Gleichungen 3) lassen sich auch als goniometrische be-

ziehungsweise als zyklometrische Funktionen schreiben:

* V 1 u V arc tg ks
ig Xtt = kx bezw. X
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kx, ky, kz sind für jede Schar der Identität Konstanten; im übrigen

entsprechen allen verschiedenen Wertekombinationen von k von— oo über

zu -|- 00 neue in sich jeweileu identische Punktscharen. Durch die

Konstanten kx, ky, k^ oder durch irgend drei zusammengehörige Ko-

ordinatenwerte Xn, Yn, Zn, Ist die Lage jedes Punktes der gesamten

Identitätsschar bestimmt. Die Koordinaten desjenigen Punktes der Schar,

der im (willkürlich gewählten) ersten positiven Parallelepiped e, f, g liegt

(mit dem Koordinatennullpunkt als Eckpunkt links hinten unten) nennen

wir M, N, P. Sie sind in den Scharengieichungen dadurch gekenn-

zeichnet, daß die Subtraktion der Einheit die positiven Werte in negative

überführt, beziehungsweise , daß sie die kleinsten positiven Werte sind,

welche die Gleichungen der zyklometrischen Funktionen befriedigen.

Es ist von Interesse, diese Werte M, N, P mit kx, ky, kz zu ver-

gleichen. M, N, P sind, da ja e, f, g Einheiten bezeichnen, stets posi-

tive echte Brüche, einschließlich etwa Null. Den Koordinatenwerten

0, 0, entsprechen die Werte kx = 0, ky = 0, kz = 0. Die Gleichung 4)

der Gitterpunkte eines Raumgitters, bezogen auf sein eigenes Koordinaten-

system, ist daher:

_ arc tg arc tg arc tg
Ä. — ; i = ; Li ^=

Der zu einem niedrigen k-Wert gehörige kleinste positive oder negative

Koordinatenwert eingibt sich nach der Reihenentwicklung:

..X = kx-ik: -f jk^ -|k; -f ik: +
Ist er negativ, so erhält man das zugehörige M durch Addition von 1.

1 5
Zu einem X = — -- gehört beispielsweise ein M von -|- -. Ein Punkt

5 o

X = — —
, Y = — — , Z = -{- o besitzt in -, ., o ^^"^ identischen

5 4 o b 4 8

Punkt M, N, P.

Bis zu den Koordinatenwerten \ (von Null an) sind die zugehörigen

k-Werte positive Zahlen von bis + oo ; von \ bis 1 negative Zahlen

von — 00 bis 0. Es unterscheiden sich die k-Werte der Koordinaten

1 -|- d und \ — d nur durch das Vorzeichen von k.

Punkte mit k-Werten — oo bestimmen die Außenflächen eines dem
Koordinatenparallelepiped inhaltsgleichen und formgleichen Parallelepipeds,

dessen Zentrum der NuUpunkt ist.

kx, ky, kz sind zur Charakterisierung der Punktschar einer Identität

sehr gut geeignet. Natürlich können wir dazu auch die Werte M, N, P
verwenden, wenn festgesetzt wird, daß damit ohne weiteres alle durch

Addition oder Subtraktion von ganzen Zahlen erhaltenen Werte inbegiiffen

sein sollen. Das letztere hat den Vorteil, daß die Lage ohne Umrechnung
sofort eingezeichnet werden kann.
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Im folgenden wird von beiden Bezeichnungsweisen Gebrauch ge-

macht, wenn auch im eigentlich darstellenden Teil lediglich die

letztere angewandt wird. Um sie auch formal voneinander zu unter-

scheiden, werden die zahlengemäßen Koordinatenwerte stets in Bruch-

form, die k -Werte in dezimaler Schreibweise dargestellt.

Die Werte werden in der auf X, Y, Z bezüglichen Reihenfolge

M, N, P beziehungsweise kx, ky, kz in doppelt eckige Klammern
eingefaßt und ergeben so das Symbol einer identischen Punktschar, be-

ziehungsweise eines Punktes im Baume des homogenen Diskontinuums.

Allgemein lautet es:

P, N, P3 oder p,; k,;k,|

Beispielsweise entsprechen

|t' T' z] *^^"^ zweiten Symbol |1,0Ö; 1,00; 1,00J

ferner fj, ~, ^1 dem zweiten Symbol |1,73205 . . .; 1,00; 1,73205 . . .|

Kommen einmal zur Charakterisierung eines speziellen Punktes

negative Werte in Frage, so werden die Minuszeichen über die be-

treffenden Buchstaben oder Zahlen gesetzt.

Zwei Gerade nennen wir identisch, wenn zu jedem Punkt der

einen Geraden ein identischer Punkt der anderen Geraden gehört und

umgekehrt. Ebenso sind zwei Ebenen identisch, wenn zu allen Punkten

der einen Ebene identische Punkte der anderen Ebene gehören. Die

Richtigkeit der folgenden Sätze ist leicht ersichtlich: Im unendlich

ausgedehnten homogenen Diskontinuum gehören zu einer Ge-

raden (Ebene) unendlich viele identische Gerade (Ebenen),

die alle einander parallel sind und bestimmte Abstände von-

einander besitzen. Es genügt zur Kennzeichnung der Identität

zweier Geraden oder Ebenen die Angabe, daß sie durch zwei
einander identische Punkte gehen und sich parallel sind.

Kennen wir die Lage eines Elementes dieser Parallelscharen hinsichtlich

eines Nichtidentitätsraumes (als Parallelepiped e, f, g), so ist die ganze

Schar bestimmt.

Wir bezeichnen irgend einen Punkt des unendlichen, homogenen

Diskontinuums als Koordinatenanfangspunkt und wählen in Länge und

Richtung die kürzesten drei, nicht in einer Ebene liegenden Identitäts-

abstände e, f, g als Koordinatenachsen. Eine durch den Anfangspunkt

gehende Gerade besitzt dann die Gleichung

^ - ^' - ^ 5)

U, V, W sind für die betreffende Gerade Konstanten, sie sollen

keinen gemeinsamen ganzzahligen Teiler besitzen und, was
in beliebiger Annäherung stets möglich ist, als ganze Zahlen
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dargestellt werden (Fig. 3). Da U, V, W die kleinstmöglichen ganzen

Zahlen sind, welche die Gleichungen befriedigen, so sind sie zu-

gleich die Koordinaten des dem Nullpunkt nächstgelegenen

identischen Punktes auf der Geraden^). Sie heißen die Indizes

Fig. 3. Die gestrichelte Linie ist die Gerade [132]°°.

der Geraden. Durch die zahlengemäße Angabe von U, V, W ist bei

gegebenem Koordinatensystem e, f, g die Lage einer Geraden eindeutig

bestimmt. In einfach eckiger Klammer als [U, V, W] stellen sie das

Symbol der Geraden dar.

Da jeder Geraden eine ganze Parallelschar identischer Geraden

beigeordnet ist, die in dem angenommenen Falle durch die zu dem

Anfangspunkt identischen Punkte gehen, können wir definitionsgemäß

festsetzen, daß [U, V, W] zugleich das Symbol für die ganze Identitäts-

schar bedeuten soll, Ist eine der drei Größen U, V, W Null, sind die

anderen aber irgendwelche reellen Zahlenwerte, so sind die Gleichungen 5)

nur erfüllt, wenn die zum Nullwert gehörigen Koordinaten selbst stets

Null sind. [0, V, W] sind somit Geraden, die in den Y-Z-Ebenen

liegen, [ü, 0, 0] stellt eine Gerade dar, die sowohl in der X-Y- als

auch in der X-Z-Ebene liegt, sie ist deshalb mit der e- Achse ident.

U gibt man in diesem Falle den Wert 1. Die f- Achse besitzt das Sym-

bol [010], die g- Achse das Symbol [001]. Auch in diesen Fällen seien,

wenn nichts Besonderes bemerkt ist, stets die ganzen identischen

Parallelscharen im Symbol inbegriffen.

Die Gleichungen einer nicht durch den Koordinatenanfangspunkt

gehenden Geraden lauten:

6)

^) Beziehungsweise, bei in Wirklichkeit irrationalen Zahlen, des in der gewünschten

Annäherung identisch gelegenen Punktes.

Y
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B und C sind bekanntlich die Koordinaten der Durchstoßpunkte dieser

Geraden mit der Y-Z -Ebene. Die Gleichungen 5) können wir als einen

Spezialfall der Gleichungen 6) auffassen, insofern als dort der Durch-

stoßpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfällt, B und C

also gleich Null werden.

Im homogenen Diskontinuum tritt an Stelle eines einzelnen Punktes,

einer einzelnen Geraden oder Ebene stets die ganze Identitätsschar. Es

interessiert uns weniger, ob ein Punkt auf einer bestimmten Geraden

liegt, als ob er überhaupt auf irgend eine der Geraden einer gegebenen

Identitätsschar fällt. Wir müssen daher immer die Scharengleichungen

kennen.

Welcher Art sind nun die Gleichungen derjenigen Geraden, die

einer durch 6) gegebenen Geraden ident sind? Zunächst ist aus der

analytischen Geometrie des Raumes bekannt, daß U, V, W nur für die

Richtung maßgebend sind, parallele Geraden also gleiches U, V, W, das

heißt gleiche Indizes besitzen. Hingegen werden die Koordinaten der

Durchstoßpunkte andere werden. Nun gehen definitionsgemäß identische

Geraden durch identische Punkte, erfüllen also Xi, Yi, Zi die Gleichungen

der gegebenen Geraden, so werden Xi -j- r, Yi -f- s, Zi -|- 1 den Gleichungen

dazu identischer Geraden Genüge leisten, wobei r, s, t ganze positive

oder negative Zahlen einschließlich Null sein müssen. Wir erhalten

demnach zur Bestimmung von B' einer identischen Geraden die beiden

Bedingungen

:

I. U-B = Yi-U — Xi-V

n. Ü.B' = (Yi-l-s).U — (Xi-|-r).V

Subtraktion der Gleichung I von II ergibt:

Ü(B' — B) = sü — rV. 7)

Nun sind r, s sowie U, V ganze Zahlen, infolgedessen muß auch

U (B'— B) eine ganze Zahl sein. Für den speziellen FaU, daß U = 1

wird, ist selbst (B'— B) eine ganze Zahl. Die Gleichung 7) tritt in

diophantischer Form auf. Sofern U und V keine gemeinsamen ganz-

zahligen Teiler besitzen, ist somit für irgend einen ganzzahligen positiven

negativen Wert von U (B' — B) eine Lösung möglich. Haben U und V
einen derartigen gemeinsamen Teiler, so muß er auch U (B'— B) zu-

kommen. Es sei der allfällig vorhandene gemeinsame Faktor mit d be-

zeichnet, dann ergibt sich der Satz:

Ist B die Y- Koordinate des Durchstoßpunktes einer Geraden mit

den Indizes U, V, W auf der Y-Z-Ebene, so sind alle B', die der
TT /T)/ r)\

Bedingung —^—^ = ri genügen, mögliche Y- Koordinatenwerte von

Durchstoßpunkten dazu identischer Geraden, ri kann irgend eine posi-

tive oder negative ganze Zahl (einschließlich Null) sein. Ganz analog
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erhält man für die C identischer Geraden die diophantische Gleichung:

U(C'— C) = tu— rW 8)

Sie führt zu einem dem vorigen parallelen Satz.

Nicht alle möglichen Kombinationen der so abgeleiteten B'- und
C-Werte brauchen aber zusammengehörigen Koordinatenwerten von

Durchstoßpunkten identischer Geraden zu entsprechen; damit sie das

gleichzeitig sind, muß noch eine weitere Bedingung erfüllt sein. Der
Punkt |0 B' C'l muß nämlich mit einem Punkt [[r, B -j- s, C -|- 1| auf

einer Geraden liegen, deren Richtung durch U, V, W gekennzeichnet

ist. Das gibt nach der analytischen Geometrie die Bedingungen:

JL - (B^— B) —

s

ü - (-r)
w _ (c^— o —

t

ü ^ (-r)
woraus erhalten wird:

W [U (B' - B)] — V [ü (C — C)] = [sW— tV] U 9)

Alle in eckige Klammern eingeschlossenen Werte sind ganze Zahlen,

der auf der rechten Seite stehende kann eine beliebige ganze Zahl

sein '), zu einem auf der linken Seite stehenden bekannten Klammerwert

will man einen die Gleichung befriedigenden anderen Wert suchen.

Die in den eckigen Klammern eingeschlossenen Werte seien der Reihe

nach mit o, p, q bezeichnet, so daß

Wo = Vp -|- qU
die aufzulösende diophantische Gleichung ist. Ist B' (also auch o) be-

kannt, so erhält man durch Auflösung der Gleichung eine ganze un-

endliche Reihe zugehöriger p- (das heißt auch C) -Werte. Sie bilden

eine arithmetische Reihe mit U als konstanter Differenz, Hätten W
und V einen gemeinsamen Teiler di , so dürften nur die Werte von p
berücksichtigt werden, die gleichzeitig q-Werte ergeben, welche durch

dl ganzzahlig teilbar sind.

Die Gleichungen 7), 8), 9) ermöglichen also stets die Aufstellung

aller Gleichungen von Geraden, die einer gegebenen Geraden identisch

sind. Durch U, V, W und ein zusammengehöriges Wertepaar
B, C ist die ganze Identitätsschar von Geraden eindeutig be-

stimmt.

Wir können daher U, V, W und B, C zur Symbolisieruug der

ganzen Identitätsschar verwenden. Um eine einfache, unzweideutige

Charakterisierung zu erlangen, benutzen wir die kleinsten positiven,

zusammengehörigen B- und C-Werte, das heißt, wir kennzeichnen
die Schar durch diejenige Gerade, deren Durchstoßpunkt im

ersten positiven Parallelepiped dem Nullpunkt am nächsten

^) sofern W und V keinen gemeinsamen Teiler haben.
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liegt. Zu gegebenen B- und C-Werten erhält man die kleinstmöglichen

positiven Werte Bk und Ck folgendermaßen.

Es muß nach 7)

BU = BkU -f- s sein,

wenn s eine positive oder negative ganze Zahl ist (eventuell durch einen

r, V gemeinsamen ganzzahligen Faktor teilbar).

Somit ist ^ BU —

s

Bk = —

^

und es ist lediglich der Zähler zur kleinsten Zahl zu machen, die dem

ganzen Bruch einen positiven Wert verleiht. In gleicher Weise kann

man die kleinsten und nächstkleinsten C -Werte bestimmen und an Hand
von Gleichung 9) das in Frage kommende zusammengehörige Paar fest-

legen. Das Symbol der Identitätsschar der Geraden schreiben wir nun

zu [U, V, W]^k^k^ so daß das Symbol einer, durch die dem Nullpunkt

identischen Punkte gehenden, Schar speziell zu [U, V, W]"'' wird^).

U, V, W haben wir als Indizes der Geraden bezeichnet, B und

C wollen wir die Kennziffern nennen. Ein allgemeiner Satz lautet

dann: Parallele Geraden besitzen gleiche Indizes. Identische

parallele Geraden besitzen außerdem, Kennziffern B und C,

deren Produkte mit dem ersten Index durch Addition oder

Subtraktion ganzer Zahlen einzeln auseinander ableitbar

sind und deren gegenseitige Kombination die Gleichung 9)

befriedigt.

Diejenigen Geraden, die der Y-Z-Ebene parallel sind, besitzen

mit dieser Ebene keine reellen Durchstoßpunkte. B und C sind co.

Nun kann man den Geradengleichungen immer entsprechend umgeänderte

Formen geben, wobei als neue Konstanten die Durchstoßpunktkoordinaten

mit der YZ- oder XY-Ebene auftreten. Alle Ableitungen sind im

übrigen den gegebenen analog, so daß darauf nicht weiter eingegangen

zu werden braucht. Man benutzt die Koordinaten A, C des Durchstoß-

punktes auf der X-Z -Ebene und schreibt das Symbol der Identitäts-

schar als^kC'k[uvW]. U ist dann übrigens stets = 0.

Von Geraden [001] muß man schließlich die Durchstoßpunkte auf

der X-Y-Ebene kennen. Die Symbolisierung lautet [0, 0, l]A'k. Bf Die

Stellung der Kennziffern entspricht den gegenseitigen Lagen der

3 Koordinateuebenen.

Die so festgesetzte Bezeichnungsweise hat den Vorteil, daß eine

Gerade sofort eingezeichnet werden kann. In gewissem Sinne (vergl.

^j [ü, V, W]BC ist auch das Symbol einer Einzelgeraden, das ja von dem der

Schar (außer durch die speziellen B-, C -Werte) nicht unterschieden zu werden braucht,

da die Identitätsschar stets ohne weiteres vorhanden ist und jede ihrer Geraden genau

die gleichen Verhältnisse aufweist.
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Ebenendarstellung) konsequenter wäre es, wenn als Kennziffern statt B
und C direkt ÜB und UC gewählt würden. Unterschiede zwischen

beiden Bezeichnungsweisen ergeben sich natürlich nur, wenn U von 1

verschieden ist. Auch als zyklometrische Funktion läßt sich die Gleichung

einer identischen Geradenschar schreiben, beispielsweise als:

Y _ X
,

arc tg kß

V U "^ ?r.V.U
Z X arc tg kc

W ~ TT
"•" 1^WOT'

10)

wobei aber zu bemerken ist, daß im allgemeinen nicht alle Kombinationen

verwendbar sind. (Siehe Gleichung 9).)

Schließlich seien zur Erläuterung einige Beispiele angeführt.
21 !_

I. Eine Gerade einer Identitätsschar besitze das Symbol [5,4, Ij^s, 5.

Es handelt sich also um eine Gerade, die der Verbindungslinie des

Nullpunktes mit dem Punkt [[5, 4, 1| parallel geht und der ein Punkt

h u' 5-I
™^«'^«'^-

Zusammengehörige B-, C -Werte, speziell auch Bk und Ck sind

^^^^^^^t-
^ _ BU-s _ 5ji-s _ 21 -lls
^" ~ U ~ 5 ~ 55 '

wo s eine beliebige positive oder negative ganze Zahl ist.

CU— s' 5 . ^ — s' 1 — s'
Ebenso wird Cn — U

^ 10 2 ,,.. , ^ ,,. , . ^ 21 32
Bk = ^ = ,7. Nächste Werte sind -—

,

-— usw.
55 11 55 55

12 3
Ck = — = 0. Nächste Werte sind -

,

^ ,
~- usw.

5 5 5 5

2
Das zu B = — gehörige Cx findet man nach

W.

— 1 = 4.[6(C.--1)] + 5S

s und 5 (Cx — -j können beliebige ganze Zahlen sein. Die

Auflösung der diophantischen Gleichung ergibt für den Klammerausdruck

als mögliche arithmetische Beihe .... — 4, 1, 6, 11

n 1
fi •.

4~
1 6 11

Cx — — muß somit ....—,—, , ,
^- sein.

o D 5 5 5

2 2
Der zu B = - gehörige kleinste positive C-Wert ist somit = -

.
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Die Schar ist je nach der relativen Größe von f und g- (Länge der

Koordinatenachsen und Einheitsmaßstäbe Y, Z) als:

[5, 4, 1]"' 5 oder [5, 4, !]-•' -^ eventuell [5, 4, Ijss'^ zu bezeichnen^).

00

II. Die [7, 3, 1] nächstgelegenen identischen Geraden besitzen

folgende zusammengehörige B- und C -Werte:
4 3 2

Für B und C kommen einzeln die Reihen .... -, — ~, — -
,

7 7 7

— y, 0, +-, -f y, + - in Frage.

Gleichung 9) angewandt ergibt als einfachste zusammengehörige

Wertepaare

:

B C
4

y



14 Allgemeine Charakterisierung homogener, starrer Diskontinua

Ebenso sind ^^ und ^p- die Achsenabschnitte der Ebene auf den

Y- und Z-Achsen. Die Indizes sind somit den Achsenabschnitteu
umgekehrt proportional. Parallele Ebenen besitzen gleiche

HKL und verschiedene Kennziffern, welche letztere dann den
variablen Werten der einzelnen Achsenabschnitte direkt pro-

portional sind.

Fig. 4. Die eingezeichnete Ebene hat das Symbol (623)^.

Durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Ebenen sind durch

D ==: gekennzeichnet. Ihr Symbol ist = (H K L)o.

Die zu einer Identitätsschar gehörigen D -Werte findet man fol-

gendermaßen: Sind M, N, P die Koordinaten eines Punktes, der in der

Ebene (HKL)d liegt, so muß irgend eine dazu identische Ebene durch

zu diesem Punkt identische Punkte gehen und gleiche Indizes besitzen.

Aus den beiden Bedingungen

H(M + r)-f K(N-i-s)-f L(P + t) = D'

HM -f KN -f LP = D
erhält man durch Subtraktion

D'— D = Hr -|-Ks -|-Lt 12)

r, s, t können beliebige positive oder negative ganze Zahlen ein-

schließlich Null sein. Einer davon läßt sich immer als Null wählen.

Von den drei Indizes besitzen nach unserer Festsetzung immer min-

destens zwei keinen gemeinsamen Teiler, sind es beispielsweise H und K,

so läßt sich die Gleichung 12) umändern zu

D'— D = Hr + Ks 13)

Sie läßt sich nun diophantisch auflösen und gibt reelle Werte für

irgend eine linksstehende positive oder negative ganze Zahl.
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Somit gehören alle parallelen Ebenen (HKL) mit D'— D = irgend

eine positive oder negative ganze Zahl, zu ein und derselben Identitäts-

schar. Ist aber D'— D nicht ganzzahlig, so sind die Ebenen ein-

ander nicht identisch.

Wir erhalten den Satz:

Parallele Ebenen besitzen gleiche Indizes, identische

parallele Ebenen besitzen außerdem Kennziffern, die sich

lediglich durch addierte oder subtrahierte ganze Zahlen von-

einander unterscheiden.

Haben wir je ein ri und Si der Gleichung 13 für ein gegebenes

D' bestimmt, so liegen außer dem Punkt pi+ ri, N+ Si, P3 noch alle

jene identischen Punkte pi+ r', N+ s', P] in der Ebene (H K L)d',

für die r' = ri -f Kq
s' = Si — Hq

erfüllt ist, wo q eine beliebige ganze Zahl darstellt.

Die Identitätsschar einer Ebene bezeichnen wir, wie die Ebene

selbst, mit (HKL)d, wählen aber zur Charakterisierung den kleinsten

positiven D-Wert der Parallelschar. Diese Kennziffer ist daher stets

ein positiver echter Bruch (einschließlich Null),

Eine Ebene (HKO) geht der Z- Achse, eine Ebene (OKL) der

X-Achse parallel. Die drei Koordinatenebenen sind zu bezeichnen als

(lOO)o, (OlO)o, (OOl)o, ....

Weglassen der Kennziffer bedeutet (wie übrigens auch bei den

Geraden) lediglich eine Richtungs- oder Stellungsangabe ohne nähere

Spezialisierung der Identitätsschar.

Die Identitätsschar (lll)o enthält die Ebene (111)| nicht. Zu der

ersteren gehören beispielsweise (111)y, (lll)i, (111)2 .... (lll)n, wo

n eine ganze Zahl ist. Zu der Identitätsschar (111)| gehören Ebenen

wie (lll)i, (lll)i, (lll)ja usw.
4 4 4

Wie bei den Kennziffern werden auch bei den Indizes negative

Werte durch darüber geschriebene Minuszeichen dargestellt.

Die Ebene (3 2 l)i besitzt beispielsweise die Achsenabschnitte

Es seien nun zunächst einige Aufgaben besprochen, die für struk-

turelle Probleme von besonderer Bedeutung sind.

A. Gegeben ein Punkt [[Xi, Yi, Zi3 sowie eine Gerade [U, V, Wj^'^"'.

Gehört die dem gegebenen Punkt identische Punktschar der identischen

Geradenschar an, von der [U, V, W]^'^» irgend ein Repräsentant ist?

U, V, W sollen der Einfachheit halber auch zu zweit keinen gemein-

samen ganzzahligen Teiler besitzen.
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Es müssen die Gleichungen:

z, = x.^ + c, + A
erfüllt sein, wo r und t ganzzahlig sind.

L UYi — VXi — ÜBi = ganzzahlig (einschließlich Null)

n. UZi—WXi— UCi = ganzzahlig (einschließlich Null).

Außerdem muß nach Gleichung 9)

I-W— II-V = qU
sein, worin q eine beliebige^^anze Zahl ist, das heißt

I ,^^— n .V
"^

= ebenfalls gleich ganzzahlig (einschließlich Null) ist.

Gerade = [7 3 1]«°

u
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D. Eine Gerade [ÜVW] ist den Schnittkanten zweier Ebenen-

systeme (Hl Kl Li) und (H2K2L2) parallel, wenn die Bedingungen:

UH2 + VK2 + WL2 =
UHi + VKi 4- WLi = gleichzeitig erfüllt sind.

Das ergibt die notwendigen und liinreichenden Bedingungen:

U:V:W = (K2L1— K1L2) : (L.Hi— L1H2) : (H2K1 — HiKg) 17)

Handelt es sich nicht nur um parallele Lage, sondern sucht man

zu zwei bestimmten Ebenen die reelle Schnittkante, so müssen noch die

zwei entsprechenden Gleichungen (16) erfüllt sein, (r = Null.)

E. Zwei Gerade [UiViWi] und [U2V2W2] sollen parallel einer

Ebene (HKL) sein. Dann müssen folgende zwei Bedingungsgleichungen

befriedigt werden:
UiH + ViK + WiL =
U2H + VgK-l- W2L =

Durch Multiplizieren einmal mit Ui bezw. U2 und einmal mit Yi

bezw. V2 erhält man die notwendige und hinreichende Bedingung

H:K:L == (V1W2— V2W1) : (W1U2 — W2U1) : (U1V2— U2V1) 18)

Sie ist analog der Bedingung 17). Sie muß als eine Spezial-

bedingung auch dann erfüllt sein, wenn die Geraden sich schneiden

und HKL die Indizes der dadurch bestimmten Ebene sein sollen.

Die Aufgaben ließen sich beliebig vermehren. Die Lösungen sind

rein analytisch -geometrischer Natur und in Spezialfällen daher stets

leicht auffindbar. In Kapitel IV werden noch einige besonders wichtige

Berechnungsmethoden erläutert werden. Vorläufig genügen die ge-

machten Angaben zur Darstellung der Symmetrieverhältnisse eines homo-

genen Diskontinuums.

Wir können jetzt Punkte, Geraden und Ebenen eindeutig ihrer

Lage nach bezeichnen. Wir wissen, daß zu jedem Punkt, jeder Geraden

und jeder Ebene eines homogenen Diskontinuums unendlich viele

identische Punkte bezw. Gerade bezw. Ebenen gehören, und daß

durch die Lage des einen dieser Elemente jeweilen die ganze Identitäts-

schar bestimmt ist, sofern drei kürzeste nicht komplanare Identitäts-

abstände bekannt sind.

Niggli, GeoDietr. Kristallogr. d. Diskontinuuui»



II. Kapitel: Die Symmetrieeigenschaften homogener Diskontinua

I. Identität und primitive Translationen

Die Symmetrieeigenschaften irgend eines Gebildes werden nach Art

und Zahl der Operationen beurteilt, die das Gebilde in sich selbst über-

führen. Punkte, Gerade und Ebenen werden durch derartige Operationen

in andere Punkte, Geraden und Ebenen übergeführt, denen nun die

genau gleiche Stellung zukommt, so daß Ausgangsgebilde und Operations-

produkt in jeder Hinsicht zur Deckung gebracht werden können. Der-

artige Operationen heißen Deckoperationen und die dadurch ein-

ander zugeordneten Punkte, Geraden und Ebenen werden gleichwertig

genannt.

Zunächst ist aus den vorausgegangenen Erläuterungen ersichtlich,

daß in jedem homogenen Diskontinuum alle identischen Punkte einander

gleichwertig sind. Die Operationen, die in diesem Falle das homogene

Diskontinuum in sich selbst überführen, sind Parallelverschiebungen

oder Translationen, sie entsprechen parallelen Koordinatenachsen-

transformationen, die alle Beziehungen unverändert lassen.

Jede Parallelverschiebung oder Translation, die einen

Punkt des homogenen Diskontinuums in einen anderen Punkt
seiner Identitätsschar überführt, bringt das gesamte Diskon-

tinuum mit sich selbst zur Deckung. Machen wir irgend einen

Punkt des homogenen Diskontinuums zum Koordinatenanfangspunkt eines

Koordinatensystems mit e, f, g (den drei kürzesten nichtkomplanaren

Identitätsabständen) als Achsenrichtungen, so müssen die Translationen,

welche den Anfangspunkt in irgendeinen identischen Punkt überführen,

der Bedingung gehorchen:

r = r . e + s • f + t . g 19a)

wo r, s, t beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind und

unter der Summe dreier richtungsverschiedener, von einem

Punkt ausgehender, Strecken in Größe und Richtung die

Diagonale des dadurch bestimmten Parallelepipeds ver-

standen wird.

r, s, t sind nichts anderes als die Koordinaten Xi Yi Zi (bezogen

auf e, f, g als Einheitsmaßstäbe) des Endpunktes der Translation.
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Besitzen r, s, t keinen g-emeinsamen ganzzahligen Teiler, so stellen sie

zugleich als [U, V, WJ^o (r = U, s = V, t = W) das Symbol der Trans-

lationsgeraden dar. Auf der Translationsgeraden liegt dann

zwischen Anfangspunkt und Endpunkt kein damit identischer

Punkt, die Translation heißt primitiv. (Es gibt keinen Punkt

mit kleineren ganzzahligen Koordinaten, der auf der Geraden liegt.)

Die Translationsstrecke heißt in diesem Falle primitive Strecke der

zugehörigen Geraden oder Periode bezw. kürzester Identitäts-

abs tand auf [ÜVW]. Besitzen r, s, t einen größten gemeinsamen

gahzzahligen Teiler d, so sind die Indizes der Translationsgeraden ge-

r s t
geben durch \] = -^:Y = ^r',^ = ^r- Die Translationsstrecke ist^ d d ' d

jetzt das d-fache der primitiven Strecke oder der Periode in ihrer Rich-

tung, und der Endpunkt der Translation ist nicht der nächste, sondern

der d*^ identische Punkt auf der Geraden.

Da die Identitätsabstände einzig von der Richtung abhängig sind,

besitzen naturgemäß alle zu [ü, V, W] parallelen Geraden die gleichen

primitiven Strecken oder Perioden. Die Größe dieser Strecke ist dem

Abstände des Punktes mit den Koordinaten ü, V, W vom Nullpunkte

gleich. Sie heißt auch etwa Parameter der Geraden.

Die absolute Größe ergibt sich zu:

t'- = e^U^ + f^Y^ + g^W^ + 2fgVW cos ^^ + 2geWU cos r/

-f-2efUVcos^ 19b)

Die Winkel g, tj, ^ sind die Winkel zwischen den Koordinatenachsen

im ersten positiven Parallelepiped.

s = Xf-g v = ^ g-e C = X e-f
Die Gleichung (19) stellt somit die Beziehung zwischen Symbol

der Geraden und Identitätsabstand oder Periode auf ihr her.

Irgend zwei von einem Punkte, beispielsweise dem Nullpunkte,

ausgehende Geraden bestimmen eine Ebene (bezw. eine identische Schar

von Ebenen) deren Indizes nach den früheren Erörterungen (Seite 17)

gegeben sind durch

H : K : L = (ViWo — V2W1) : (W1U2 — W2U,) : (U1V2— U2V1)

^Mittels der primitiven Strecken der zwei Identitätsscharen der

Geraden läßt sich die Ebene in Parallelogramme einteilen mit diesen

Strecken als Seiten. Wir sagen nun, die beiden primitiven Translationen

bilden ein primitives Translationenpaar, wenn der Flächeninhalt

des von ihnen gebildeten Parallelogrammes genau dem Flächeninhalt

der Nichtidentität auf dieser Ebene entspricht. Dann liegt im Innern

des Parallelogrammes kein mit den Eckpunkten identischer

Punkt und jede Punktart der Ebene ist einmal und nur einmal

im Parallelogramm enthalten. Die Schnittpunkte der Translations-

parallelen auf der Ebene Liefern ein vollständiges System identischer

2*
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Punkte der Ebene. Daß es in jeder Ebene unendlich viele primitive

Paare primitiver Translationen gibt, ist sofort ersichtlich, wenn wir eine

Ebene für sich betrachten.

Zu dem Zwecke sei zunächst eine Koordinatenebene, beispielsweise

die XY -Ebene, in Untersuchung gezogen, e und f sind die kürzesten

Identitätsabstände auf ihr und bilden als solche ein primitives Paar.

Die Schnittpunkte ihrer Parallelen liefern ein vollständiges zweidimen-

sionales System identischer Punkte. Ganz gleich verhalten sich aber

beispielsweise Ao— A9 und Ao— A13 (Parallelogramme wie A0A9A22A13)

oder Ao — A5 und Ao— A4 (Parallelogramme wie Ao A5 Ag Aj beziehungs-

weise AiAsAioAe) oder Ao — Ae mit Ao— A5 usw. (Siehe Fig. 5.)

Fig. 5. Zweidimensionales homogenes Diskontinuum zur Erläuterang des Begriffes der

primitiven Parallelogramme, beziehungsweise primitiven Paare von Translationen.

Jede Gerade auf der XY -Ebene hat hinsichtlich des Raumes In-

dizes von der Form [U V 0], das heißt W = 0. Folgendermaßen findet

man die Bedingungen, denen die Indizes UiVi und UäVa genügen

müssen, damit die kürzesten Identitätsabstände beider dadurch be-

stimmten (durch einen Punkt gehenden) Geraden ein primitives Paar

bilden. Bezeichnen wir wie vorhin den ^ e— f mit C. Aus der analyti-

schen Geometrie ist bekannt, daß der Inhalt eines Parallelogrammes mit

dem Nullpunkt und den Punkten [üiVi]], IÜ2V2I als Ecken, abgesehen

vom Vorzeichen, gegeben ist durch

:

UiVi|
sin c, e.f. 20)

Mit e • f muß multipliziert werden , weil wir die Koordinaten der

Punkte ja auf e und f als Einheitsmaßstäbe beziehen. LtSt^ bedeutet
j

U2 V2
1

die Determinante; in diesem speziellen Fall also UiVa — U2V1. Der

Inhalt des von den kürzesten, auf den Koordinatenachsen liegenden.
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Tdentitätsabständeu e und f bestimmten ParallelogTammes ist somit

' 1 !

J =
j

j

sin C • e • f = 1 sin C • e • f.

Dies ist definitionsgemäß der Inlialt der Fläche der Nichtidentität

auf der Ebene. Diesem Inhalte muß der Inhalt eines von einem pri-

mitiven Translationenpaar gebildeten Parallelogrammes gleich sein. Das

hat die einzige Bedingung

! ^J y'l = + 1 beziehungsweise Ui V2 — Ug Vi = + 1 21)

zur Folge ^). Ist UiVi gegeben, so findet man alle damit ein primitives

Paar bildenden U2V2 durch Auflösung der diophantischen Grieichung (21).

Alle Endpunkte der primitiven zweiten Strecke, also die Punkte mit den

Koordinaten X = U2 , Y = V2 , liegen auf einer dem gegebenen Ui Vi

nächstgelegenen identischen Parallelen, und zwar je nachdem ob der

Wert + oder — 1 ist, auf der einen oder anderen Seite der ersten

Geraden. (Siehe z. B. die Anmerkung, erstes und letztes Exempel.)

Die allgemeinen Bedingungen, daß zwei Translationen auf einer

beliebigen (nicht Koordinaten-) Ebene ein primitives Paar bilden,

woUen wir, einem Gedankengang von Bravais folgend, sofort auf einem

anderen Wege ableiten.

Drei nicht komplanare primitive Translationen, die von
einem Punkte ausgehen, bilden ein primitives Translationen-

tripel, wenn der Inhalt des von ihnen gebildeten Parallel-

epipeds dem Bauminhalte der Nichtidentität entspricht. Dann
liegen im Innern des Parallelepipeds keine den Eckpunkten identischen

Punkte, überhaupt keine zwei identischen Punkte. Die Schnittpunkte

der identischen Scharen der di-ei Translationsgeraden liefern ein voll-

ständiges System identischer Punkte. Aus der analytischen Geometrie

des Baumes ist bekannt, daß der Inhalt eines Parallelepipeds mit einem

Eckpunkt im Nullpunkt und drei nächsten Eckpunkten in ([üiViWil

lüaVaWo] IÜ3V3W.SI, abgesehen vom Vorzeichen, den Wert hat

jUiViWij
.J = I U2 V2W2

1

sin ^ . sin 7y sin i; . e . f . g 22)

'U3V3W3I

C und /y sind wie auf Seite 19 Koordinatenachsenwinkel; E ist der

Winkel zwischen den Ebenen (010)/ (001); der erste Ausdruck bedeutet

eine Determinante.

^) So erhält man beispielsweise (Fig. 5):

für AoA„ und A, A^g: U^Vg— UjVi = 2.1 — 3.1 = —

1

für AqAj und AqA,: UiV, — UjVi = 1.0 — l«! = —1
für AoAe und AoA^: UiV', — U^V, = 1.1—1.2 = —1
für Ao Ag und Ao Aj : Uj Vg — U^ Vj = 2 . 1 — 1 • 1 = + 1 usw.
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Nun ist ein Parallelepiped der Nichtidentität, wie wir Seite 4

sahen, durch das Parallelepiped mit e, f, g als Kanten g-egeben.

J = I 010
I

sin C sin /y sin /; • e • f • g- = 1 • sin C • sin ?y • sin £" • e • f • g.

[00l| ~

Daher müssen die Indizes der ein primitives Tripel bildenden

Translationsgeraden der Bedingung- genügen:

iUiViWil
U2V2W2l=+l 23)

IU3V3W3I

Diese Bedingung ist hinreichend. Aus ihr geht hervor, daß es

unendlich viele primitive Translationentripel eines homogenen Diskonti-

nuums gibt. Wir können irgend eines zu Koordinatenachsen und zu

Einheitsmaßstäben machen und alle Beziehungen, die im ersten Kapitel

abgeleitet wurden, bleiben bestehen. Je zwei der drei Translations-

geraden liegen in einer Ebene und sind für diese Ebene ein primitives

Paar. Alle Translationen, die dieses Paar zu einem primitiven Tripel

ergänzen, müssen ihre Endpunkte in einer dieser Ebene nächstgelegenen

parallelen identischen Ebene haben, denn sonst würden den Eckpunkten

identische Punkte im Innern des Parallelepipeds liegen. Bezeichnen

wir, auf das Koordinatensystem e, f, g bezogen, die Ebene der ersten

zwei gegebenen Geraden mit (HKL)o, so muß:

U3H -|- V3K -|- W3L = +1 sein (nach dem Satz auf Seite 15 kann

die nächste identische Ebene nur (HKL)±i sein).

Anderseits läßt sich die oben (23) stehende Determinante auch in

der Form schreiben:

U3 (V1W2 — V2W1) + V3 (Wi Uo — üiWi) +W (UiV2 — U2V1) = ± 1

woraus folgt, daß

sein müssen.

Hierbei dürfen H K L , also auch die entsprechenden Deter-

minanten, keine gemeinsamen ganzzahligen Teiler besitzen.

Gleichung (24) ist nun die Bedingung dafür, daß zwei Gerade

in einer Ebene (HKL) ein primitives Paar von Translationen

bilden. Ist die Determinante dreier primitiver Translationen:

jUiViW,
I

U2V2W2 = ±T,
IU3V.W3!

so ist der Inhalt des Parallelepipeds mit den Punkten 1[000|, |UiViWi|,

IU2V2W2I, [[U3V3W3I als nächstgelegenen Ecken offenbar Tmal größer

als der Inhalt des Baumes der Nichtidentität. Es gehören dann dem

Parallelepiped von jeder identischen Punktschar T identische Punkte an.

Man sagt, das Parallelepiped absorbiere T identische Punkte,
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oder die Zähligkeit der Identität sei hinsichtlich des Parallel-

epipeds = T. Ein dem Räume der Nichtidentität entsprechendes Par-

allelepiped heißt primitives Parallelepiped; ist T = 2, so wollen

wii' das Parallelepiped doppeltprimitiv nennen. Vierfachprimitiv

ist ein aus Translationen gebildetes Parallelepiped mit 7=4, das heißt

mit einer Absorption von je 4 Punkten einer Identitätsschar.

Haben die Determinanten (24) eines Paares primitiver Translationen

einen größten gemeinsamen Teiler t, so absorbiert das betreffende Par-

allelogramm von jeder Schar identischer Punkte der Ebene deren t. Es

ist t-fach primitiv.

In einfacher Weise lassen sich die hier obwaltenden Verhältnisse

darstellen, indem man die Bedingungen der Koordinatentransformationen

hinschreibt, die zu Deckoperationen führen. Die Angabe dreier, einem

primitiven Tripel von Translationen entsprechenden, Transformations-

bedingungen genügt, da sich daraus nach Gleichung 19 a auf Seite 18

alle anderen möglichen Translationen als das Resultat einer Reihe nach-

einander ausgeführter derartiger Verschiebungen ableiten lassen.

Es seien ganz allgemein x, y, z die mit einem Maßstab (Centimeter-

maßstab) gemessenen Koordinaten eines Punktes, bezogen auf das alte

Koordinatensystem, x', y', z' die Koordinaten des gleichen Punktes, be-

zogen auf das neue Koordinatensystem, g, rj, C, die Winkel der alten

Koordinatenachsen, ao, bo, Co die Koordinaten des neuen Koordinaten-

Anfangspunktes, bezogen auf das alte System. Dann lauten die Glei-

chungen der Transformation:

(1— cos^ s) *i — (cos C— cos s cos ?^) <Ih — (cos ?^— cos s cos g) *3
ao

z = Co

wo

1 + 2 cos g cos yy cos g — cos" g — cos^?y — cos"

g

(1— cos^?y)4^2 — (cosg— cos 7/ cos ^) 4*3 — (cos^— cos g cos 9^) ^1

1 + 2 cos g cos rjco^C, — cos* g — cos^ rj — cos^ g

(1— cos^$)^3 — (cos?y—cosgcoss)^! — (cosg— C0S?yC0Sg)*2

1 + 2 COS5 cost/ cosC — cos^g — cos^?^ — cos^^

25)

^i =1 x' cos (x'x) + y' cos (y'x) + z' cos (z'x)

(Pi = x' cos (x'y) + y' cos (y'y) + z' cos (z'y)

#3 = x' cos (x' z) + y' cos (y' z) + z' cos (z' z)

Für ein gegebenes Diskontinuum, mit einem gegebenen primitiven

Tripel, sind von der speziellen Art der Transformation einzig die zwölf

Größen ao, bo, Co; cos(x'x), cos(y'x), cos(z'x); cos(x'y), cos (j-'y),

cos(z'y); cos (x'z), cos (y'z), cos (z'z) abhängig. (3 Verschiebungsgrößen,

9 Richtungskosinus.)

Wir schreiben sie in Zukunft immer in dieser Reihenfolge

und bezeichnen das System der zwölf Größen kurz als Deck-
transformationsbedingung, wenn es sich um eine Koordinaten-
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transformation handelt, die das gesamte Diskontinuum mit

sich selbst zur Deckung bringt. Von allen möglichen Transforma-

tionen sind dann die, deren zwölf Werte wir mitteilen (sowie alle daraus

ableitbaren) dadurch ausgezeichnet, daß sie zugleich Deckbewegungen

entsprechen. Die Kenntnis dieser Bedingungen ist für die Kristallphysik

von ganz außerordentlicher Bedeutung, da irgend ein physikalisches

Gesetz auf alle gleichwertigen Koordinatensysteme transformiert ein

und dieselbe Form annehmen muß. Mit ihrer Hilfe läßt sich in jedem

einzelnen Falle die Spezialisierung von Gesetzen auf die Symmetrie-

klassen und einzelnen Raumsysteme durchführen.

Die Translationen sind Parallelverschiebungen, die den Winkel der

Koordinatenachsen unverändert lassen. Sind e, f, g drei beliebige, ein

primitives Tripel bildende, Translationen, so lauten die drei Decktrans-

formationen, die alle anderen bestimmen:

I. e, 0, ; 1, cos g, cos vy ; cos g, 1, cos ^' ; cos t}, cos 5, 1 .

n. 0, f, 0; 1, cos C, cos r/: cos C, 1, cos g: cos rj, cos g, 1 \ 26)

in. 0, 0, g; 1, cos ^, cos //; cos ^, 1, cos g; cos ;/, cos g, 1
^

sofern e, f, g zugleich der Richtung nach Koordinatenachsen sind. Werden
Translationsrichtungen, deren primitive Strecken kein primitives Tripel

büden, zu Koordinatenachsenrichtungen gewählt, so müssen die Einzel-

perioden irgend eines primitiven Tripels in ihnen ausgedrückt werden.

Es ändern sich dann die drei ersten Größen der Bedingungen von

Gleichung 26).

Die Decktransformationsbedingungen beziehen wir, im Gegensatz

zu den übrigen Darlegungen, auf das System eines einzigen Einheits-

maßstabes ; infolgedessen treten die Strecken der Verschiebungen in ihrer

absoluten Größe auf. Es wird dies bei Anwendungen von Vorteil sein,

ohne daß dadurch Mißverständnisse entstehen können, da ja naturgemäß

auch bei einer anderen Wahl die Richtungskosinus gleich bleiben. Hin-

gegen ist bei der Transformation bestimmter Punkte, Geraden oder

Ebenen, die durch ihre ungleichwertigen Koordinaten oder Indizes ge-

geben sind, darauf Rücksicht zu nehmen.

Alle bis jetzt abgeleiteten Eigenschaften kommen jedem
reell homogenen Diskontinuum zu. Sie sind ja nur der Aus-

druck dafür, daß die Identität in bestimmten einzig von der

Richtung abhängigen Abständen auftreten muß. Die Abhängig-

keit selbst ist durch Gleichung 19 b) gegeben. Diese Gleichung und die

Betrachtung irgend einer diesbezüglichen Figur zeigen, daß die Identitäts-

abstände nicht kontinuierliche sondern diskontinuierliche Funktionen der

Richtung sind. Zu dem Zwecke möge die einfache Figur 5 (Seite 20)

eines zweidimensionalen Diskontinuums erörtert werden. In der Richtung

Ao — Ai— A2— A3 besitzt definitionsgemäß der Identitätsabstand einen

kleinsten Wert f. Es ist das, auf e und f als Koordinatenachsen
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bezogen, die Gerade [0 1 0]. Betrachten wir eine ganz wenig- davon ab-

weichende Richtung, so findet sich auf ilir erst in außerordentlich großer

Entfernung wieder ein dem Anfangspunkt Ao identischer Punkt. Der

Identitätsabstand in dieser Richtung ist sehr groß, unter den Indizes

der Geraden kommen (in der Erweiterung auf ganze Zahlen) sehr hohe

Werte vor. Die Geraden mit relativ einfachen Indizes, und infolge-

dessen nach (19) mit kleinen Perioden, folgen sprungweise aufeinander.

Alle Eigenschaften, die direkt von der Grüße der Identitäts-

abstände abhängig sind, müssen daher ein diskontinuier-

liches Verhalten aufweisen.

2. Eigentliche Symmetrieelemente und ihre gegenseitigen Beziehungen

Außer den Identitätsbeziehungen kann ein homogenes Diskonti-

nuum noch eigentliche Symmetrieelemente besitzen, die ermöglichen,

daß nach Ausführung bestimmter Operationen das Diskontinuum ebenfalls

in sich selbst übergeführt wird. Derartige mögliche Symmetrieelemente

sind: Symmetrieachse, Symmetrieebene, Achse zusammen-
gesetzter Symmetrie, Ebene zusammengesetzter Symmetrie,
(Inversions- oder Symmetriezentrum). Die möglichen Kombina-

tionen dieser Symmetrieelemeute für homogene Diskontinua aufzusuchen

ist das nächstliegende, erste Ziel einer theoretischen Grundlage der

Kristallstrukturlehre. Den Operationen entsprechen, alle Beziehungen

unverändert lassende, Koordinatenachsentransformationen mit nicht
gleichbleibender Achsenrichtung.

Die Symmetrieachsen

Charakteristisch für eine n- zählige Symmetriachse ist, daß
3g()0

nach jeder Drehung von — um die Achse irgend einem Punkt oder

beliebigen Element im gleichen Abstand und in nun paralleler Lage ein

gleichwertiger Punkt oder ein Element zugeordnet werden können und

daß, wenn die Operation, die den Punkt in den nächsten gleichwertigen

direkt überführt, n-mal nacheinander in gleichem Sinne ausgeführt wird,

sich die Identität wieder einstellt. Nun kann die Identität sich ein-

stellen, indem nach n- maligem Ausführen der Operation die Ausgangs-

punkte tatsächlich in sich selbst zurückfallen oder aber indem sie nun-

mehr die Lage damit identischer Punkte einnehmen. Im ersteren Falle

ist die kleinste Deckoperation eine einfache Drehung um die Achse

(n-zählige Drehungsachse), im zweiten Falle ist mit der Drehung

eine Translation in der Achsenrichtung verknüpft, und zwar muß sicher-

360 °

lieh das n-fache derjenigen Translation, die zur Drehung um gehört
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(Schraiibung'skomponeiite), ein Ein- oder Vielfaches des Identitäts-

abstandes auf der Achse sein^) (n-zählige Schraubeuachse).

Entspricht es einem Vielfachen des Identitätsabstandes in der

Achsenrichtung', das zugleich mit n einen gemeinsamen ganzzahUgen

Teiler r besitzt, so haben die Identitätsbeziehungen zur Folge, daß außer

den durch die Schraubenbewegung auseinander hervorgegangenen zu-

sammengehörigen Punkte sich noch andere einstellen, die bewirken, daß

die n-zählige Schraubenachse gleichzeitig eine r-zählige Drehungsachse

wird. Da wir die Drehungsachse als eine Schraubeuachse auffassen können,

deren Schraubenkomponente (Translation, die zum kleinsten Drehungs-

winkel gehört) Null ist, so ergeben sich, unter Berücksichtigung des

soeben ausgesprochenen Satzes, nur die folgenden Fälle verschieden-

artiger gleichzähliger Achsen:

Schraubungskomponente : oder oder ^ oder —- ^^
,

wo T der I'dentitätsabstand oder die Periode in Richtung der Achse

ist, n die Zähligkeit der Achse. Die Schraubenachsen mit — und

^ — als Schraubungskomponenten verhalten sich zueinander wie

linke und rechte Schraube.

Es seien nun an der Hand der Figuren 6—9 die Verhältnisse der

(wie wir später sehen werden einzig in Frage kommenden) 2-, 3-, 4-,

6 -zähligen Achsen eingehend erörtert. Da der Begriff der Zähligkeit

auch in einem anderen Sinne eine große Rolle spielt, werden hier zur

Vermeidung von Mißverständnissen zweizählige Achsen digonale, drei-

zählige trigouale, vierzählige tetragonale und sechszähhge hexa-

gonale Achsen-) genannt. Die Achsen kennzeichnen wir in den Figuren,

indem ein in der Nähe gelegener Punkt allen Achsenoperationen unter-

worfen, das heißt in allen seinen gleichwertigen Lagen eingezeichnet, wird.

Digonale Achsen (Fig. 6) gibt es zweierlei, eine Drehungsachse

und eine Schraubenachse. Die Drehungsachse (Fig. 6 a) führt den Punkt 1

in den auf gleicher Achsenhöhe befindlichen Punkt 2 über. (Drehungs-

winkel = 180^= 3i). Im Identitätsabstande r müssen beide Punkte sich

in gleicher Lage wiederholen. Die Schraubenachse mit der Schraubungs-

komponente — ist in Fig. 6 b dargestellt. Der Punkt 1 befindet sich

nun nach 180'' Drehung um - verschoben. Die Operation zweimal aus-

^) Damit nach n-maligem Ausführen der Operation sich wieder die Identität ein-

stellen kann.

^) F. Rinne nennt treffend die Drehungachsen Gyren (Di-, Tri-, Tetra-, Hexa-

gyren), die Drehspiegelachsen Gyroiden und die Schrauhenachsen Helicogyren.
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geführt bringt den Punkt 1 mit dem nächstliegenden identischen Punkt 1

zur Deckung-. Ein Windungssinn ist hier nicht erkennbar, beziehungs-

weise Rechts- und Linkswindung sind gleichzeitig vorhanden. Eine

digonale Schraubenachse mit der Schraubungskomponente r ist einer di-

gonalen Drehungsachse äquivalent, da die Identitätsbeziehungen jedem

1 ein 2 in gegenüberliegender Lage zuordnen und umgekehrt.

Eine digonale Schrauben-
^o-

achse mit würde sich von

einer Schraubenachse mit— als

Schraubungskomponente nicht

unterscheiden, da die Identitäts-

beziehungen den Punkt 2 in

— Entfernung von 1 in die
i

Entfernung - bringen usw. ^o-

Es gibt also in der Tat nur

zweierlei digonale Achsen. Eine

digonale Achse kurzweg be-

zeichnen wir mit (), die

Drehungsachse mit (), die

Schraubehachse mit \ .

Trigonale Achsen gibt

es di^eierlei (Fig. 7 a, b, c), eine

Drehungsachse , eine links-

gewundene und eine rechts-

gewundene Schraubenachse.

(Der kleinste Drehungswinkel

ist 120" = ^.) Die letztere

Z^

-0/

-o;

\r

-Ol

Fig. Fig. 6 b.

Digonale Drehungsachsen und Schraubenachseu

und ihre Symbole.

kann als linkte Scliraubenachse

2r
mit einer Schraubungskomponente von —— angesehen werden. Die

o

durch eine derartige Schraubenoperation auseinander hervorgehenden

Punkte besitzen in Figur 7 c keine Striche. 1, 2, 3, 1 . . . stellen

die Schraubenbewegung dar. Da zu jedem Punkt in der Entfer-

nung T ein identischer Punkt gehört, stellen sich die gestrichenen

Lagen 3', 1', 2'
. . . von selbst ein und verleilien der Achse den Cha-

rakter einer rechtsgewundenen Schraube mit — als Schraubungskorapo-
o

nente. Die Symbole sind leicht verständlich,, das allgemeine Zeichen für

eine* trigonale Achse ist ein gestrichelt gezeichnetes, gleichseitiges Dreieck.
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Tetragonale Achsen gibt es vielerlei (Fig. 8 a, b, c, d), außer der

Drehungsachse drei Schraubenachsen, von denen die eine zugleich di-

gonale Drehungsachse ist. Ist die Schraubungskomponente — , so wird

nach viermaligem Ausführen der Operation der nächstgelegene identische

Punkt erreicht. Es handelt sich um eine einfache tetragonale Schrauben-

achse von beispielsweise linkem Windungssinn ^) (Fig. 8 b). Hat die

t>

^/

>v

-Ol

A

•3\

>3\

^1

r
Fig. 7 a. Fig. 7 b. Fig. 7 c.

Trigonale Drehungsachsen und Schraubenachsen und ihre Symbole.

Schraubungskomponente den Wert— , führt also die viermalige Schraubung

einen Punkt in den um 2 t davon entfernten identischen Punkt über,

so erzeugen die Identitätsbedingungen gleichzeitig eine digonale Drehungs-

achse (Fig. 8 c). Die ungestrichenen Zahlen 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3 bezeichnen

Punkte, die mittels der angegebenen Schraubenoperation auseinander

hervorgehen. P, V\ 2', 'S', 3'', 4\ 4", stellen sich infolge der Identitäts-

*) Der linke Windungssinn wird hier formell bevorzugt, weil er im Uhrzeiger-

sinne erfolgt.
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beziehuugen ein und ergänzen die vierzählige (tetragonale) Sclirauben-

achse zu einer digonalen Drehungsachse.

In dem SjTnbol kommt dieser Doppelcharakter zum Ausdruck.

Eine linke Schraubenachse mit der Schraubungskomponente -

ist schließlich zugleich eine rechte tetragonale Schraubenachse mit der

Schraubungskomponente — . 1, 2, 3, 4, 1 wären die Punkte, die der

'^f

-oJ

>^

-^f

D

y^

y

r

y

\r

^

/»

y

A
.'^

y

-»r

4'

^1

^

,y

/>'

y/

,/

> J

>/"

/

\t
/'*(T

^
Fig. 8a. Fig. 8 b. Fig. 8 c. Fig. 8d.

Tetragonale Drehungsachsen und Schrauhenachsen und ihre Symbole.

ersten Operation angehören; V V, 2' 2'\ 3' 3", 4' 4'' sind durch die

Identitätsbeziehungen bedingt und geben der Achse den Charakter einer

einfachen rechten Schraubenachse (Fig. 8 d).

Die, für die viererlei tetragonalen Achsen in der Folge stets

verwendeten, Symbole brauchen nicht besonders erläutert zu werden.

Es gibt sechserlei verschiedene hexagonale Achsen (Fig. 9a— 9f).

Die eine ist hexagonale Drehungsachse, fünf sind als hexagonale Achsen

nur Schraubenachsen. Diese letzteren können als digonale oder trigonale
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Achsen Drehungsachsen sein. Die einfache linke hexagonale Schrauben-

achse (Fig. 9 b) entspricht einer Schraubungskomponente von — . Mit

2t
—r als Schraubungskomponente läßt sich eine hexagonale Schrauben-
D

achse ableiten, die gleichzeitig trigonale linke Schraubenachse und digonale

Drehungsachse ist. Der Schraubungskomponente -— gehört eine Achse
6

an, die in hexagonaler und digonaler Hinsicht Schraubenachse ist, aber

4r
in der Form einer trigonalen Drehungsachse auftritt. -— als Schraubungs-

b
2 ^

komponente erzeugt eine ähnliche Achse wie -— , der Windungssinn der
D

trigonalen Schraubenachse ist jedoch ein umgekehrter. Zur einfachen

rechten hexagonalen Schraubenachse wird die hexagonale Achse, die bei

5 T
linkem Windungssinn eine Schraubenkomponente von -— besitzen würde.

6

Zahlen oline Striche zeigen Punktlagen an, die infolge der grundlegen-

den Operationen auseinander hervorgehen. Zahlen mit Strichen sind in

dieser Hinsicht Punktlagen, die durch die Identitätsbedingungen erzeugt

werden. In den ohne weiteres verständlichen Symbolen kommt der ein-

fache oder komplexe Charakter zum Ausdruck.

Jede n-zählige Achse, gleichgültig ob Drehungsachse oder Schrauben-
360°

achse, hat zur Folge, daß die im Winkelabstande von um die Achse

gleichgeneigten Identitätsabstände gleichgroß sind. Durch Einführen

der Achsen wird also sofort das System der Perioden speziali-

siert. Die Form der Translationsgruppe, wie man dieses SystcQi

der Perioden oder Identitätsabstände nennt, muß somit die Achsen-

symmetrie zum Ausdrucke bringen. Aus den Identitätsbeziehungen eines

homogenen Diskontinuums folgt ferner, daß der Abstand zwischen iden-

tischen (gleichzähhgen) Achsen nicht unter einen endlichen Wert sinken

kann und daß die Identitätsabstände auf parallelen Achsen (Perioden in

Eichtung der Achsen) einander gleich sein müssen.

Es ist nun zu untersuchen, wie vielzählig eine Achse sein

kann, damit sie diesen Bedingungen eines homogenen Diskon-

tinuums genügt. Eine beliebige Gerade sei n-zählige fDrehungs-

oder Schrauben-) Achse. Wir konstruieren irgend eine zu ihr senkrecht

stehende Ebene und fassen zunächst den Durchstoßpunkt a ins Auge.

In einem kürzesten Abstand dk liege der Durchstoßpunkt einer mit der

ersten Achse identischen Achse. Einen derartigen endlichen kürzesten

Abstand muß es infolge der Identitätsbedingungen des Diskontinuums

stets geben. Dieser Durchstoßpunkt b braucht übrigens mit dem Durch-

stoßpunkt a selbst nicht identisch zu sein; die, beide Achsen verbindende,

primitive Translation liegt dann schief zur Achsenrichtung. Lassen wir
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die erste Achse wirken (Drehung oder Schraubung), so ordnen sich in

360° 360"
den Winkelabständen ,

—— neue identische Achsen zu, mit
n 2n

^
\r.

f^,,^T? ,.xU ,/^>, ,M^, M ^
\>K -'^ii >K S? :-^K ^

—

.
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^6 sein. Lassen wir nun aber auch jede der neuen identischen Achsen

wirken, so entstehen weitere Durchstoßpunkte identischer Achsen. Keiner

von diesen darf einem schon gezeichneten näher liegen als b zu a. Führt

man diese Betrachtungen durch, so fällt die fünfzählige Achse als mög-

licher Fall weg. Es bleiben übrig (1 zählige Achse = Identität)

zwei-, drei-, vier-, sechszählige Achsen, (Digonale, trigonale»

tetragonale, hexagonale Achsen.) Sie sind die einzig mög-
lichen Symmetrieachsen, die ein homogenes Diskontinuum
besitzen kann. Für sie haben wir die möglichen verschiedenen Fälle

von Schrauben- und -Drehungsachsen bereits abgeleitet.

Fig. 10. Anordnung identischer digonaler Achsen im homogenen Diskontinuum.

, . \ ^-y-i?
^--'^ ^-T

Fig. 11. Anordnung identischer trigonaler Fig. 12. Anordnung identischer tetragonaler

Achsen im homogenen Diskontinuum. Achsen im homogenen Diskontinuum.

Die Einzelbetrachtung wird durch die Figiu'en 10—14 erleichtert.

Zwei digonale Achsen erzeugen zunächst eine Kette von Achsen mit

lauter gleichen Abständen (Fig. 10). Aus den beiden gegebenen tri-

gonalen Achsen a, b erzeugt die Achsenoperation sofort die identischen

Achsen e, k, c, 1 (Fig. 11). Die Figur ergänzt sich unter Berücksichti-

gung weiterer Operationen und des zeutrosymmetrischen Charakters der

Perioden zu einem Netz der Durchstoßpunkte, das gleichseitige Dreiecke

bildet. Kein nächster Abstand identischer Achsen ist also kleiner als

der endliche Wert dk. Ein gleiches Netz von Durchstoßpunkten erhält

man bei Ableitung der hexagonalen Achsenschareu (Fig. 14).

Auch eine tetragonale Achse führt zu keinem Widerspruch. Die

identischen Achsen erzeugen auf einer zu ihnen senkrechten Ebene ein

quadratisches Netz von Durchstoßpunkten (Fig. 12).
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Anders verhält es sich mit den pentagonalen Achsen. Die Aus-

führung- der Operationen ergibt zunächst Abstände c g, die kleiner sind

als dk und die bei weiterer Fortsetzung- zu unendlich kleinen Abständen

führen würden. Pentagonale Achsen und homogenes Diskontinuum sind

unvereinbar (Fig. 13).

>/

d,

<4

/'

-b

Fig. 13. Die pentagonalen Achsen sind mit

homogenem Diskontinuum unvereinbar.

Fig. 14. Anordnung identischer hexagonaler

Achsen im homogenen Diskontinuum,

Ein eleganter einfacher Beweis, daß mit einem homogenen Dis-

kontinuum nur monogonale, digonale, trigonale, tetragonale oder hexa-

gonale Achsen verträglich sind, wird auf folgende, meines Wissens bis

jetzt noch nicht bekannte, Weise erhalten. (Siehe Fig. 15.)

A J3

Fig. 15. Allgemeine Ableitung der möglichen Achsenzähligkeit im homogenen

Diskontinuum.

Wir legen eine Ebene senki'echt zur Achsenschar, sie sei die

Zeichenebene. In A und B stechen zwei nächst benachbarte identische

Achsen ein, die Schraubenachsen oder Drehungsachsen sein können.

Der kürzeste Identitätsabstand kann mit AB zusammenfallen oder schief

auf der Ebene stehen. Im letzteren Fall ist AB seine Projektion auf

die Zeichnungsebene. Der kleinste Drehwinkel der Achsen sei u. Wii-

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 3
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denken uns die Drehung um A und B in entgegengesetztem Sinne aus-

geführt. In den Abständen AC und BD = AB = a müssen mit den

Ausgangsachsen identische Achsen einstechen. CD ist parallel AB,
kann also infolge der Identitätsbeziehungen nur ein Vielfaches von

a = n a sein, wo n eine ganze Zahl einschließlich Null ist. Nun setzt

sich im Trapez AB CD die Seite CD zusammen aus a ± 2 a • sin (a— 90),

wie sofort aus der Figur hervorgeht.

Das liefert die notwendige Bedingung:

a + 2a« sin (cc— 90) = na
bezw. 1 + 2 cos • a = n

.n— 1 ^N
cos ß = ± ^- = ± y,

wo N ebenfalls eine ganze +-Zahl (einschließlich Null) ist.

Die möglichen Werte eingesetzt, ergibt folgendes

:

N
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tätsbeziehungen haben dann zur Folge, daß stets als kleinste Gleit-

e' f e'-i-f
komponente entweder — ,

— oder ^ angenommen werden können.

Den drei Möglichkeiten entsprechen drei Untergruppen von Gleitspiegel-

ebenen, die nach den Prinzipien der Symmetrielehre allerdings nur da

voneinander zu unterscheiden sind, wo eine oder zwei der angegebenen
Richtungen vor den anderen ausgezeichnet sind.

Fig. 16. Spiegelebene. Fig. 17. Gleitspiegelebene.

(a) = perspektivisches Bild; (b) = Pro- (a) = perspektivisches Bild; (b) = Pro-

jektion in der Ebenenrichtung, jektion in der Ebenenrichtung.

Die Achsen und Ebenen zusammengesetzter Symmetrie

Achsen und Ebenen zusammengesetzter Symmetrie ent-

halten keine neuen Operationen; die Deckoperation besteht lediglich aus

einer notwendigen Kombination einer Operation der I. Art (Drehung,

Schraubung) mit einer Operation der II. Art (Spiegelung, Gleitspiegelung).

Ein Element wird in ein gleichwertiges Element übergeführt, indem

gleichzeitig (und zwar immer nur in Kombination) eine n-zählige Achse

und eiue dazu senkrechte Symmetrieebene wirksam sind. Beide Ele-

mente, Achse und Ebene zusammengesetzter Symmetrie, sind anein-

ander gebunden. Drehung und Spiegelung zusammen ausgeführt

charakterisieren die Drehspiegelachsen und Drehspiegelebenen.

Nach der kleinsten Drehung, die mit einer Spiegelung verbunden ist,

wird die Achse bezeichnet. Der digonalen Drehspiegelachse ist

eine Drehung von 180^, verbunden mit einer Spiegelung an einer zur
3*
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-oy

Achse senkrecht stehenden Ebene, eigen. Sie entspricht dem, was man
gewöhnlich von den Drehspiegelachsen und -Ebenen absondert und
Symmmetriezentrum nennt (Inversionszentrum) (Fig. 18). Es ist

dies statthaft, weil Achsenrichtung

und damit auch Lage der Dreh-

spiegelebene in diesem Falle un-

bestimmt bleiben. Die trigonale

Drehspiegelachse ist identisch mit

einer trigonalen Drehungsachse

und einer senki-echt dazu stehenden

wirklichen Spiegelebene (da eine

Drehung von 45t ausgeführt wer-

den muß, bis ein Punkt in seine

Ausgangslage zurückfällt). Man
bezeichnet sie daher stets mit dieser

einfacheren Kombination zweier

selbständiger Symmetrieelemente.

Die tetragonale Drehspiegel-

achse ist in Fig. 19 dargestellt.

\Z

z
Fig. 18. Symmetriezentrum (Inversions-

zentrum) oder digonale Drehspiegelachse.

Fig. 19. Tetragonale Drehspiegelachse. Fig. 20. Hexagonale Drehspiegelachse

= Trigonale Drehungsachse -f- Symmetrie-

zentrum.

Die Drehspiegelachse ist gleichzeitig digonale Drehungsachse. Fig. 20

kennzeichnet schließlich die hexagonale Drehspiegelachse, man
sieht, daß sie außerdem trigonale Drehungsachse ist. Die Reihenfolge

der den Punkten beigeschriebenen Zahlen entspricht der Reihenfolge der
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Einzeloperationeu , die nacheinander ausgeführt schUeßlich einen Punkt

in seine Ausgangslage zurückbringen. Da jede hexagonale Achse gleich-

zeitig trigonale und digonale Achse ist, wird die hexagonale Achse einer

trigonalen Achse mit einem S3^mmetrizentrum ident. Neue Symmetrie-

elemente sind daher zunächst nur das Symmetriezentrum, die tetra-

gonale und die hexagonale Drehspiegelachse (mit ihren Drehspiegel-

ebenen). (Letztere bereits ersetzbar durch trigonale Drehungsachse und

Symmetriezentrum auf der Achse).

Es fragt sich nun, ob die gleichzeitigen Kombinationen von Schrau-

bung und Spiegelung oder Drehung und Gleitspiegelung oder Schrau-

bung und Gleitspiegelung besondere Deckoperationen darstellen. Dies

ist nicht der Fall.

Verknüpft man die Schraubenbewegung mit einer Spiegelung (als

Schraubungsdrehspiegelung) , so ergibt sich wieder eine -—-zählige

Drehungsachse von gleicher Lage, verbunden mit einer Drehspiegelebene,

g
die lediglich um - in der Achsenrichtung verschoben ist (s = Schrau-

bungskomponente). Drehung und Gleitspiegelung in Kombination sind

ebenfalls durch eine Drehspiegeloperation zu ersetzen. Die neue Lage

der Achse ist für die tetragonale Drehspiegelachse beispielsweise die

folgende:

Bezeichnet man die Gleitrichtung als X-Achse, ferner die dazu

senkrechte Richtung in der Gleitspiegelebene als Y-Achse, so ist die

g'
neue Achsenlage gegenüber der alten verschoben um ^ in der X-Rich-

g'
tung und -^ in der Y-Richtung (bezw. um die Diagonale des von diesen

Komponenten bestimmten Quadrates). Dabei ist g' = die Gleitkomponente

= -^ = -^. Unter Berücksichtigung beider Sätze bestimmt sich schließ-

lieh die Lage der resultierenden Drehspiegelachsen und Drehspiegel-

ebenen, wenn es sich um eine Kombination von Schraubung mit Gleit-

spiegelung handelt. Die diesbezüglichen Sätze lassen sich alle leicht

mathematisch beweisen, am einfachsten mit Hilfe der Decktransformations-

bedingungen. Diese nehmen dann Werte an, welche sich auf ein neues

Achsensystem interpretieren lassen. Der Weg wird später beschritten

werden. Der Beweis läßt sich für jeden Einzelfall auch konstruktiv

geben. Als Beispiele möge man die Figuren 21 und 22 betrachten.

In Fig. 21 sei 1 der Ausgangspunkt. Die digonale Drehspiegel-

achse sei Schraubenachse, die obere Ebene stelle die mit der Schraubung

verbundene Drehspiegelebene dar. Ob wir nun zuerst die Schraubung

1— \" oder die Drehspiegelung 1— V ausführen und nachher die Opera-

tion durch Spiegelung bezw. Parallelverschiebung ergänzen, ist gleich-
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gültig, stets wird schließlich 1 in 2 übergeführt, was einer gewöhnlichen

Drehspiegelimg an einer um —- verschobenen Ebene gleichkommt.

Fig. 21. Digonale Drehspiegelachse (Symmetriezentrum) aus Schraubung und

Spiegelung als gleichzeitige Operation erhalten.

Fig. Tetragonale Drehspiegelachse aus Drehung und Gleitspiegelung

als gleichzeitige Operation erhalten.
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Fig. 22 zeigt die Kombination einer Drehgleitspiegelebene mit einer

tetragonalen Drehspiegelachse. — ist die Gleitkomponente, die der tetra-

gonalen Achse wegen in zwei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen

vorhanden sein muß, so daß a' a" 2J" ebenfalls digonale Drehungsachsen

sein müssen, a' a'' sind die durch die Gleitspiegelung aus a hervor-

gegangenen Fortsetzungen von a. a'" ist mit a identisch. Man sieht,

daß d eine gewöhnliche Drehspiegelachse ist und daß der Fußpunkt

von d auf der Drehspiegelebene lediglich um — , — der beiden Gleit-

richtungen verschoben ist.

Bei den, neue Symmetrieelemente ergebenden, gleichzeitigen Kom-
binationen von Operationen der I. und II. Art stellen sich somit je nach

der Zähligkeit der Achsen stets Symmetriezentren oder tetragonale

bezw. hexagonale Drehspiegelachsen ein. Die möglichen Symmetrie-
elemente, welche homogene Diskontinua besitzen können, und
deren Lagenfixierung zur Charakterisierung notwendig und
hinreichend ist, lauten somit:

digonale Drehungsachsen und digonale Schrauben-
achsen je einerlei Art,

trigonale Drehungsachsen und zweierlei trigonale

Schraubenachsen,

tetragonale Drehungsachsen und dreierlei tetragonale

Schraubenachsen,

hexagonale Drehungsachsen und fünferlei hexagonale

Schraubenachsen,

Spiegelebenen,

Gleitspiegelebenen mit dreierlei verschiedenen einfachsten

Gleitrichtungen,

Symmetriezentren,

tetragonale Drehspiegelachsen,

hexagonale Drehspiegelachsen (= trigonale Drehungs-

achsen -\- Sj'mmetriezentren).

Weitere, von diesen unabhängige, Symmetrieelemente gibt es nicht.

Die möglichen Kombinationen der Symmetrielemente

Nun müssen die möglichen und verschiedenartigen Kom-
binationen, in denen diese Symmetrieelemente vorkommen können,

aufgesucht werden. Zwei Kombinationen sind als verschieden zu be-

zeichnen, wenn verschiedenartige Elemente kombiniert sind oder wenn

sich bei ähnlicher Art der Symmetrieelemente eine prinzipiell verschieden-

artige gegenseitige Anordnung dieser Elemente im Räume einstellt.

Die Gruppe der vorhandenen Operationen wird als Raumgruppe,
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die Kombination der zugehörigen Symmetrieelemente als Raumsystem
bezeichnet.

Jedes Symmetrieelement wird im homogenen Diskontinuum als

identische Parallelschar auftreten. Die Schar ist durch die Translations-

größen des homogenen Diskontinuums bestimmt, wenn die respektive

Lage eines Elementes der Schar gegeben ist. Man braucht daher
von allen nichtidentischen Symmetrieel'ementen lediglich die

gegenseitigen Lagebeziehungen in einem Räume der Nicht-

identität (primitives Parallelepiped) festzustellen.

Die Betrachtung dieses einen (sich ja lediglich parallel

wiederholenden) Raumteiles ist für die Kenntnis des ganzen
Raumsystemes notwendig und hinreichend. Hinsichtlich der

Identitätsabstände (Translationsgruppe des homogenen Diskontinuums)

ist zu untersuchen, von welchem Einfluß die Symmetriebeziehungen auf

ihre Größe sind. Senkrecht zu einer n-zähligen Achse (Schrauben- oder

-Drehungsachse) oder Drehspiegelachse müssen die einen Winkel von

360— miteinander bildenden Identitätsabstände jeweilen notwendig gleich-

lang sein; ebenso unter sich in allen geneigten Richtungen, die durch

Drehung um die Achse ineinander übergeführt werden. Links und rechts

einer Symmetrieebene (Spiegel- oder Gleitspiegelebene) muß ein Identitäts-

abstand seinem Spiegelbild gleich sein. Der zentrosymmetrische Cha-

rakter liegt den Identitätsabständen von selbst inne.

Die möglichen verschiedenartigen Kombinationen nicht identischer

Symmetrieelemente werden durch eine Reihe von Sätzen, die ihr Zu-

sammenvorkommen regeln, auf eine relativ geringe Zahl (nämlich 230)

beschränkt. Durch die Kombination weniger von ihnen sind

meistens andere von selbst gegeben und in ihrer genauen
Lage fixiert. Man kann so jeweilen eine oder mehrere, völlig das

System kennzeichnende, Minimalkombinationen von der resultie-

renden Totalkombination der Symmetrieelemente unterscheiden.

Die sich automatisch ergebenden Symmetrieelemente findet man am ein-

fachsten mittels der Decktransformationsbedingungen. Jede Symmetrie-

eigenschaft entspricht ja einer Deckoperation, das heißt einer

Koordinatenachsentransformation, nach deren Ausführung
das System genau die gleichen Relationen aufweist wie vor-

her. An Stelle bestimmter Punkte, Geraden und Ebenen sind

in nun gleicher Lage zu den Symmetrieelementen gleich-

wertige Punkte, Gerade und Ebenen getreten.

Ist der Koordinatenanfangspunkt eines schiefwinkligen Achsen-

systems Symmetriezentrum, so gehört zu jedem Punkt [[MNP] ein Punkt

|M, N, P]]. Die Decktransformationsbedingung führt jede positive
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Achse in ihre negative über und lautet (nach Seite 23 bezogen auf die

12 variablen Werte):

0, 0, 0; 1, cos 7, cos ß; cos/, 1, cos «; cos ß, cos a, 1 27)

a, ß, Y sind die Koordinatenachsenwinkel.

Besitzt das Symmetriezentrum die Koordinaten |mi, ni, pi|, so

lautet die Decktransformationsbedingung:

2mi,2ni,2pi; 1 , cos /, cos /9 ; cos /, 1, cos a; cos^, cosa, I 28)

Sind nun e, f, g drei kürzeste Identitätsabstände, so kommen dem

homogenen Diskontinuuni stets auch die Decktransformationsbedingungen

von 26) Seite 24 zu. Es sei der Koordinatenanfangspunkt Symmetrie-

zentrum. Dann läßt sich zunächst die Transformation 27) ausführen

und nach ihr irgend eine (oder zwei oder alle drei) der Transformationen

von 26). Die resultierende Transformationsbedingung muß wiederum

eine Decktransformationsbedingung sein. Sie ist beispielsweise von

der Gestalt:

e, 0, 0; T, cos 7, cos/?; cos 7, 1, cos«; cos /?, cos«, 1

und zeigt sofort nach 28), daß der Punkt mit den Koordinaten

I

— , 0, I ebenfalls Symmetriezentrum ist. Führt man die Betrachtungen

vollständig durch, so ergibt sich, daß jede Kantenmitte und Flächen-

mitte, sowie der Schwerpunkt des Parallelepipeds e, f, g, Symmetrie-

zentren sind.

Wenn a, ß, 7 einzeln den Wert von 90'' besitzen, so vereinfachen

sich die Bedingungen 26), 27), 28) zu:

e, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 1

0, f, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 26a)

0,0, g; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1
)

0, 0, 0: T, 0, 0; 0, I, 0; 0, 0, I 27a)

2mi, 2ni, 2pi; I, 0, 0; 0,1, 0; 0, 0, T 28a)

Ist für einen derartigen Fall die Z- Achse (Richtung g) digonale

Drehungsachse, so führt die Decktransformation die positiven X-Achsen

und Y-Achsen in ihre negativen Achsen über, während die' Z-Achse un-

verändert bleibt.

Das gibt die Decktransformationsbedingung:

0, 0, 0; I, 0, 0; 0, f, 0; 0, 0, 1 29)

Geht die digonale Drehungsachse der Z- Achse parallel und sind

die Koordinaten des Fußpunktes als |mi, ni, Oi| gegeben, so lautet die

Decktransformationsbedingung:

2 nii, 2 Ui, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 30)

Daraus läßt sich in Verbindung mit 26a) sofort ableiten, daß in

einem homogenen Diskontinuum, dessen Z-Achse digonale Drehungsachse
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ist, auch die durch die Kantenmitten und Flächenmitten des Grund-

parallelogrammes (hier Rechteckes) gehenden Geraden [001] digonale

Drehungsachsen darstellen.

Ist die Z-Achse digonale Schraubenachse, so lautet die Decktrans-

formationsbedingung :

0, 0, 1^; T, 0,0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 31)

Eine Decktransformationsbedingung von der Gestalt

2mi, 2ni, f ; 1, 0, 0; 0,1, 0; 0, 0, 1 32)

sagt also aus, daß durch den Fußpunkt mit den Koordinaten |[mi, ni, 0|

eine zur Z-Achse parallele digonale Schraubenachse geht \^ = Schrau-

bungskomponentej. Ähnlich sind die Gleichungsbedingungen für digonale

Achsen parallel e oder f.

So lautet die Decktransformationsbedingung für e = digonale

Drehungsachse

:

0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 33)

Besitzt ein homogenes Diskontinuum gleichzeitig die Decktrans-

formationsbedingungen 29) und 33), so folgt unter anderem, daß die-

jenige Transformation ' der Koordinatenachsen , welche entsteht, wenn

29) und 33) nacheinander ausgeführt werden, ebenfalls Decktransfor-

mation ist. Sie lautet:
(- -)

0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1

bezw. 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 34)

und ist der Ausdruck dafür, daß senkrecht zu beiden digonalen Achsen

in der Richtung und Lage von f ebenfalls eine digonale Drehungsachse

vorhanden ist.

Wären die beiden gemeinsamen Bedingungen durch 32) und 33)

gegeben, so würde die resultierende Decktransformationsbedingung lauten:

2mi, 2ni,^; 1, 0, 0: 0, 1, 0; 0, 0, 1 35)

Sie würde anzeigen, daß im Abstände nii, ^ vom Nullpunkt parallel zu

f eine digonale Schraubenachse mit einer Schraubungskomponente von

2 ni zu suchen ist usw.

Ist die durch den Nullpunkt gehende Z-Achse tetragonale Drehungs-

achse, so führt die, einer Drehung um 90" entsprechende, Decktrans-

formation die X-Achse in die Y-Achse über, die Y-Achse in die X-Achse,

währenddem die Z-Achse unverändert bleibt. Die entsprechende Be-

dingung wird zu:

0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. 36)
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Die Bedingung: 0, 0, ^; 0, 1, 0; I, 0, 0; 0, 0, 1 37)

bezeichnet in diesem Sinne eine durch den Nullpunkt gehende tetragonale

Schraubenachse parallel der Z-Richtung mit einer Schraubungskomponente

von -^ im linken Windungssinn. Nach Seite 29 ist das die einfache

rechtsgewundene tetragonale Schraubenachse usw.

Besitzt ein homogenes Diskontinuum außer 34) auch die Be-

dingung 36), so entspricht der Kombination beider die neue Deck-

transformationsbedingung:

0, 0, 0; 0, 1, 0; I, 0, 0; 0, 0, 1 38)

X- und Y-Achse sind mit ihren negativen Richtungen vertauscht

;

es ist also [110]"" digonale Drehungsachse usw.

Die einer Symmetrieebene zukommenden Decktransformationen

lassen in der Ebene (bezw. parallel dazu) liegende Koordinatenachsen

unverändert, senkrecht dazu stehende werden in ihre negativen Werte

übergeführt.

0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 39)

ist als Decktransformationsbedingung charakteristisch für eine Spiegel-

ebene (OOl)o. Sind gleichzeitig 29) und 39) vorhanden, so ergibt die

Kombination beider Bedingungen neu:

0, 0, 0; r, 0, 0; 0, I, 0; 0, 0, 1

d. h. der Schnittpunkt zwischen digonaler Drehungsachse und senkrecht

dazu liegender Spiegelebene ist ein Symmetriezentrum.

mi, Ui, pi: 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 40)

ist die Decktransformationsbedingung bei Anwesenheit einer zu (001)

parallelen Gleitspiegelebene, im Abstände -^ vom Nullpunkt und mit

der Gleitkomponente nu 4- ^i.

Diese Beispiele mögen zur Erläuterung des allgemeinen Prinzipes

genügen. Es wird keine Schmerigkeiten bereiten in jedem Einzelfalle

die einem bestimmten Symmetrieelement zukommenden Decktransfor-

mationsbedingungen aufzusuchen und umgekehrt eine durch Kombination

erhaltene Bedingung als S3mimetrieelement zu deuten. Die meisten

Sätze, die das Zusammeuvorkommen von Symmetrieelementen regeln,

lassen sich auf diese Weise erhalten. Wir wollen alle diejenigen, welche

für die Ableitung der möglichen Raumgi^uppen bezw. Raumsysteme not-

wendig sind, zunächst im Zusammenhang mitteilen, eine spezielle Beweis-

führung aber nur da anbringen, wo sich ein besonderes Verfahren zur

Erlangung von Allgemeinsätzen empfiehlt. Indem Drehungsachsen und

Spiegelebenen als Sonderfälle der Schraubenachsen und Gleitspiegel-

ebenen betrachtet werden, lassen sich die Sätze so formulieren, daß sie
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jeweilen für irgendwelche gleichzähligen Achsen und verallgemeinerte

Symmetrieebenen gültig sind.

Zunächst folgt aus der Grundvoraussetzung eines homogenen Dis-

kontinuums

:

1. Identische Symmetrieelemente sind einander parallel und müssen

voneinander einen endlichen kleinsten Abstand besitzen. Dadurch wird

die mögliche Zähligkeit der Achsen in der früher angegebenen Weise

beschränkt.

2. Die Zahl nichtidentischer Symmetrieelemente ist stets eine

endliche. So gibt es immer nur Achsen und Symmetrieebenen einer

beschränkten Zahl verschiedener Richtungen.

3. Jede identische Parallelschar von Symmetrieelementen eines

homogenen Diskontinuums bedingt dazu parallele Scharen mit ihr nicht-

identischer Symmetrieelemente, die ebenfalls endliche Abstände von-

einander besitzen müssen. Legen wir an irgend einer Stelle des homo-

genen Diskontinuums ein Symmetrieelement durch, so erzeugt dies außer

seiner Identitätsschar noch eine beschränkte Zahl anderer dazu paralleler

Scharen. Die Gesamtheit der derart zusammengehörigen Parallelschar

nennen wir die dem Symmetrieelement isomorphe Schar. Folgende Sätze

lassen sich mittels der Decktransformationsbedingungen leicht erhalten und

werden im weiteren Verlauf auch auf konstruktivem Wege bewiesen

:

3 a. Die einer digonalen Achse isomorphen Parallelscharen bestehen

aus insgesamt viererlei nichtidentischen Scharen digonaler Achsen.

Es können alle vier Drehungsachsen oder alle vier Schrauben-

achsen sein, oder es sind zwei davon Drehungsachsen, zwei

Schraubenachsen.

3 b. Die einer trigonalen Achse isomorphen Parallelscharen bestehen

aus dreierlei nichtidentischen Scharen trigonaler Achsen.

Entweder sind alle Drehungsachsen oder rechte Schrauben-

achsen oder linke Schraubenachsen; oder aber eine Identitäts-

schar besteht aus Drehungsachsen, eine aus rechten und eine

aus linken Schraubenachsen.

3 c. Die einer tetragonalen Achse isomorphen Parallelscharen be-

stehen im allgemeinen aus zweierlei tetragonalen nichtidentischen

und aus zweierlei digonalen nichtidentischen Achsen mit ihren

Identitätsscharen.

Die Achsen können sein:

I. Alle vier Drehungsachsen.

IL Alle vier rechte Schraubenachsen.

IIL Alle vier linke Schraubenachsen.

IV. Die tetragonalen Achsen sind als solche Schraubenachsen, als

digonale Achsen Drehungsachsen, dann sind auch die zwei

nur digonalen Achsen Drehungsachsen.
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V, Die eine tetragonale Achse ist als solche Schraubenachse und

zugleich digonale Drehungsachse, die andere ist tetragonale

Drehungsachse. Dann sind die nur digonalen Achsen

Schraubenachsen.

VI. Die eine tetragonale Achse ist rechte, die andere linke

Schraubenachse I Schraubuugskomponente —
j; dann sind die

nur digonalen Achsen Drehungsachsen.

Eine tetragonale Drehspiegelachse muß immer digonale Drehungs-

achse sein. Die isomorphe Parallelschar besteht aus zweierlei nicht-

identischen tetragonaleu Drehspiegelachsen und zwei weiteren nicht-

identischen digonalen Achsen, die als solche entweder Drehungs- oder

Schraubenachsen sein können. Ist eine gewöhnliche tetragonale Achse

zugleich tetragonale Drehspiegelachse, so brauchen die in verschiedenem

Sinne vierzähligen Achsen nicht zusammenzufallen.

3d. Die einer hexagonalen Achse isomorphen Parallelscharen be-

stehen aus einer hexagonalen, zwei nichtidentischen trigonalen

und drei weiteren nichtidentischen digonalen Achsen mit ihren

Identitätsscharen.

I. Alle Achsen können Drehungsachsen sein.

II. Alle Achsen können rechte Schraubenachsen sein.

III. Alle Achsen können linke Schraubenachsen sein.

r\^. Die hexagonale Achse ist als digonale Achse Schraubenachse,

als trigonale Achse Drehungsachse. Dann sind auch die

zweierlei rein trigonalen Achsen Drehungsachsen, die drei-

erlei rein digonalen Achsen Schraubenachsen.

V. Die hexagonale Achse ist als trigonale Achse rechte Schrauben-

achse, als digonale Achse Drehungsachse. Dann sind auch

die rein digonalen Achsen Drehungsachsen, die rein trigonalen

Achsen rechte Scliraubenachsen.

VI. Die hexagonale Achse ist als trigonale Achse linke Schrauben-

achse,, als digonale Achse Drehungsachse. Dann sind auch

die rein digonalen Achsen Drehungsachsen, die nur trigonalen

Achsen linke Schraubenachsen.

Die einer hexagonalen Drehspiegelachse isomorphe Parallelschar

ergibt sich am einfachsten aus der Kombination trigonaler Drehungs-

achsen mit Sjanmetriezentren.

.3e. Die einem Symmetriezentrum isomorphen Parallelscharen be-

stehen immer aus achterlei nichtidentischen Symmetriezentren

mit ihren Identitätsscharen.

3 f. Die einer Symmetrieebene isomorphen Parallelscharen bestehen

aus zweierlei nichtidentischen Symmetrieebenenscharen. Beide
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können Spiegelebenen oder Gleitspiegelebenen der gleichen

Gleitungskomponente sein. Oder aber die eine Ebene ist Spiegel-

ebene, die andere Gleitspiegelebene, beziehungsweise beide sind

Gleitspiegelebenen niit verschiedenen Gleitkomponenten.

Diese isomorphen Parallelscharen sind nun die eigent-

lichen „Symmetrieelemente" für das Diskontinuum. Kein

SjTnmetriebestandteil kann anders als in derartigen Scharen auftreten,

keiner Richtung können andere SjTnmetriebestandteile parallel gehen als

solche, die eine der obigen Scharen bilden. Das Problem, alle möglichen

homogenen Diskontinua mit Symmetrieeigenschaften aufzusuchen, ist

daher identisch mit der Aufgabe, alle möglichen endlichen Kombinationen

derartiger isomorpher Parallelscharen von Symmetrieelementen fest-

zustellen. Bei der Kombination ist darauf zu achten, daß die Scharen

als solche erhalten bleiben müssen. Das ist einer der wichtigsten Grund-

sätze, der für die Ableitung aller möglichen Raumsysteme in Frage

kommt. Dadurch mrd die gegenseitige Lage verschiedenartiger Sym-

metriebestandteile von vornherein Beschränkungen unterworfen.

4. Wir können nun zunächst alle möglichen Kombinationen der,

bestimmtzähligen Achsen isomorphen, Parallelscharen von Achsen auf-

suchen. Dabei haben wir hinsichtlich der gegenseitigen Lage auf

zweierlei Umstände Rücksicht zu nehmen, einmal auf die Zähligkeiten

der Achsen, welchen die Scharen isomorph sind, sowie auf die Winkel,

welche die Parallelscharen miteinander bilden, andererseits auf die spe-

ziellen Lagen der Achsen der einen Schar zu den Achsen der anderen

Schar. Die letzteren müssen immer so sein, daß durch die Einzel-

operationen jede Achse in eine gleichartige Achse ihrer eigenen Schar

(eventuell in sich selbst) oder einer gleichwertigen Schar übergeführt

wdrd. Zur Feststellung des ersteren genügt es statt der Scharen (die

sich ja durch die Bedingungen des Diskontinuums von selbst einstellen)

die Ableitung für einzelne Achsen vorzunehmen.

Wir wenden uns daher zunächst der Frage zu, welche Winkel
Achsen miteinander bilden können. Alle Sätze, welche für in

einem Punkte sich schneidende Drehungsachsen einer end-

lichen Symmetriegruppe abgeleitet werden können, gelten

auch für irgendwelche einander nichtparallele entsprechend

zählige (windschiefe) Drehungsachsen oder Schraubenachsen,
sofern lediglich Zähligkeit (Drehwinkel) und allgemeine

Achsenrichtung (Winkel zwischen den Achsen) in Frage
kommen. Denn wir können uns die Operationen einer Schraubungs-

achse vollzogen denken, indem Drehung und Schraubungstranslation nach-

einander ausgeführt werden. Die Translation als Parallelverschiebung

kann aber niemals weder Drehwinkel noch Achsenrichtung ändern.

Durch bloße, die Winkelverhältnisse unberührt lassende. Parallel-
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Verschiebungen können auch alle einander nichtparallelen, windschiefen

Achsen zum Schnitt gebracht werden.

5. Daraus folgen die nachstehenden Sätze über die Kombinations-

möglichkeiten von Achsen.

5a. Sind zwei beliebige ungleichwertige Achsen vorhanden,

so entstehen immer mehrere gleichwertige Achsen.

Durch die mit einer Achse verknüpften Deckoperationen wird

die zweite Achse vervielfältigt und umgekehrt. Hier muß, da

wir von einem Anfangspunkt

aus rechnen, jede Achse zu-

nächst als einseitig oder polar

aufgefaßt werden. Eine zwei-

seitige Achse ist bereits eine

Kombination zweier polarer

Achsen im Winkel von 180".

Aus der Fig. 23 ergeben sich

die Beziehungen zwischen dem

DrehWinkel der einen Achse («),

dem Winkel zwischen den un-

gleichwertigen Achsen (6) und

dem Winkel zwischen den durch

Drehung um « auseinander her-

vorgegangenen gleichwertigen

Achsen (7). Sie sind:

Fig. 23. "Winkelbeziehungen zwischen

Achsen (perspektivische Figur).

sin 7
sin

2
sin 6 41)

Damit ist das Problem, mögliche Kombinationen von Achsen auf-

zusuchen, darauf zurückgeführt, die möglichen Kombinationen gleich-

wertiger Achsen festzustellen.

5b. Andererseits bedingen zwei nichtparallele (ungleich-

wertige) Achsen stets eine dritte Achse, deren Zählig-

keit und Winkelabstände durch die Zähligkeiten und
den Winkelabstand der gegebenen Achsen bestimmt
sind.

Es seien die in sich schneidenden Achsen 1 und 2 (OA und OB)
der Fig. 24 gegeben. Sie schließen miteinander einen Winkel AB = c

ein. Ihre kleinsten Drehwinkel seien respektive « und ß. Wir machen

X BAC = ^,X ABC = 4' ebenso ^ BAC = ^, X ABC = 4-
Betrachten wir nun die Gerade OC = 3. Nach einer Drehung um den

Betrag a um 1 fällt OC mit 00' = 3' zusammen. Wird jetzt um X- ß
(das heißt von aus gesehen im gleichen Sinne) um die Achse OB = 2
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gedreht, so fällt OC auf OC, also die ursprüngliche Gerade in sich

selbst zurück. Andere Geraden, beispielsweise 2 selbst verändern beim

Nacheinanderausführen der beiden Operationen ihren Platz. 2 wird

beispielsweise bei der Drehung von ß um sich selbst ihre Lage bei-

behalten, nach einer Drehung um a aber in die Richtung OB' fallen.

OC ist somit eine neue Achse mit einem Drehungswinkel 7 = ^BCB'.

0^

.-t

V:'^^

Fig. 24. Winkelbeziehungen zwischen Achsen (perspektivische Figur).

Da die Dreiecke AGB und AB' C kongruent sind, ist ^ AGB

cos 7t —
2

Aus dem sphärischen Dreieck ABC folgen

ohne weiteres die Beziehungen

7cos

cos a

cos b

-\- cos — cos ^ — sin -

cos — cos ^ cos -^

sin ^ sin ^-

^-cos-cos-^

a . 7
sin - sin f

42)

43)

44)

Über die mit einem homogenen Diskontinuum verträglichen

Winkel, welche gleichwertige digonale, trigonale, tetragonale

oder hexagonale Achsen miteinander bilden können, gibt folgende

Konstruktion Aufschluß (Fig. 25). Zwei gleichwertige Achsen OJ
und Ji bilden einen kleinsten Winkel co miteinander. Senk-

recht zur Winkelhalbierenden sei der kürzeste Identitätsabstanci
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in der Achsenebene durch a gegeben. Die vorausgesetzte Gleich-

wertigkeit der Achsen gibt JJi = a einen endlichen Wert

und macht, daß die Punkte J und Ji einander reell identisch

sind. Nun denken wii' uns die Drehungen um die Achsen

OJ und OJi in einander entgegengesetztem Sinne ausgeführt.

Der Drehwinkel sei a. In den Entfernungen a und dem Winkel s

finden wir zu J und Ji identische Punkte Js und Js Es ist

sin — = sin -" cos — . Ja J3 ist JJi parallel, da ja JJi als

Senkrechte auf der Winkelhalbierenden gleiche Winkel mit den

Achsen einschließt. Es muß daher J2J3 = b, das heißt wie

früher = N • a sein, wo N eine ganze Zahl ist.

J jr^

Fig. 25. Winkel zwischen gleichwertigen Achsen (perspektivische Figur).

Wie bei der Ableitung der mögKchen Achsenzähligkeiten erhalten

wir, daß sin — nur die Werte 0, — , --V2,— Vs, 1 annehmen

kann, beziehungsweise daß e O'', 60*^, 90^, 120" oder 180'' sein muß.

c ., . , CO irgend einer der 5 obigen Sinuswerte
Somit wird cos —- = —^ ^ 45)

2 . a
sin-

Indem wir der Reihe nach die sin —-Werte für gegebenes —

einsetzen, erhalten wir alle möglichen Winkel, die gleichwertige Achsen

miteinander bilden können. (In Frage kommen nur diejenigen, welche

als echte Brüche im Cosinussinne zu deuten sind.)

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 4
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Folgendes ist die resultierende Tabelle:
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ei'lei Achsen 180*^ sein. Wir können nun nach den Formeln

42)— 44) die weiteren durch die digonale und die n- zählige

Achse bedingten Achsen aufsuchen und erhalten so vier „Klassen"

von Achsenraumsystemen, die je durch eine n-zählige zweiseitige

Hauptachsenschar und u- senkrecht daraufstehende digonale

Achsenscharen charakterisiert sind. Ist n = gerade, so sind

die digonalen Achsenscharen zweiseitig. Gleichwertige digonale

3gQ0
Achsen bilden Winkel von miteinander, ungleichwertige

Winkel von --—

.

2 n

n. CO = 60" kommt nur als Winkel zwischen gleichwertigen di-

gonalen Achsen vor.

CO 1 cc^ 2
sin— =— = sin — sin ö. Daraus folgt sin 6 = 7

.

2 2 2 . a
sin^

Für sin - die möglichen Werte eingesetzt ergibt:
2

A. sin 6 = 'f^
=^ l = eine hexagonale Achse im Winkel von

90 '^, identisch mit unter 1. gefundenen Achsenraumsystemen.

B. sin d =
1 ^ = -= = eine tetragonale Achse im Winkel

von 45 °. Die weitere Diskussion nach den Formeln 42) bis

44) zeigt, daß drei aufeinander senkrecht stehende zweiseitige

tetragonale, 6 gleichwertige digonale Achsenscharen mit

Winkeln von 90 *' und 60° bezw. 120°, sowie vier zweiseitige

trigonale Achsenscharen mit Winkeln von 109° 28' 16" bezw.

70° 31' 44" resultieren. Die durch derartige Winkelverhält-

nisse charakterisierte Klasse von Achsenraumsystemen heißt

„Klasse der verallgemeinerten Oktaedergruppen".
(Schema der Achsenrichtungen in Fig. 26.)

C. Zu der gleichen Achsenkombination gelangen wir, wenn

a^ 1 __
sin — = — Vs angenommen wird. Zunächst ergibt sich

2 2

nach sin 6 = ~= =" ~t"- ^ine trigonale Achse im Winkel

von 35° 15' 52".

sin ci^
D. Wird —-— = 1 gesetzt, so liefert die Formel zunächst

2
l 1

sin ^ = ^ = — . Eine digonale Achse im Winkel von 30°
i 2

bedingt die Gleichwertigkeit. In weiterer Verfolgung der

4*
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m.

Verhältnisse wird leicht erkannt werden, daß eine unter I.

bereits abgeleitete Achsenkombination sich einstellt. (Die-

selbe wie unter A.)

«> = 90 ° kommt als Winkel zwischen gleichwertigen digonalen

und tetragonalen Achsen vor.

«' 1 . . IV 2^

Sin

B. sin
«

2

sin

V2

^2 = ) 1 ^ unmöglich.

^ V2

2
\"^

sin 6 = l V— = 1.
A 1; et

Eine tetragonale

Achse im Winkel von 90*^ bedingt die Gleichwertigkeit. Die

weitere Untersuchung würde zeigen, daß bei digonalen Aus-

Fig. 26. Achsenlage einer Oktaedergruppe. Alle Achsen miteinander in

einem Punkt zum Schnitt gebracht. Stärkste Linien = tetragonale Achsen,

mittelstarke = trigonale Achsen, schwächere = digonale Achsen.

gangsachsen eine unter I. gefundene Anordnung resultiert,

bei tetragonalen Achsen die verallgemeinerte Oktaedergruppe.

C. sin = ---V3; sin 6 = iVT- _ V2
==. Die Gleichwertig-

keit wird durch eine trigonale Achse im Winkel von 54'' 44' 8"

hervorgerufen. Sind die Ausgangsachsen digonal, so ergibt

die Anwendung der Formeln 42)— 44) eine als verallge-

meinerte Tetraedergruppe bezeichnete Achsenanordnung

mit vier gleichwertigen, polaren trigonalen Achsenscharen

unter Winkeln von 109" 28' 16'' und drei gleichwertigen di-

gonalen, senkrecht aufeinanderstehenden, Achsenscharen, die
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die Winkel der trigonalen Achsen halbieren. (Schema der

Achsenrichtungen in Fig. 27.) Sind die Ausgangsachsen von

tetragonaleni Charakter, so resultiert wiederum die verallge-

meinerte Oktaedergruppe.

D. sin —- = 1 gesetzt. sin d
_ IVY

VT. Der FaU
1 2

ist mit bereits abgeleiteten identisch.

IV. ca = 120^ kommt nur bei digonalen Achsen vor. Die für

a^ 1 _
sin -— allein zulässigen Werte sind — \3 und 1. Sie führen

ebenfalls zu bereits abgeleiteten Achsenanordnungen.

/
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enthalten, zu „Klassen" vereinigt denken, können wir das Ergebnis

der Untersuchungen folgendermaßen zusammenfassen. Es gibt,

eingeschlossen die Identität, 11 Klassen von Achsenraum-
systemen, die durch Art und Zahl der isomorphen Achsen-

scharen und die Winkel, welche diese Scharen miteinander bilden,

definiert sind. Die isomorphen Scharen selbst können sich noch

in verschiedener Weise aus Schraubenachsen oder Drehungs-

achsen zusammensetzen.

Die Klassen lassen sich zweckmäßig ordnen nach:

1. Identität.

2. Achsenraumsysteme mit polaren höchstzähligen Achsen.

(4 Klassen mit je nur einer einfachen Schar und die

Klasse der verallgemeinerten Tetraedergruppen.)

H. Achsenraumsysteme mit zweiseitigen höchRtzähligen Achsen.

(4 unter I. abgeleitete Klassen, sowie die Klasse der

verallgemeinerten Oktaedergruppen.)

Oder mau faßt die Klassen der Tetraedergruppen und

Oktaedergruppen zusammen und stellt sie den Klassen der

Identität und den 4 -|- 4 zuerst abgeleiteten einfacheren Achsen-

raumsystemsklassen gegenüber.

6. Damit auch die speziellen gegenseitigen Lagen und die Art der

Schraubenoperation in den Kreis der Betrachtungen gezogen werden

können, wollen wir folgendes festsetzen: Achsen, die einer Ebene parallel

sind, die aber im übrigen windschief zueinander stehen, denken wir uns

auf diese Ebene projiziert. Mit „Kreuzungspunkt" bezeichnen wir den

Schnittpunkt dieser Projektionen auf der Ebene, er ist zugleich Schnitt-

punkt der Achsen selbst, wenn diese in der Ebene liegen (letzteres als

inbegriffener Spezialfall). Den Winkel der Projektionen nennen wir

Winkel der Achsen. Die Drehungsachse ist eine Schraubenachse mit

der Schraubungskomponente Null.

Dann gelten für das homogene Diskontinuum die Sätze:

Zwei unter einem Winkel - stehende digonale Achsenscharen be-

dingen darauf senkrecht stehende u- zählige Achsen. Oleichzeitig ent-

stehen digonale Achsenscharen von im ganzen n Richtungen, die alle

einer Ebene parallel sind, beziehungsweise in ihr liegen. Da für das

homogene Diskontinuum einzig zwei-, drei-, vier-, sechszählige Achsen

in Frage kommen, können digonale Achsen nur Winkel von 90°, 120°

bezw. 60°, 45° oder 30° miteinander bilden. Gleichwertige digonale

2 71
Achsenscharen schließen jeweilen Yv^^inkel von miteinander ein.

Einem stets vorhandenen Kreuzungspunkt' aller n- Scharen digonaler

Achsen kann man im Abstände OA in ihrer Parallelebeue eine senkrecht
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darauf stehende n-zählige Achse stets dann zuordnen, wenn die von A
auf die Projektion der Achsen gefällten Lote (bezw. die Achsen selbst)

jede digonale Achse in der Hälfte ihres Schraubungskomponentenbetrages

von aus treffen. Die Schraubungskomponente der u- zähligen Achse

selbst ist dem doppelten Abstände zweier um — gedrehter derart zu-

geordneter digonalen Achsen gleich. Von besonderer Bedeutung ist der

auf die n = zwei-zählige (digonale) Achse sich beziehende Spezialfall.

Er möge daher einzeln formuliert werden:
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scharen; digonale Schraubenachsen senkrecht zu zwei windschiefen

Achsenscharen.

8. Drehspieg-elachsen , die nicht durch Drehungsachse und Sj'^m-

metrieebene darstellbar sind, gibt es nach den Erörterungen auf Seite 36

dreierlei Arten: die digonale Drehspiegelachse = Sj^mmetriezentrum, die

tetragonale Drehspiegelachse und die hexagonale Drehspiegelachse, immer

mit den ihnen entsprechenden isomorphen Parallelscharen. Die tetragonale

Drehspiegelachse ist gleichzeitig di-

gonale, die hexagonale Drehspiegelachse

ist gleichzeitig trigonale Drehungsachse.

Nun gilt der ganz allgemeine Satz

:

8 a. Eine Drehspiegelachsenschar und

senkrecht darauf stehende gerad-

zahlige Achsenscharen bedingen

Symnietrieebenenscharen, welche

die Winkel zwischen zwei gerad-

zahligen, hinsichtlich der Dreh-

spiegelachse gleichwertigen, Ach-

senscharen halbieren. Da es sich

nur um Zähligkeiten der Achsen

und Winkelgrößen handelt, genügt

es, den Satz mit Drehungsachsen

und Spiegelebenen zu beweisen.

Konstruktiv ist der Beweis durch

Fig. 29 gegeben. Eine gerad-

zahlige Achse erzeugt immer

Punkte in 180° Verdrehung, diese

stehen dann spiegelbildlich zu

solchen, welche durch die Opera-

tion der Drehspiegelachse ausein-

ander hervorgehen. Der Satz ist

umkehrbar, irgend zwei der drei

Ausgangselemente bedingen das

dritte.

Wenn wir nun weiterhin die Sym-

metrieebenenscharen in allen möghchen

Positionen den Achsenraumsystemen zufügen, so erhalten wir nach

diesem Satz ohne weiteres der allgemeinen Richtung nach alle ent-

stehenden Drehspiegelachsen (inklusive Symmetriezentren), wenn Achsen

von verschiedener Richtung vorhanden sind (von denen die eine gerad-

zahlig ist). Nur die dreierlei „Klassen" von Achsensystemen mit einer

einzigen Drehspiegelachsenschar sind vorweg abzuleiten. Zu berück-

sichtigen ist natürlich, daß die Achsen von Raumsystemen mit Dreh-

Fig. 29. Beziehung zwischen Dreh-

spiegelachse , Symmetrieebene und

Drehungsachse. 2 aus 1 hervorgehend

durch Drehspiegelung an der vertikalen

Drehspiegelachse n = , 1' aus 1,

2' aus 2, erzeugt durch die senkrecht

darauf stehenden digonalen Achsen.

Es stellt sich eine Symmetrieebene ein,

die den Winkel a halbiert.
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Spiegelachsen, abgesehen von der Zusatzsymmetrie der Drehspiegelung,

\dederum hinsichtlich Zahl, Art und Winkel der Achsenscharen mit

einem der vorgängig als allein möglich abgeleiteten reinen Achsenraum-

system übereinstimmen müssen.

9. Weitere Symmetrieelemente sind die den Symmetrieebenen iso-

moi-phen Parallelscharen von Symmetrieebenen.

Nun ergibt sich nach einem sofort zu erwähnenden speziellen Satz,

daß durch die Kombination irgend zweier nichtparalleler Symmetrieebenen,

bezw. zweier nicht paralleler Scharen von Symraetrieebenen, Achsen bezw.

Achsenschareu sich einstellen. Die Winkel, w^elche Achsenscharen mit-

einander bilden dürfen, sind aber bereits durch die Achsenraumsysteme

gegeben. Wir können daher alle Raumsysteme mit Symmetrieebenen und
Achsen ableiten, indem \m zu den Achsenraumsystemen Scharen von

Symmetrieebenen zufügen, die außer etwa zusätzlicher Veränderung po-

larer Achsen zu zweiseitigen, von Drehungsachsen zu Drehspiegelachsen

und der Zusammengehörigkeit, die Achsenbeziehungen unverändert lassen.

Deshalb dürfen die so zugefügten Symmetrieebenen nicht beliebige Winkel

mit den vorhandenen Achsen einschließen; sie müssen zu ihnen parallel

oder rechtwinklig verlaufen. Gleichwertige Achsen können außerdem

durch Symmetrieebenen, die den Winkel der Achsen halbieren, ineinander

übergeführt werden^Alle anderen Fälle würden immerfort neue Achsen

und Symmetrieebenen erzeugen und infolgedessen keine endlichen Sjtii-

metriegruppen liefern. Symmetriezentren oder Sjmimetrieebenen können

übrigens nur in Raumgruppen als zusätzliche Symmetrieelemente auf-

treten, die entweder Drehungsachsen oder Schraubenachsen von doppelt

darstellbarem Windungssinn (Schraubungskomponente = ~) besitzen,

oder in denen zu jeder Achse des einen Windungssinnes eine Achse des

entgegengesetzten Windungssinnes gehört. (Weil Achsen von nur einerlei

Windungssinn durch irgendeine Symmetrieebene in Achsen des entgegen-

gesetzten Windungssinnes übergeführt w^erden.) Speziell gilt, daß Gleit-

spiegelebenen senkrecht zu einer Achsenschar nur dann verwendbar

sind, wenn der Abstand zweier durch Gleitspiegelung ineinander über-

fühi'barer Achsen die Hälfte der primitiven Translation in der Gleit-

richtung ist.

Als Nebensätze, die man mittels der Decktransformationsbedingungen

sofort erhält, sind folgende zur speziellen Lagebestimmung und Fest-

stellung der Schraubungsoperationen von Bedeutung:

10. Eine auf einer beliebigen Symmetrieebene (Spiegelebene oder

Gleitspiegelebene) senki^echt stehende digonale Achse bedingt ein Sym-

raetriezentrum , das vom Schnittpunkt um die Hälfte der Gleitungs-

komponente und die Hälfte der Schraubungskomponente entfernt ist.

(Wie immer im Sinne der Diagonale des von den halben Verschiebungs-
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komponenten gebildeten Kechteckes.) — Hexagonale und tetragonale

Achsen sind in diesem Sinne als dig-onale Achsen aufzufassen, die Schrau-

bungskomponente bezieht sich dann auf die zugehörige Zweizähligkeit.

11. Parallel der Schnittlinie zweier senkrecht aufeinander stehen-

den Symmetrieebenen liegt im beidseitigen Abstand der Hälfte der dazu

senkrechten Gleitkomponenten eine digonale Achse mit einer Schraubungs-

komponente entsprechend der Differenz der zur x^chse parallelen Gleit-

komponenteu (bezw. der Teilkomponenten in den ausgezeichneten Rich-

tungen). Es ist dies ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes, der für die

Ableitung in der Form : ,,Parallel zur Schnittlinie zweier einen Winkel ~

bildenden Symmetrieebenen liegt eine n-zählige Achsenschar mit Schrau-

bungskomponenten der n- zähligen Achse gleich der Differenz der zur

Achse parallelen <ileitkomponenten^)", nötig ist. Der Satz ist meder
so aufzufassen, daß zwei Elemente das dritte bedingen. Eine Symmetrie-

ebenenschar und eine ihr parallele digonale Achsenschar erzeugen also

stets eine auf der ersten Symmetrieebenenschar senkrecht stehende zweite

Symmetrieebenenschar. Eine n-zählige Achsenschar und eine ihr parallele

Symmetrieebenenschar erzeugen im ganzen n- Symmetrieebenenscharen,

die miteinander Winkel von - bilden,
n

3. Schema der speziellen Ableitung aller möglichen Raumgruppen

bezw. Raumsysteme

In diesem Abschnitt wird ein Weg angegeben, der gestattet, alle

möglichen Raumsysteme abzuleiten. Beschreitet man ihn, so wird man
die Gewißheit erlangen, daß es nicht mehr und nicht weniger als 230

hinsichtlich der Symmetrieverhältnisse prinzipiell verschiedene Raum-
systeme gibt. Dabei soll auf die gegenseitigen Lagebeziehungen der SjTn-

metrieelemente nur insofern Rücksicht genommen werden, als zur Skiz-

zierung der Ableitung absolut notwendig ist. Einem eigenen Kapitel ist

die eingehende Untersuchung dieser Verhältnisse reserviert (Kapitel III).

Man wird Kapitel ni hier schon stets zu Rate ziehen, wie ja die Ab-

leitung gewissermaßen nur als Kommentar dazu gedacht ist.

Indem wir uns mit der Angabe der mit einem Symmetrieelement

verknüpften Parallelscharen begnügen, wissen mr, daß sich nach den

soeben mitgeteilten Sätzen die gegenseitigen Lagebeziehungeu bis ins

einzelne regeln.

Die Raumgruppeu oder Raumsysteme erhalten die von A. Schoen-
flies vorgeschlagenen Bezeichnungen. Die hier angewandte Ableitung

*) bezw. Teilkomponenten = Projektionen der Gleitrichtung in Achsenriehtung.



Schema der speziellen Ableitung aller möglichen Raumgruppen 59

deckt sich formal nicht immer mit derjenigen von Schoenflies. Die

letztere ist auch weniger konsequent und benutzt mehrere Prinzipien.

Diese formale Verschiedenheit bedingt , daß die Raumgruppen öfters in

unserer Ableitung nicht in der durch Ziffern markierten Reihenfolge

von Schoenflies auftreten. So wünschenswert auch eine ursprünglich

mehr einheitliche und prinzipielle Indexuumerierung gewesen wäre, so

unzweckmäßig und verwirrend würde es sein, wenn jetzt ein neuer

Bezeichnungsmodus vorgeschlagen würde. Es ist daher davon Umgang
genommen worden und es muß die hier unmotivierte Indexnummern-

bezeichnung wohl oder übel mit in Kauf genommen werden. Kleine

Unterschiede in der Bezeichnungsweise sind rein technischer Natur. So

werden die zwischen Zahl und Buchstaben des Index von Schoenflies

angegebenen Kommas durchgängig als unwesentlich weggelassen.

Der Gang der Ableitung ist der folgende: Zunächst werden alle

Raumgi^uppen bezw. Raumsysteme abgeleitet, die als Ausgangs-S3'mmetrie-

element lediglich irgend eine der möglichen Achsen besitzen. IVIit an-

deren Worten, es werden die einer Achse isomorphen Parallelscharen von

Achsen aufgesucht. Dann werden die Raumsysteme mit Achsen verschie-

dener Richtung gebildet. Hierauf erfolgt die Ableitung der nur Symmetrie-

ebenen oder nur Symmetriezentren besitzenden Raumsysteme. Und
schließlich werden Symmetrieelemente der zweiten Art in zulässiger Weise

mit Symmetrieelementen der ersten Art kombiniert, beziehungsweise

Achsenraumsysteme mit Sj-mmetrieebenenraumsystemen. Wir bezeichnen

jetzt mit Achse kurzweg eine zweiseitige Achse und charakterisieren die

einseitige Achse als polar.

I. Raumsysteme mit nur einzähligen (monogonalen) Achsen

einer beliebigen Richtung

Die' einzählige Achse ist lediglich Ausdruck für die Identität. Ein

derartiges Raumsystem besitzt nur die im 1. Abschnitt dieses Kapitels

näher erläuterten Identitätsbeziehungen. Die drei kürzesten nicht kom-

planaren Identitätsabstände können beliebige Winkel miteinander bilden.

Sie stehen in beliebigen Längenverhältnissen zueinander.

Das Symbol (Si kennzeichnet die Raumgnippe, beziehungsweise den

Typus derartiger Raumsysteme. Abgesehen von auftretenden speziellen

Winkeln der kürzesten Identitätsabstände und bestimmten Längenverhält-

nissen zugeordneter primitiver Strecke, finden sich die durch (£1 repräsen-

tierten Identitätsbeziehungen in jedem Raumsystem eines homogenen

Diskontinuums wieder. Man sagt, 61 sei Untergruppe aller Raum-
gruppen. ßi ist kurzweg das Symbol eines homogenen Diskontinuums,

losgelöst von allen etwa noch vorhandenen eigentlichen Symmetrie-

beziehungen, nn
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n. Raumsysteme mit einer Parallelschar polarer digonaler

Achsen

Alle hierhergehörigen Raumgruppen besitzen das, die Zähligkeit der

Achsen zum Ausdruck bringende, Symbol ©2. Die einzelnen Gruppen

werden durch oben stehende Indexzahlen voneinander unterschieden.

Wir können uns zunächst bei der Ableitung auf Satz 3 des vor-

hergehenden Abschnittes stützen. Bei der Wichtigkeit der isomorphen

Parallelscharen für die weiteren Untersuchungen ist es aber erwünscht,

die speziellen Sätze 3 a auf rein konstruktivem Wege zu beweisen.

1

Fig. 30. Achsenparallelogramm digonaler Achsen (Einstichpunkte auf einer zu den

Achsen senkrechten Ebene).

Es seien fürs erste alle Achsen der Parallelschar polare digonale

Drehungsachsen. Durch den Punkt A (Fig. 30) "gehe senkrecht zur

Zeichenebene eine polare digonale Drehungsachse (a). Von den Ab-

ständen zwischen parallelen Drehungsachsen seien die zwei kürzesten

herausgegriffen, die betreffenden, im übrigen beliebigen, Richtungen seien

mit X und Y bezeichnet. Durch C auf Y gehe die nächste polare digonale

Drehungsachse (c). Sie hat zur Folge, daß im Abstände 2AC = AAi
eine polare digonale Achse (a') einsticht, die mit (a) identisch ist. Dies

geht auch aus Fig. 31 hervor, in der die Achsenebene gezeichnet ist

und ein mit Pfeil versehener (also asymmetrisch gedachter) Punkt der

Drehungsoperation von (a) und (c) unterworfen wird, (a) führt 1 in 2

über; (c) 2 in 2' und 1 in 1'. Man erkennt sofort, daß in bezug auf

die durch Ai gehende Parallele (a') 2' und V die gleiche Lage haben

wie 1 und 2 zu (a). Aus der gleichen Figur ist ersichtlich, daß (c) mit

(a) und (a') nicht identisch ist. Umgekehrt folgt aus dieser Figur, daß
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W [c)

1 2

{ß)

mitten zwischen zwei identischen digonalen Drehungsachsen immer eine

weitere nichtidentische Drehungsachse vorhanden ist. Denn denken yäv

uns 1, 2 und 2', V durch die Identität der Achsen (a) und (a') gegeben,

so besitzen sie wechselweise eine Lage

zueinander, welche die Gerade (c) zur

digonalen Drehungsachse stempelt. Die

Anordnung der Achsen a und c setzt

sich in der Kichtung Y von selbst

ins Unendliche fort. Auf X (Fig. 30)

gehe die (a) nächste polare digonale

Achse durch B. Sie bedingt durch

Aä (AAs = 2 AB) eine mit (a) iden-

tische digonale Drehungsachse (a").

Der Satz von den Identitätsabständen

ergibt nun ohne weiteres die durch

Ci, Bi, As gehenden Achsen (c'), (b'),

(a"')- Da aber (a"0 mit (a) identisch

ist, geht durch die Mitte von AAs
polare digonale Drehungsachse (d).

In der zu den Achsen senkrechten Ebene (Zeichnungsebene) um-
faßt das Parallelogramm AAi As As die gesamte Nichtidentität. Es wird

C

l'-2

A^
Fig. 31. Digonale Drehungsachsen

(Achsenebeue).

notwendigerweise eine weitere

m
2

>T

2

2

I

I

i^
-V.

I

t

I

I

j

2-1

o*-

r-2

Fig. 32. Digonale Schraubenachsen (Achsenebene).

von den beiden kürzesten Identitätsabständen in der Ebene gebildet.

Das senkrecht darauf errichtete ParaUelepiped mit dem der Achsen-

richtung zukommenden Identitätsabstand als Höhe (bezw. Höhenkante)
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umfaßt gleicherweise die gesamte Raumidentität. Es sind ja, wie aus

der Ableitung hervorgeht, nicht nur (a') (a") mit (a) identisch, sondern

auch speziell die Punkte Ai , A2 mit A, so daß sich senkrecht über den

identischen Eckpunkten in gleicher Höhe die nächsten identischen Punkte

befinden. Durch dieses Parallelepiped kann aber keine neue Drehungs-

achse gehen, da mr vorausgesetzt haben, AB und AC seien die kürzesten

Abstände zwischen parallelen Achsen. Würden mr in irgend einem .

Punkt des Parallelogrammes AA1A2A3 eine neue Drehungsachse errichten,

so hätte sie mindestens von einer schon gezeichneten einen kürzeren

Abstand, was der Voraussetzung widerspricht. Die 4 digonalen Drehungs-

achsen (a), (b), (c), (d) kennzeichnen somit durch ihre Identitätsscharen

ein Raiimsystem. Es ist 60^ ["^

V 0,,
—h

Oj? \ff^ ^J>j /(b^

y vG ^^* [fs /""s

'-4 l^*

Fig. 38. Achsenparallelogramm digonaler Schraubenachsen und Drehungsachsen (CSj^).

Die polaren digonalen Achsen können auch Schraubenachsen sein.

AC und AB seien wieder die kürzesten Abstände der parallelen Achsen.

Fig. 32 zeigt, daß dann durch Ai eine mit (a) identische Schraubenachse

geht. Die Ableitungen bleiben sich gleich mit dem Unterschied, daß

alle Achsen Schraubenachsen sind. Die vier nichtidentischen Achsen

lauten wiederum (a) (b) (c) (d) (Fig. 30). Die Punkte Ai A2 A3 sind dem
Punkt A identisch. Ein mit der Ganghöhe der Schraubenachsen als

Vertikalkante auf dem Parallelogramm errichtetes Parallelepiped ent-

spricht dem Niclitidentitätsraum.

Das Raumsystem heißt ©2"
|

3
|

Nun kann man weiterhin die Parallelscharen polarer digonaler Achsen

aus Drehungsachsen und Schraubenachsen kombinieren. Die durch A
gehende und senkrecht zur Zeichnungsebene stehende Achse (a) der Fig. 33

sei beispielsweise polare digonale Drehungsachse. In einem kürzesten

Abstand AC liege der Durchstoßpunkt einer nächsten polaren digonalen
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Schraubenachse. . Dann geht durch Ai (AAi = 2AC) notwendigerweise eine

mit (a) identische zweizählige polare Drehungsachse (a'). (Siehe Fig. .34,

die der Fig. 32 ähnlich gezeichnet ist.) Aber schqn jetzt sei bemerkt,

daß Ai nicht ein mit A identischer Punkt ist, sondern daß ein solcher

sich erst in halber Schraubenganghöhe (halbe primitive Achsentranslation)

über Ai
~

befindet. Die Ganghöhe von (c) ist selbstverständlich dem

Identitätsabstand in der Achsenrichtung gleich. Die Achse (a') erzeugt

in (C) durch Ci eine zu (c) identische polare digonale Schraubenachse.

Schließlich wird (a'O als Drehungsachse (aO und (a) identisch und zwar

so, daß der Punkt A2 selbst dem Punkt A identisch ist. Geht durch B
(Fig. 33) eine zweite nächste Schraubenachse, so geht durch A3 eine

(«;
(C)

(a)

t^'

-<»

r
-^o--

(C)
(a)

•«i <»

ä; 'A
I

I

I

I

I

I

I

<o-

o>

<»-

Fig. 34. Digonale Drehungsachsen und Schraubenachsen (Achsenebene).

mit (a) identische Drehungsachse; aber wiederum ist der Punkt A^ auf

der zur Achsenrichtung senkrechten Ebene mit A selbst identisch. Die

Identitätsbeziehungen liefern ohne weiteres die neuen Achsen durch

A4 A5 A7 As , C2 Cs C4 C5 , Bi B2 B3 B4 B5 Mitten

zwischen zwei identischen Drehungsachsen durch A und A4 muß not-

wendigerweise, da A selbst At gleich ist, eine neue polare digonale

Drehungsachse liegen. Es ist dies die durch D gehende Achse (d). Ihr

gehört ebenfalls eine ganze Identitätsschar an und die gezeichnete An-

ordnung setzt sich nach allen Richtungen ins Unendliche fort. Weitere

digonale Achsen können voraussetzungsgemäß nicht vorhanden sein.

Hätten wir angenommen, (c) sei wieder Drehungsachse, so würde (d)

Schraubenachse geworden sein. Da die Richtungen an keine Bedingungen
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geknüpft sind, entsteht keine prinzipiell neue Anordnung. Es gibt daher

nur eine mögliche Kombination paralleler digonaler Schraubenachsen

und Drehungsachsen. (Zwei Identitätsscharen bestehen aus Schrauben-

achsen, zwei aus Drehungsachsen.) Das entsprechende Raumsystem

heißt ßä^. Diesmal sind aber in der Normalebene zu den Achsen 1 4 1

weder AAi noch AA3 primitive Translationen.

Die primitive Translation (r oder r' der Figur 34), welche
zwei nächste, durch digonale Schraubenachsen voneinander
getrennte, identische digonale Drehungsachsen miteinander
verbindet, steht schief (nicht senkrecht) zur Achsenrichtung.
Erst die übernächsten identischen Drehungsachsen oder Schraubenachsen

liefern mit ihren Fußpunkten auf der Normalebene primitive Translationen.

Form der Translationsgruppe und Kombination von Drehungsachsen und

Schraubenachsen stehen in kausalem Zusammenhang; sie bedingen sich

gegenseitig.

Außer den drei abgeleiteten Eaumsystemen sind keine denkbar,

die nur aus Parallelscharen polarer digonaler Achsen gebildet werden.

Der Vergleich aller drei zeigt , daß auf einer zu den Achsen normalen

Ebene die Durchstoßpunkte zweier nächster oder übernächster identischer

Achsen sich identisch sind. Das Parallelepiped mit diesen identischen

Punkten als Ecken einer Grundfläche und dem Identitätsabstand in der

Achsenrichtung als Höhe ist daher entweder primitiv oder doppelt- bezw.

vierfachprimitiv. Es besitzt die äußere Form einer sogenannten rhom-

boidischen Säule.

III. Raumsysteme mit einer Parallelschar polarer trigonaler

Achsen

(1.) Alle Achsen seien Drehungsachsen. A (Fig. 35) stelle den

Durchstoßpunkt einer polaren trigonalen Drehungsachse (a) auf einer zu

ihr senkrechten Ebene dar. Die parallelen trigonalen Drehungsachsen

müssen Abstände voneinander besitzen, die nicht unter einen endlichen

Wert sinken können. In der kleinstmöglichen Entfernung von A steche

die parallele trigonale Drehungsachse (b) ein, deren Durchstoßpunkt

durch B (Fig. 35) gegeben ist. Dann müssen durch Ai und A2 mit (a)

identische polare trigonale Drehungsachsen gehen. Die Punkte Ai und

A2 sind A selbst identisch, die primitiven Translationen AAi, AA2,

As Ai sind einander gleich. Auf diesen Strecken oder im Innern des

gleichseitigen Dreieckes liegen keine weiteren identischen Punkte oder

Achsen, weil sonst ein Abstand sicherlich kürzer als AB wäre, was der

Voraussetzung widerspricht.

Der primitiven Translation AiAo parallel verläuft AAs. Durch A3

geht also ebenfalls eine (a) parallele, identische Achse. A3 selbst ist

A ident. Nun sind aber AA2A3 Ecken eines gleichseitigen Dreieckes.
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Im Schwerpunkt dieses Dreieckes (C) stößt daher eine dritte polare

trigonale Achse (c) durch. Sie genü^ der Voraussetzung, da BC = AC
= AB = A2C = A3C, aber keine Entfernung kleiner als AB, ist.

Anderszählige Achsen oder weitere, polare trigonale Achsen können nicht

auftreten.- Das gezeichnete Achsenparallelogramm wiederholt sich nach

allen Richtungen in paralleler Stellung, Die dadurch bestimmte Raum-
gruppe heißt ©3^ Die einfachste Form eines Nichtidentitätsrauraes als

Parallelepiped ist durch die zwei in AAo zusammenstoßenden |_-_

trigonalen gleichseitigen Säulen gegeben. I
'^

I

(2.) Alle trigonalen Ach-

sen sollen polare Schrauben-

achsen von gleichem Win-

dungssinn sein. Durch A und

B der Fig. 35 gehen wieder

die zwei nächstgelegenen

Achsen. Die Ableitung zeigt,

daß in Ai, As. A3 mit der

durch A gehenden Achse iden-

tische Schraubenachsen ein-

stechen, und daß Ai , A2 , At;

selbst mit Punkt A ident sind.

Ferner steht in C auf der

Zeichenebene eine trigonale

Schraubenachse von gleichem Windungssinn senkrecht. Die Translations-

gruppe besitzt gleichen Charakter wie in 63^ Je nach dem Windungs-

sinn der Schraubenachsen unterscheidet man die Raum- . . . .

gruppen (Sh'-' und ßs^ LlJ LiJ

(3.) (a) durch A sei eine polare trigonale Drehungsachse, (b) durch

B eine polare trigonale Schraubenachse. Die gleiche Konstruktion wie

früher ergibt in diesem Falle, daß (c) durch C eine trigonale Schrauben-

achse von (b) entgegengesetztem Windungssinn ist. Denselben Fall

erhält man ausgehend von zwei nächsten polaren Schraubenachsen von

verschiedenem Windungssinn, die neu entstehende Achse wird dann

Drehungsachse. Die Raumgruppe wird mit (£3^ bezeichnet. Auf
|

8
|

den durch Ai und A3 gehenden Drehungsachsen liegt nun erst in |-Höhe

der Achsentranslation ein mit A identischer Punkt, auf A2 in |- bezw.

j-Höhe. Das einfachste primitive Parallelepiped wird zu einem Rhom-
boeder.

Immer, wenn zwei nächstgelegene identische trigonale

Achsen nicht durch eine auf ihnen senkrecht stehende primi-

tive Translation miteinander verbunden werden können, stellt

sich die Raumgruppe ßs'^ ein.

Xiggli, Geometr. KristallogT. d. Diskontinuums 5

Fig. 35. Achsennetz trigonaler Achsen

(auf einer zu den Achsen senkrechten Ebene).
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^.A^) i?(y)
{a )

Damit sind die Kombinationsmöglichkeiten polarer, trigonaler

paralleler Achsen erschöpft.

rv. Raumsysteme, die einer polaren tetragonalen Achse
isomorphe Parallelscharen von Achsen enthalten

(1.) Auf A und B (Fig. 36) stehen zwei nächstgelegene, polare,

tetragonale Drehungsachsen senkrecht. Die Drehung um die Achse (b)

hat zur Folge, daß Ai Ao As die Durchstoßpunkte von zu (a) identischen

Drehungsachsen sind. AAi =
* y A As = A3 Aa = A2A1 = Seiten

eines Quadrates. Die Punkte

Ai As A3 sind dem Punkte A
selbst ident. Da alle identi-

schen polaren tetragonalen

Drehungsachsen zugleich iden-

tische polare digonaleDrehungs-

achsen darstellen, folgt aus den

Erörterungen von Seite 61,

daß durch C und D digonale

Drehungsachsen gehen. Wei-

tere Achsen sind nicht vor-

handen, die Anordnung setzt

sich in paralleler Folge ins

Unendliche fort. Die Raum-
gruppe heißt ©4^ 1 9

|

(2.) Die tetragonalen Achsen sind immer auch digonale Achsen,

so daß irgendeine, einer tetragonalen Achse isomorphe Parallelschar in

digonaler Hinsicht eine der Gruppen ßsS 62^, ©2^ repräsentieren muß.

Es sind somit als digonale Achsen alle Achsen Drehungsachsen oder

Schraubenachsen, oder zwei sind Drehungsachsen, zwei Schraubenachsen.

Die nur digonalen Achsen (c) und (d) sind, gemäß ihrer Lage zu den

tetragonalen, einander gleichwertig, sie müssen also die gleichen Deck-

operationen besitzen. Daraus folgt, daß auch die tetragonalen Achsen

als digonale Achsen entweder beide Drehungsachsen oder beide Schrauben-

achsen sein müssen. Der erstere Fall ist zunächst noch verwirklicht,

wenn (a) und (b) als polare tetragonale Achsen Schraubenachsen, als polare

digonale Achsen Drehungsachsen sind (Schraubungskomponente = ^\
Dann treten auch (c) und (d) als digonale Drehungsachsen auf. Die

Raumgruppe heißt ©4^. Das Quadrat AA1A2A3 ist wiederum ein pri-

mitives Translationsparallelogramm.
|
10

[

Fig. 36. Achsennetz tetragonaler Achsen.
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(3.) Sind (a) und (b) als nächstgelegene polare tetragonale Schrauben-

achsen von gleichem Windungsinn und .sind sie gleichzeitig digonale

Schraubenachsen, so gehen, wie sich konstruktiv sofort ableiten läßt,

durch C und D digonale Schraubenachsen. Die Punkte AA1A2A3 sind

einander wiederum identisch. Je nach dem Windungssinn der polaren

tetragonalen Achsen werden die Raumgruppen mit ©4''^ oder \~n~\ 1 12 1

(lEi* bezeichnet.

Die auf AA1A2A3 errichtete quadratische Säule, mit der Periode

in der Achsenrichtung als Höhe, ist in allen vier bis jetzt besprochenen

Fällen einfach-primitives Parallelepiped.

(4.) Die beiden nächstgelegenen einfachen polaren tetragonalen

Schraubenachsen sollen von entgegengesetztem Windungssinn sein. Dann
sind die Punkte Ai, A3 mit A nichtidentisch, wohl aber ist das A2.

Identische Punkte mit A finden sich auf (a') und (a'") in | Höhe des

Identitätsabstandes in der Richtung der Achsen. Ferner sind auf x

und y die Fußpunkte der übernächsten identischen tetragonalen Achsen

mit A ident. Die digonale Untergruppe ist somit ©2^, woraus folgt, daß

durch C und D polare digonale Drehungsachsen gehen müssen. |
.

(a und b sind auch als digonale Achsen Schraubenachsen.) LLJ
Die Raumgruppe heißt di^. Eine quadratische Säule, deren Eck-

punkte alle einander identisch sind, ist je nach Konstruktion mindestens

zwei- oder vierfach primitiv.

(5.) Schließlich bleibt als einziger Fall zur Diskussion: (a) = polare

tetragonale Drehungsachse, (b) ^= polare tetragonale Schraubenachse

(mit einer Schraubungskomponente —
-j und zugleich polare digonale

Drehungsachse. Dann müssen (c) und (d), weil sich eine (Si*^ gleiche

Translationsgruppe ergibt, digonale Schraubenachsen sein. Die j

Raumgruppe heißt ©4^. 1

^^

In keinem der besprochenen möglichen Fälle w^ären weitere polare

tetragonale oder digonale Identitätsscharen von Achsen denkbar, wenn
(a) und (b) die nächstgelegenen tetragonalen Achsen sind. Die digonalen

Achsen stellen sich immer von selbst ein. Somit sind die Sätze 3 c des

vorhergehenden Abschnittes (Seite 44) auf konstruktivem Wege bewiesen

worden.

V. Raumsysteme mit Parallelachsenscharen, die einer

polaren hexagonalen Achse isomorph sind

(1.) (a) und (b) seien zwei nächstgelegene polare hexagonale Achsen;

A und B ihre Durchstoßpunkte auf einer senkrecht dazu stehenden Ebene

(Fig. 37). Dann sind infolge der Sechszähligkeit von (a) die Achsen (b'),

(b") mit (b) ident. Sie sind aber auch identisch mit (a), da durch

Drehung oder Schraubung um (b') die Achse (a) in (b) übergeht. Alle

5*
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Achsenabstände sind einander gleich und bilden Winkel von 60 " mit-

einander. Andere nichtidentische hexagonale Achsen kann es nicht

geben, weil sie sonst Abstände, die kürzer als AB sind, haben müßten,

was der Voraussetzung widerspricht. Es gibt daher immer nur einerlei

identische polare hexagonale Achsen. Darauf wollen wir Rücksicht

nehmen, indem wir die gegebenen nächstgelegenen hexagonalen Achsen

von Anbeginn an mit (a) (a') (a'O (a'") bezeichnen. (Siehe Fig. 38.)

Fig. .37. Es gibt nur eine Identitätsschar

von hexagonalen Achsen.

Fig. 38. Achsennetz hexagonaler Achsen.

Zunächst seien sie polare hexagonale Drehungsachsen. Nun sind

alle hexagonalen Achsen zugleich digonale und trigonale Achsen. A Ai Aa As

ist ein primitives Parallelogramm. Nach den früher erörterten Sätzen

müssen daher darin noch zwei nichtidentische trigonale und drei nicht-

identische digonale Achsen durchstechen. Ihre Lage ist gegeben durch

(f), (g) einerseits, (c) (d) (e) anderseits. Da die Punkte Ai A2 A3 mit A
ident sind, müssen alle diese Achsen von gleichem Charakter sein wie

die polare hexagonale Achse in trigonaler bezw. digonaler Hinsicht.

Hier wären also alle Achsen Drehungsachsen. Die Raumgruppe —_.

heißt Sg^ LiLl

(2.) Die polaren hexagonalen Achsen seien alle entweder Schrauben-

achsen mit der Schraubungskomponente 7^, oder dann mit der Schraubungs-
D

komponente -—- (auf gleichen Windungssinn bezogen). Da (c) (d) (e) sich
D

gleichwertig sind, sind sie, wie (a) als digonale Achse, digonale Schrauben-

achsen, (f) und (g) sind aus ähnlichem Grunde trigonale Schraubenachsen

von gleichem Windungssinn wie (a). Nach dem Windungssinn
|

. . .

unterscheidet man die Raumgruppen ©e^ und ©g^. I
^^

I
' ^^

1

(3.) Als polare hexagonale Achsen sollen (a), (a') Schrauben-

achsen, als digonale Achsen aber Drehungsachsen sein ( Schraubungs-
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2 t 4 t- \
komponente je nach Windungssinn ---- oder —^ ). Alle digonalen Achsen

6 D /

sind infolgedessen Drehungsachsen, alle trigonalen Achsen Schrauben-

achsen gleicher Art wie (a). Nach dem Windungssinn werden
j

. . .

die Raumgruppeu ße"^ und iie'" voneinander getrennt. Li I |J£J

(4.) Die polaren hexagonalen Achsen seien in digonaler Hinsicht

Schraubenachsen, in trigonaler aber Drehungsachsen ( Schraubungskom-

ponente ?)• Dann sind alle rei^ digonalen Achsen (c) (d) (e) Schrauben-

achsen, die trigonalen Achsen (f) und (g) aber Drehungsachsen.

21
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Verteilung- der Syiumetrieelemente eines Raumsystemes zu bestimmen

und darzutun, daß außer den angegebenen Sj^stemen keine weiteren

möglich sind.

Eine neu hinzugefügte Achsenschar muß das System der Verteilung

der Achsen einer schon vorhandenen isomorphen Schar unverändert lassen,

sonst würden ja den gegebenen Achsen parallele neue Achsen gebildet

werden, bis schließlich unendlich vielerlei nichtidentische parallele Achsen
entstanden wären, was mit der Struktur eines homogenen Diskontinuums

im Widerspruch steht.

Die Achsen der neuen Richtung müssen daher gleichartige Achsen
der alten Richtung ineinander überführen, so daß parallel einer Richtung

immer nur je eine der bereits besprochenen isomorphen Parallelscharen

vorhanden ist. Die neuen Achsen müssen Achsenebenen . parallel ver-

laufen, die eine derartige Überführung gestatten; sie können gegenüber

den Netzen der anderen Achsen nicht beliebige Richtung besitzen. Die

isomorphen Parallelscharen bezeichnen wir als Untergruppen der Raum-
systeme, und das Problem reduziert sich darauf, derartige isomorphe

Parallelscharen miteinander zu kombinieren.

Durch die Sätze 5 auf Seite 47 bis 54 ist bereits bestimmt, welche

Winkel die Achsenparallelscharen miteinander bilden können, und in

welchen Richtungen durch die Kombination zweier von ihnen neue

Achsenscharen entstehen. Fassen wir, gestützt auf jene Sätze, die

Raumsysteme zusammen, die in der Zähligkeit und Richtung der mög-

lichen Achsenscharen übereinstimmen, so gilt es nur noch die verschieden-

artigen Kombinationen aufzusuchen, wenn gemäß den bereits erläuterten

Beziehungen sich die Art der Untergruppen ändert. Wir müssen für

irgend eine Parallelschar, die einer n-zähligen Achse isomorph ist, alle

verschiedenartigen bereits abgeleiteten Achsenscharen einsetzen, soweit

dies mit der Form der Translationsgruppe verträglich ist. Weiterhin ist

festzustellen, ob einige der so abgeleiteten Raumsysteme nicht überein-

stimmen, indem neu entstehende, bedingte Achsenscharen die Rolle der

Ausgangsachsenscharen übernehmen. Kreuzung der Achsen kann jeweilen

nur in bestimmten Bruchteilen des Identitätsabstandes erfolgen, wie die*

Sätze 6, 7 auf Seite 54 zeigen. Die Identitätsabstände sind aber bereits

durch eine Achsenschar festgelegt.

YIII. Raumsysteme, die drei aufeinander senkrecht stehende

Scharen digonaler Achsen besitzen

Sobald wir zwei nichtparallele digonale Achsenscharen miteinander

kombinieren entsteht mindestens eine dritte Achsenschar. Soll es nur

eine sein, so müssen nach Satz 7 die gegebenen Achsenscharen senkrecht

aufeinander stehen. Satz 7 Seite 55 bestimmt auch den Charakter der

entstehenden Achsenschar, die gleichfalls digonal ist und auf den beiden
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ersten senkrecht steht. Die Achseunetze, welche bei einer einzigen

digonalen Achsenschar beliebige ParaUelogramme sein können, werden
jetzt in allen drei Richtungen zu Rechtecken, denn nur dann können
die Achsen den Achsenebenen der anderen Scharen parallel gehen, be-

ziehungsweise die Achsen der anderen Scharen ineinander überführen.

Die Achsenscharen ©2^ und Sä^ bestehen jeweilen aus lauter gleich-

artigen Achsen. Keine Achsenebene einer derartigen Schar ist vor einer

anderen ausgezeichnet; es handelt sich daher lediglich darum, die ver-

schiedenen Kombinationsmöglichkeiten von ©2^ und ©2^ algebraisch auf-

zusuchen. Die beiden zur Ableitung benutzten Achsenscharen können

sich schneiden oder bloß kreuzen.

Fig. .39. Achsennetz digonaler Achsen (ßj').

Folgende Kombinationsmöglichkeiten lassen sich erkennen:

(1.) Zwei sich schneidende digonale Achsenscharen Ss^ erzeugen eine

dritte Achsenschar 6o\ Die Kombination (ßg*, ß2^ ^2^)

wird S8^ genannt. I
^^

I

(2.) Zwei sich kreuzende digonale Achsenscharen ©2^ erzeugen eine

dritte Achsenschar ©2^. Die Kombination (ß2^ ^2^, ^2^)

wird 352 genannt. I
^^

I

(3.) Ist die Kombination ©2^ ^2^ in der Form sich schneidender

Achsenscharen gegeben, so entsteht wieder SaS also die Raum-
gruppe SS*. Kreuzen sich aber ©2^ und e2^ so ist die ent-

stehende digonale Achsenschar vom Charakter So 2.

(GäS ^2-, ©2') bildet die Raumgruppe W. [Ej
(4.) Es seien schließlich zwei senkrecht aufeinander stehende digonale

Achsenscharen ©2^, ©2* gegeben. Schneiden sie sich, so entsteht
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02^ also SS^ kreuzen sie sich bloß, so ensteht neu ©2^ [28]
Die Kombination (®2^ ©2^, S2*) wird SS^ genannt.

Das sind alle möglichen verschiedenartigen Kombinationen

zweier digonaler Achsenscharen ©2^ und 62^ In allen vier Fällen

bilden die Identitätsabstände in Richtung der drei Achsen ein pri-

mitives Tripel.

Ist eine Gruppe ©2^ gegeben, so lassen sich in bezug auf Auf-

einanderfolge von Drehungsachsen und Schraubenachsen verschiedene

Richtungen und Achsenebenen unterscheiden, denen neue digonale Achsen-

scharen parallel gehen können, derart daß durch die neuen Achsen gleich-

artige Achsen ineinander übergeführt werden. Um die Übersicht zu

erleichtern sind in den Figuren 39 und 40 zwei Achsenparallelogramme

Fig. 40. Achsennetz digonaler Achsen (ßj^).

gezeichnet, die sich für ü^^ allein prinzipiell nicht voneinander unter-

scheiden. Jetzt aber können a oder ß oder 7 rechte Winkel sein und die

Achsenrichtungen der neuen Scharen angeben. (Die /3-Winkel der beiden

Figuren sind Winkel zwischen übereinstimmenden Richtungen.)

Ist eine digonale Achsenschar eine Gruppe ^2^, so ist infolge der

auf Seite 64 dargelegten Abhängigkeit von der Translationsgruppe min-

destens noch eine zweite Schar (^2^. Die resultierenden Achsenkombina-
tionen lassen sich natürlich auch direkt ableiten, in zwei Beist)ielen soll

so vorgegangen werden.

(5.) Winkel a = 90''. Gegeben die so definierte Schar ß2^ Es
genügt, die Drehungsachsen 1, 3, 6, 4, die Schraubenachsen 2, 5 (Fig. 41)
in Betracht zu ziehen. Eine weitere digonale Drehungsachse liege in

AAx der Fig. 39 (Achse 7 von Fig. 41). Sie schneidet also sowohl
Schraubenachsen (gestrichelt) wie Drehungsachsen (voll ausgezogen) der
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ersten Schar. Die Schnittpunkte liefern nach Satz 7 von Seite 55 neue

Achsen und sukzessive läßt sich so die ganze Achsenverteilung aufbauen.

Der Schnittpunkt 7 und 3 (Fig. 41) bedingt di*e Drehungsachse 8, ebenso

bedingen 7 und 1 die Drehungsachse 10. Durch 4 und 8, ferner 10 und 6

ist die Drehungsachse 9 gegeben. 9 und 5, beziehungsweise 7 und 2, be-

stimmen 11 als Drehungsachse. 11 und 4 ergeben die Schraubenachse 12;

auch 13 läßt sich leicht als Schraubenachse auffinden. 5 und 11 be-

stimmen weiterhin die Drehungsachse 14. Dadurch sind 15, 16, 17 eben-

falls als Drehungsachsen gegeben. Die resultierende Kombination

ist daher (ß2^ ß2^ ß«^) = SS*^. Hätten wir durch AAx eine
29

Schraubenachse gelegt, so ist leicht ersiehtKch, daß wir zur gleichen

Anordnung gekommen wären. Statt mit 7 hätten wir lediglich mit 13

begonnen.

1-^

Fig. 41. Achsenableitung für SS^

30

(6.) Gegeben Sa^ mit « = 90° wie vorhin (Fig. 39). Die neue

Achse parallel AAi legen wir als Drehungsachse oder Schraubenachse

mitten^) zwischen die Achsen von 62^ (windschiefe Lage). Es

resultiert die Kombination (62^, ß2^ 62^) als SS^.

(7.) Gegeben sei ^2^ mit Winkel /? == 90° (Fig. 40). Eine neue

digonale Achse wird in Richtung G— Gi gelegt, so daß sie Drehungs-

achsen und Schraubenachsen der ersten Schar schneidet. Es entsteht

die Kombination (62^, 62^, ^2^) in der Anordnung SS'. Nicht nur Drehungs-

achsen, sondern auch Schraubenachsen schneiden die Achse der ersten

^) Wir müssen sie in die Mitte zweier Achsenebenen legen, weil nach Satz 7

durch den Abstand zweier windscliief zueinander stehender, digonaler Achsen ein Viertel

des Identitätsabstandes in dieser Richtung bestimmt ist.
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Schar. Achsenebenen folgen sich im Abstände j der Achsentranslation,

so daß Kreuzung (nach Satz 7 Seite 55 bestimmen die Entfernungen sich

kreuzender Achsen den vierten Teil des Identitätsabstandes) zum | .

gleichen Resultat führt. i
^^

1

(8.) Gegeben sei ©2^ mit Winkel / = SO'*. Wir legen in G— Gs

eine Drehungsachse, so also, daß von ihr nur Drehungsachsen der

ersten Schar geschnitten werden. Gegeben sind die Achsen 1, 2, 3, 4,

5 und 6 der Figur 42. Achse 6 erzeugt mit 4 und 1 die Dfehungs-

achsen 7 und 9; 7 und 9 geben mit 3 und 2 die Drehungsachse 8. Durch

6 und 5 ist die Schraubenachse 10 bestimmt. 5 und 10 bedingen 11, 13,

somit auch 12 und 14 als Drehungsachsen. 5 und 7 oder 5 und 9 oder 5 und

14, beziehungsweise 5 und 12, sind die Ursache, daß 15 Schraubenachse ist.

Fig. 42. Achsenableitung für SS'

Die resultierende Raumgruppe wird als (ßä', ©2^, Sg^) in Anordnung

SS^ oder kurz als SS^ bezeichnet. Wir hätten auch die zu den gegebenen

Drehungsachsen windschief liegende Schraubenachse 1 5 als Aus-

gangsachse benutzen können.
32

(9.) Hingegen entsteht eine neue Anordnung, wenn die Drehungs-

achsen des gegebenen ©2^ mit y = 90*^ nur von Schraubenachsen ge-

schnitten werden. Es ist das die später eingehend beschriebene Raum-
gruppe 'iS^, die ebenfalls 62^, ©2^, ©2^ als Untergruppen enthält. Sie entsteht

auch bei windschiefer Lage der zu GG3 parallelen Drehungs-

achsen hinsichtlich der Drehungsachsen des gegebenen ©2^.
33

Damit sind die möglichen verschiedenartigen Kombinationen dreier

verschiedenartiger digonaler Achsenscharen erschöpft.
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IX. Raumsysteme mit einer trigonalen und drei polaren,

senkrecht dazu stehenden digonalen Achsenscharen

Aus Satz 6 Seite 54 geht hervor, daß eine einzige polare digonale

Achsenschar senkrecht zu einer trigonalen Achsenschar zwei neue

gleichwertige, polare digonale Achsenscharen in Winkeln von 120^ zur

Folge hat. Zwei polare digonale Achsenscharen im Winkel von 120^

genügen daher ebenfalls zur eindeutigen Ableitung der möglichen

Raurasysteme.

Durch die der trigonalen

Achse isomorphe Parallelschar ist

das Netz der Identitätsabstände

auf den dazu senkrechten Ebenen

gegeben. Die hinzukommenden di-

gonalen Achsen können nur Rich-

tungen besitzen, die identische

Punkte und gleichartige trigonale

Achsen ineinander überführen. Sie

müssen also entweder durch zwei

nichtidentische trigonale Achsen

hindurchgehen, oder zwei nicht-

identische aber gleichartige Achsen

ineinander überführen (Richtungen

d oder s von Fig. 43 für Drehungs-

achsen), In beiden FäUen werden

erst zwei übernächste identische

Achsen einer Horizontalebene mittels senkrecht dazustehender primitiver

Translationen verbunden. Die digonalen Achsenscharen sind dabei' nach

Seite 64 immer Gruppen (iä^.

Die trigonale Achsenschar kann eine der vier Seite 65 abgeleiteten

Gruppen sein. Ist sie tUe Gruppe Sa*, so kann die Richtung s nicht

digonale Drehungsachsenrichtung sein, da eine rechte und linke Schraube

nicht durch Drehung ineinander übergeführt werden können. Es resul-

tieren somit 3 • 2 -|- 1 = 7 verschiedene Raumsysteme.

Es sind die folgenden:

©3^

Fig. 43. Richtungen digonaler Achsen

in S,.

(5ä» e^' ^2'
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X. Raumsysteme mit einer tetragonalen und mit senkrecht
dazu stehenden digonalen Achsenscharen

Eine tetragonale und eine senkrecht darauf stehende digonale Achsen-

schar oder zwei einen Winkel von 45 ° bildende digonale Achsenscharen

genügen zur Ableitung (Seite 54). Von den \ier entstehenden digonal

isomorphen Achsenscharen sind je zwei einander gleichwertig. Mindestens

zwei gleichwertige bilden Gruppen Sä^. (Nach der Seite 64 angegebenen

Beziehung zwischen Translationsgruppe und Raumgruppe.) Mit ©4^ und

ßi^ sind nur digonale Achsenscharen (£2^ kombinierbar.

4 • 2 -|- 2 = 10 mögliche Raumsysteme.

Somit gibt es

A. Es können Scharen ßf
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A. Tetraedergruppen.

Drei gleichwertige, aufeinander senkrecht stehende digonale Achsen-

scharen bedingen vier polare trigonale Achsenscharen, die infolge der

auf Seite 65 erwähnten Beziehungen immer Gruppen (Js^ sein müssen.

Es liefern offenbar alle abgeleiteten Gruppen 23, die sich aus drei

gleichartigen Gruppen (£2 aufbauen, mögliche neue Fälle.

Das ergibt sofort:

in Anordnung SS^ mit (£3* ßa'* ©3* Sa* = S' rTTI-ilT
in Anordnung «* mit (Ss^ S3* Sa* ©3* = ^*

»^ ©2' l i

in Anordnung 35^ mit S3* ©3' ©3* (£3* = 2^

Ss^ (£2' ©2^ an Anordnung SS» mit (£3* ©3^ ßa* ©3'^ = %'

I
in Anordnung SS^ mit (£3" ßs'' ß:/ Sa* = 3:'

Es gibt 5 derartige Raumgruppen 93, also auch 5 Raumgruppen %.

B. Oktaedergruppen.

Drei aufeinander senkrecht stehende, gleichwertige tetragonale

Achsenscharen erzeugen sechs gleichwertige digonale Achsenscharen,

die vom Charakter ßä' sein müssen, und vier gleichwertige trigonale

Achsenscharen, die Gruppen Gs* darstellen. Tetragonale Achsen können

in sechserlei verschiedenen Scharen auftreten. Die Anordnung der drei

gleichwertigen Scharen muß identisch mit der einer Gruppe 9S sein, da

die tetragonalen Achsen immer zugleich digonale Achsen sind.

©4^ und (£4*^ sind in digonaler Hinsicht Gruppen Ss^, die Anord-

nungen 9S\ 93», 93'' stehen ihnen zur Verfügung, doch läßt sich leicht

zeigen, daß 64', ß/. (S*** nie 93», 64', ^i^ ß*^ nie 93'' bilden können i).

Somit gibt es 8 mögliche verallgemeinerte Oktaedergruppen:

(4.14-2.2 = 8)
jir|-|69

62^ (£2^ dt' ^2' £2' e^-' ; e:V^ ©3* Sa' ^^'

^i
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Drehspiegelebenen erzeugen mit weiteren nichtparallelen Achsen-

scharen stets Symmetrieebenen. Somit sind bereits alle möglichen Achsen-

raumsysteme ohne selbständige Symmetrieebenen abgeleitet; doch wäre
als 70. Raumsystem noch das zu erwähnen, w^elches nichts anderes als

eine Schar von Symmetriezentren besitzt. Das Symmetriezentrum

können wir ja als digonale Drehspiegelachse auffassen. Fig. 44 I
^^

I

zeigt konstruktiv, daß mitten zwischen zwei identischen Symmetriezentren

ein weiteres nichtidentisches Symmetriezentrum vorhanden ist. Jedes

Raumsystem enthält daher achterlei nichtidentische Symmetriezentren.

Bedingungen über Größe und Winkel primitiver Translationen sind keine

vorhanden. Die Bezeichnung lautet (5i.

2

Fig. 44. Mitten zwischen zwei identischen Symmetriezentren liegt wiederum

ein Symmetriezentrum.

XIII. Raumsysteme mit einer einzigen isomorphen Parallel-

schar von Symmetrieebenen
Auf rein konstruktivem Wege läßt sich sofort zeigen, daß mitten

zwischen zwei identischen Symmetrieebenen von selbst eine nichtidentische

parallele Symmetrieebene zu liegen kommt. Werden zwei nächste iden-

tische Symmetrieebenen durch senkrecht zur Ebene stehende primitive

Translationen miteinander verbunden, so besitzt notwendigerweise die

dazwischen gelegene nichtidentische Symmetrieebene den gleichen Cha-

rakter der Deckoperation. Steht aber die verbindende primitive Trans-

lation schief zur Ebenenrichtung, so kommen den einander nichtidentischen

Symmetrieebenen Deckoperationen verschiedener Art zu. Übrigens werden

dann immer zwei übernächste identische Ebenen durch auf ihnen senk-

recht stehende primitive Translationen miteinander verknüpft.

Da in den Ebenen selbst keine Richtungen ausgezeichnet sind,

ergeben sich viererlei verschiedene Kombinationsmöglichkeiten. Je zwei

sind der gleichen Translationsgruppe zuzurechnen.

A. Symmetrieebenen gleicher Art: PtTI— [74]
Beide nichtidentischen Ebenen sind Spiegelebenen = ßs\
Beide nichtidentischen Ebenen sind Gleitspiegelebenen mit gleicher

Gleitkomponente = g«^.
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B. Symmetrieebeneu ungleicher Art:

Kombination einer Spiegelebene mit einer Gleitspiegelebene = ßs^.

Kombination zweier Gleitspiegelebenen verschiedener Art der Gleit-

komponente = 6s*.

Selbstverständlich treten alle Ebenen als Identitätsscharen auf.

E§ sollen nun Symmetrieebenen, soweit dies, abgesehen von etwa

entstehender Zweiseitigkeit oder zusätzlicher Drehspiegelsymmetrie, ohne

Vermehrung und Veränderung der Achsenscharen möglich ist, als neue

Symmetrieelemente den abgeleiteten Achsenraumgruppen beigefügt werden.

Da die Entstehung von Achsen unter neuen Winkeln Widersprüche er-

geben würde, müssen die Symmetrieebenen gleichartige Achsen wieder

in gleichartige schon vorhandene überführen. Sie können daher nur

parallel oder rechtwinklig zu den Achsenscharen stehen oder even-

tuell den Winkel gleichwertiger Achsenscharen halbieren.

Wo Achsenschareu durch ihre Richtung oder ihre Zähligkeit aus-

gezeichnet sind, bezeichnen wir sie als Hauptachsen. Zunächst legen

wir parallel zu je einer 2-, 3-, 4- oder 6-zähligen Achsenschar eine

Symmetrieebenenschar und untersuchen die entstehenden Raumsysteme.

Die Zahl und Richtung der sich neu ergebenden Symmetrieebenenscharen

bleibt sich gleich, ob wir Scharen (5s* oder 6s^ oder S«^ bezw. Ss'* be-

nutzen. Nur dadurch sich unterscheidende Raumsysteme fassen wir,

gemäß dem bei der Ableitung der Achsenraumsysteme benutzten Ver-

fahren, zusammen.

XIV. Raumsysteme mit einer polaren digonalen Achsenschar

und zwei ihr parallelen (senkrecht zueinander stehenden)

Symmetrieebenenscharen

Satz 11 Seite 58 regelt die Verhältnisse. Er zeigt, daß eine einzige

parallele Symmetrieebenenschar noch eine zweite senkrecht zu ihr stehende,

der Achse ebenfalls parallele, Ebenenschar erzeugt. Die Achsenschar

kann ßg^ Sa^ oder 62' sein.

Die Gleitkomponenten der Symmetrieebenen können Null sein, senk-

recht, schief oder parallel der Achse liegen. Für 62* müssen die in

die Achsenrichtung fallenden Projektionen der Gleitkomponenten nach

Satz 11 gleich groß sein, für 62^ muß die eine dieser Projektionen Null,

die andere ~ ergeben.

Bezeichnen wir mit horizontalem Strich durch ^^^ Gleitspiegelebenen

einer senkrecht zur Achse stehenden Gleitrichtung, mit (|s* Gleitspiegel-

ebenen mit einer der Achse parallelen Gleitrichtung, mit \^^ Gleitspiegel-

ebenen einer scliief zur Achse stehenden Gleitrichtung, so lassen sich

mit Ss* und 6«* folgende möglichen verschiedenartigen Raumsysteme

ableiten

:
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Drehungsachsen wie Schraubenachsen enthalten. Fallen die Achsen in

die Symmetrieebenen, so können diese nur teils Spiegelebenen, teils

Gleitspiegelebenen mit einer Gleitkomponente senkrecht oder parallel

der Achsenrichtung sein. Beide Gleitoperationen sind immer gleich-

zeitig vorhanden. (Die zweite verbindet 2 identische Achsen.)

go^ e«3, (5«=^ = ßsv^' H
Liegen die Symmetrieebenen mitten zwischen zwei Achsenebenen,

so sind alle Symmetrieebenen Gleitspiegelebenen mit zwei verschiedenen

schief zur Achsenrichtung stehenden Gleitrichtungen.

Ist schließlich Winkel / des Achsennetzes der Fig. 40 (Seite 72) ein

rechter, so führen alle drei Kombinationen

©2«, es^ ßs» - e2v^" M-M
(£2^ es^ ©s^ = ^2v''

'—
'

'—

'

zu möglichen Resultaten. Die Symmetrieebenen gehen teils durch

Schraubenachsenebenen, teils durch Drehungsachsenebenen. Mitten

zwischen zwei derartigen verschiedenen Achsenebenen können sie nicht

liegen, weil dann in irgend einer Weise Drehungsachsen durch Spiegelungs-

operationen in Schraubenachsen übergeführt werden müßten, was un-

möglich ist. (Die Unmöglichkeit ergibt sich auch aus Satz 11 Seite 58,

der besagt, daß der Abstand der Symmetrieebene von einer parallelen

Achse j der Projektion einer möglichen primitiven Translation sein muß.)

XV. Raumsysteme mit einer polaren trigonalen Achsenschar
und einer, bezw. drei, ihr parallelen Symmetrieebenenscharen

Die polare trigonale Achsenschar erzeugt aus einer parallelen Sym-

metrieebenenschar deren drei gleichwertige. Sie bilden miteinander

Winkel von 120"^ bezw. 60°. Nach Satz 9 Seite 57 kommen für die

Ableitung derartiger Raumsysteme nur trigonale Achsenscharen Sa ^ oder

(Ss* in Frage. Die Symmetrieebenen müssen s oder d von Fig. 43 par-

allel gehen, für ßs* können sie nur s parallel gehen, weil die Achsen (b)

und (c) als Schraubenachsen verschiedenen Windungssinnes durch sie

ineinander übergeführt werden müssen. Die Symmetrieebenen sind

Scharen ß«^ oder ^^^. Das ergibt die möglichen Fälle:

ff 3 fc 3 fc 3 / Richtung d = (Ssv' röTl-ra
g iX \ Richtung s = (isv^

^ \(r4(r4ff4/I^ichtungd = (Sav'

^' ^' ^^\ Richtung s = e3v*

' \. Ss* ßs* (Jb-^ = e3v"

N i g g 1 i , Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 6
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XVI. Raumsysteme mit einer polaren tetragonalen Achsen-
schar und einer, bezw. (2 4-2), ihr parallelen Symmetrieebenen-

scharen

Die polare tetragonale Achsenschar erzeugt aus einer parallelen

Symmetrieebenenschar im ganzen 2 + 2 Symmetrieebenenscharen. (Je

zwei sind sich gleichwertig.) Die ungleichwertigen bilden Winkel von
45° miteinander. Infolge der Art der Translationsgruppe müssen min-

destens zwei (unter sich gleichwertige) Symmetrieebenenscharen vom
Charakter ßs^ oder ßs* sein.

Nach Satz 9 Seite 57 können nur Achsenscharen 64* ©4^, ^i^, ß*^

mit Symmetrieebenen kombiniert werden.

1. ©4^ und ©4^: Die Symmetrieebenenscharen ßs^ oder ßg^ gehen

Achsenebenen parallel, die digonale und tetragonale Achsen gleichzeitig

enthalten; die Scharen (5s^ oder ßs* sind denjenigen Achsenebenen par-

allel, die in abwechselnder Folge nur polare tetragonale, oder nur.polare

digonale Achsen aufweisen. Die tetragonal isomorphe Achsenschär und

eine Symmetrieebenenschar genügen zur Ableitung.

"Wir wählen eine Symmetrieebenenschar parallel den kombinierten

Achsenebenen. Entweder fallen Symmetrieebenen und Achsenebenen

zusammen (Lage 0), oder die Symmetrieebenen liegen zwischen zwei

Achsenebenen (Lage M).

Senkrecht zu diesen Symmetrieebenen folgen sich ungleichartige

Achsen. Für Spiegelebenen kommt infolgedessen nur die Lage in

Frage, für Scharen (^s^ ebenfalls, für Scharen (Ss^ oder ©g^ hingegen stets

nur die Lage M. Beide Lagen schließen sich daher gegenseitig aus.

Die möglichen Fälle sind somit:

.
' 6s' 6s' erzeugt (£/ 6s» = Siv' 103
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auftretende Gleitrichtung steht senkrecht zur Achse. Mit ßi^ dem
keinerlei Schraubenachsen eigen sind, ist daher (Ss^ nur noch mit @8^

kombinierbar. Gerade umgekehrt ist es in Begleitung von S*'. Die

tetragonalen Achsen sind Schraubenachsen mit der Schraubungskompo-

nente -~^. Zwei in 45 ^^ zueinander stehende Symmetrieebenen müssen

daher eine Höhendifferenz der Gleitkomponente von — besitzen, so daß

ßs^, dem keinerlei Gleitkomponente in der z- Richtung (Achsenrichtung)

zukommt, nur neben (Sj^s^ oder ^^^ auftreten kann. Die spezielle Lage
muß mit Satz 11 Seite 58 in Einklang sein.

2. ^i^ und ©4^ lassen sich nur mit (£s* oder ßs* kombinieren.

In ©4^ kommen keine zwei nichtidentischen gleichartigen tetragonalen

Achsen vor. Die erzeugende Ebenenschar kann daher die tetragonalen

Achsen nur in sich selbst überführen. Berücksichtigung dieses Umstandes,

sowie des Satzes 11 Seite 58, ergibt zwei mögliche Raumsysteme.

g,/es^S.« erzeugt ß«^ ©/ == (S^/ [m] lüg
' \ ßs* ßs* erzeugt ßs» (Ss^ = Siv^"

Die Spiegelebenen gehen im ersten Fall durch die polaren tetra-

gonalen Drehungsachsen, im zweiten Fall durch die polaren tetragonalen

Schraubenachsen (digonalen Drehungsachsen). In der Gruppe ©4** müssen

die entgegengesetzt gewundenen polaren tetragonalen Achsen durch die

Symmetrieebenen ineinander übergeführt werden.

Wiederum gibt es zwei mögliche Fälle h^^^l
|ii^[

^e/ßs^es^ erzeugt Ss* ßs* = (^,,''

' \ (Ss* ©B* erzeugt ^s* 6s* = ^,.''

XVn. Raumsysteme mit einer polaren hexagonalen Achsen-

schar und einer, bezw. (3 + 3), dazu parallelen Symmetrie-

ebenenscharen

Die hexagonalen Achsen haben zur Folge, daß aus einer ihnen

parallelen Symmetrieebene im ganzen 6, das heißt 3 -f- 3 gleichartige,

Symmetrieebenenscharen hervorgehen. Nach Satz 9 Seite 57 sind nur

die Achsenscharen Se^ und ©e® mit Symmetrieebenen kombinierbar. Die

erstere enthält hexagonale Drehungsachsen, die letztere hexagonale

Schraubenachsen, die gleichzeitig trigonale Drehungsachsen und digonale

Schraubenachsen sind
j
Schraubenkomponente

-^J.
Die Translationsgruppe

der hexagonalen Säule ist die Ursache, daß als Symmetrieebenenscharen

nur Gruppen 6s^ oder Ss* von der Richtung s und d der Fig. 43 Seite 75

in Frage kommen. Soll eine hexagonale Drehungsachse entstehen, so

müssen die ungleichwertigen Symmetrieebenenscharen die gleichen Deck-
6*
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Tz
Operationen besitzen, soll eine hexagonale Schraubenachse mit - ^^^

Schraubungskomponente gebildet werden, so müssen die Grleitkoraponenten

zweier einen Winkel von 180" bildenden Ebenen nach Satz 11 Seite 58

in Richtung der Achse um -^ differieren.

©6«

Das ergibt als mögliche Raumsysteme:

' ^^^
ßs'' ßs* es^ ßs* ßs'^ e«* = ßev'

w e«' 6s^ ßs* Ss* ^.' = ©ev'

Die beiden letzteren unterscheiden sich, ob Ebenen d oder s Gleit

spiegelebenen sind. Die elegante Ableitung mittels Untergruppen 63

ist aus folgender Tabelle ersichtlich:
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durch Ss^ oder Ss^ gegeben, so bilden die digonalen Achsen Gruppen S2'.

Die erzeugende Symmetrieebene kann zum Achsennetz Si' drei ver-

schiedene Lagen haben. (Der Abstand von einer Achse muß nach

Satz 11 Seite 58 Null oder {-Translation in der Abstandsrichtung sein.)

Geht die Symmetrieebene den nur Drehspiegelachsen enthaltenden Achsen-

ebenen parallel, so sind immer gleichzeitig beiderlei Ebenen vorhanden.

Figur 45 zeigt die diesbezüglichen Verhältnisse, a- und b -Lagen der

Symmetrieebenen besitzen die Untergruppen Ss^ oder ßs*. Ebenen der

Richtung c bilden Gruppen ©s^ oder ©s*. Im letzteren Fall kann die

Fig. 45. Lage der Symmetrieebenen in den Raumsystemen 9Sd.

Spiegelebene (oder die Ebene mit einer Gleitkomponente in der Haupt-

achsenrichtung) durch c oder durch & gehen.

Man erhält so folgendes Schema:

mit Ss^6s'<^^^S^^ erzeugt ©s' S8/ [nö] 126

©4'

mit ös^ßs''

Lage b, wegen Achsenverteüung unmöglich

Lage a Gleitkomponente parallel zur Achse
erzeugt ßo' ©2" = SS/

/Gleitrichtung senkrecht zur Achse
Lageb(^ erzeugt (1-2^ ^J = 33/

^ Gleitriehtung schief zur Hauptachse
erzeugt 62=' ©2" = SS/
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. ,-.,.-„/ Spiegelebene durch c erzeugt 60^62* = 9S.'

/ mit Gs ^s <
^

\ Spiegelebeue durch e' erzeugt 62^ ßä^ = SS^^

®* \ Gleitspiegelebene mit einer der Achse parallelen

\ mit ßs* ßs"^ \ Gleitkomponente durch c erzeugt ©2 ^ ©2 ^ = '^^-

^ Gleitspiegelebene mit einer der Achse parallelen

Gleitkomponente durch c' erzeugt ©2^ ©2^ = 33/

Ist eine Gruppe ©4^ vorhanden, so sind die digonalen Achsen vom

Charakter ß»^ und die Ebenen bilden immer Untergruppen 6s^ oder (is*.

Die Symmetrieebenen können (1.) Achsenebeuen parallel gehen, die Dreh-

spiegelachsen und Schraubenachsen ein und derselben Parallelschar ent-

halten, oder aber sie gehen (2.) jenem AchsenebenenSystem parallel, bei dem

abwechselnd Ebenen mit lauter Drehspiegelachsen und lauter Schrauben-

isen
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Bei Anwesenheit je einer tetragonalen oder hexagonalen Achsen-

schar, liegen parallel den Winkelhalbierenden der darauf senkrecht

stehenden digonalen Achsenscharen selbst digonale Achsenscharen. Es

werden dann auch senkrecht zu den Hauptachsen stehende Symmetrie-

ebenenscharen erzeugt, sowie Symmetrieebenenscharen parallel den Aus-

gangsachsen digonäler Art. Die Ableitung dieser Raumsysteme erfolgt

im Zusammenhang später.

XX. Raumsysteme mit drei gleichwertigen, aufeinander senk-

rechtstehenden tetragonalen Drehspiegelachsenscharen, sechs

Symmetrieebenenscharen und vier polaren trigonalen Achsen-
scharen

In den Yerallgemeinerten Tetraeder- und Oktaederachsengruppen

sind die drei senkrecht aufeinanderstehenden digonalen, beziehungsweise

tetragonalen Achsenscharen als Hauptachsenscharen zu bezeichnen. Sym-

metrieebenen, die nicht zugleich senkrecht zu den Hauptachsen stehende

Symmetrieebenen erzeugen, können wir, parallel je einer Hauptachsen-

schar, nur in die Tetraedergruppe legen. Sie müssen die Achsen\\inkel

halbieren, bedingen also nach Satz 8a Seite 56, daß die Hauptachsen

tetragonale Drehspiegelachsen werden. Eine Symmetrieebenenschar er-

zeugt 5 weitere ihr gleichwertige Scharen. Alle Symmetrieebenen ^) sind

entweder vom Charakter Ss^ oder 6«*. Sind die Hauptachsen Gruppen

(S4^ so können die S3^mmetrieebenen kombinierten Achsenebenen (1) oder

einfachen Achsenebenen (2) einer Parallelschar von Achsen parallel gehen.

(Siehe Seite 86.)

Das Schema der Ableitung lautet somit

:

,
/ ßs" e,3 e,3 e/ e/ e,« = x/

®*'' ®*'' ®^'
x e,^ e,* ©3^ e,* e,* e,^ = V

137
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den Hauptachsen besitzen. Senkrecht zu den Hauptachsen dürfen also

in diesem Falle keine digonalen Achsen ursprünglich vorhanden sein.

Die Hauptachsen werden zweiseitig und erzeugen, wenn sie geradzahlig

sind, nach Satz 10 Seite 57 Symmetriezentren.

XXI. Raumsysteme mit einer digonalen Achsenschar und einer

senkrecht dazu stehenden Symmetrieebenenschar. Die Kom-
bination beider erzeugt eine Symmetriezentrumsschar

Mit üs^ oder ßs^ sind ©2^ oder 62* in Verbindung, mit ©2^ aber

(Js^ oder ßs*. (Siehe die Bemerkungen auf Seite 64 und Seite 78.)

(Jgi <^ ^'' erzeugt ßi = ©21/ [i43]-[T48]

ßs' erzeugt ßi

ßs^ erzeugt ßi

^2h

!-2h

^ X ßs* erzeugt ßi = Sau'

jy 3 / ßgä erzeugt ßi = Gsh^
' \ ßs* erzeugt ß; = (£21.*'

XXII. Raumsysteme mit einer trigonalen Achsenschar und
einer senkrecht dazu stehenden Symmetrieebenenschar

Nach Satz 9 Seite 57 ist nur üs^ mit Symmetrieebenen kombinierbar

und zwar lediglich mit Spiegelebenen, da keine zwei trigonalen Achsen

im Abstand einer halben primitiven Translation zueinander stehen.

e3\ ßs^ = ß3l/ [i49|

XXIII. Raumsysteme mit einer tetragonalen Achsenschar und
einer senkrecht dazu stehenden Symmetrieebenenschar. Die
Kombination ergibt nach Satz 10 Seite 57 eine Schar von

Symmetriezentren

Als Achsenscharen sind gemäß Satz 9 Seite 57 6*^ Üi^, ßi^ ^i^

verwendbar. Bei Anwesenheit von di'^ müssen durch die Spiegelungs-

operation linke tetragonale Achsen in rechte überführt werden, das ist

nur in der Form einer Gleitspiegelung möglich. Für ©4^ kommt ander-

seits nur die Symmetrieebenenschar ßs^ in Frage.

Schema der Ableitung:

(j 1 / ßs' erzeugt ßi = ß«/ fTiöl-flss]
^' \ 6s* erzeugt 6i = ß^h«

^ g // 6s' erzeugt 6i = 6ih*
* \ 6s* erzeugt S; = 641.^

Wie senkrecht zu 64' und 64' nur Symmetrieebenenscharen 6«* und

Ss* auftreten können, stehen 64^ und 64® nur mit 6«^ und 6s* in Ver-

bindung, und zwar, wie oben angegeben, lediglich in der Form:

64s 6s^ 6i = 64h^

64«, 6/, 6i = 64h«
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XXIV. Raurasysterae mit einer hexagonalen Achsenschar, mit

einer senkrecht dazu stehenden Symmetrieebenenschar und
daraus sich ergebenden Symmetriezentren

Aus den Gründen, die vorhin erwähnt wurden, sind die einzig

ableitbaren Raumsysteme gegeben durch:

ßsS ßi = (Seh^ 11561
1

,\ ßi = ©6)!^

157

Drehspiegelachsen und senkrecht zu ihnen stehende Symmetrie-

ebenen wandeln die Drehspiegelachsen in gewöhnliche Achsen um, er-

zeugen somit keine neuen Fälle.

XXV. Raumsysteme mit drei gleichwertigen digonalen Achsen-

scharen, drei senkrecht daraufstehenden Symmetrieebenen-

schareu, vier hexagonalen Drehspiegelachsenscharen und mit

einer Schar von Symmetriezentren

Die Symmetrieebenenscharen stehen senkrecht zu den digonalen

Achsen der verallgemeinerten Tetraedergruppen. Es entstehen nach

Satz 10 Seite 57 Symmetriezentren, die aus den vier trigonalen gewöhn-

lichen Achsenscharen hexagonale Drehspiegelachsenscharen machen.

Schema der Ableitung:

- e,' Ss» e«^ = z^'
(£2^ ©2^ 62

158 160

ßs' Ss^ ©s* unmöglich , da die Schnittlinie zweier senkrecht auf-

(y_^2 (f 2 g 2 -- einander stehender Spiegelebenen eine digonale
" ^ \ Drehungsachse ist;

^ es^es^ßs' = Xu«

Sind die digonalen Achsen Gruppen 62', so können sie nach

Seite 77 in Anordnungen 33^ 35^ oder SS^ auftreten,

93^ ist mit 6s^ und ©s* kombinierbar; 93^ nur mit ßs^, Sß^ nur mit

6s*, wenn, wie das hier der Fall ist, lauter gleichwertige Symmetrie-

ebenenscharen entstehen sollen. .

. in Anordnung ^' ( rr ^ rc i r^ * ^ <^ a L—-1

Xm Anordnung/
^^_g^,g^,^j^, _ ^^,

Jedes Raumsystem enthält noch vier Scharen 63 i"-

Alle diejenigen Raumsysteme, die neben Hauptachsenscharen noch

senkrecht auf diesen stehende digonale Achsenscharen besitzen, erzeugen

bei Verwendung von rechtwinklig zu den Hauptachsen liegenden Sym-

metrieebenen nach Satz 11 Seite 58 auch parallel dazu stehende Sym-

metrieebenenscharen. Bei geradzahliger Hauptachse treten weiterhin

Symmetriezentren auf.
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Die diesbezüglichen Raumsysteme lassen sich daher auf mannig-

faltige Weise ableiten, beispielsweise auch durch Hinzufügen einer senk-

recht zur Hauptachsenschar stehenden Symmetrieebene zu Raumsystemen
mit parallelen Symmetrieebenen, oder durch Hinzufügen parallel den

Hauptachsen liegender Symmetrieebenen zu den soeben besprochenen

Raumsystemen (XXI—XXV). (Die übrigen Achsen ergeben sich dann
nach Satz 11 Seite 58.) Die Resultate der Ableitung müssen selbst-

verständlich genau miteinander übereinstimmen.

Hier werden, im Anschluß an das unmittelbar Vorhergehende, die

noch nicht verwendeten komplexen Achsenraumsysteme mit senkrecht zu

den Hauptachsen stehenden Symmetrieebeneuscharen kombiniert.

XXVI. Raumsysteme mit drei senkrecht aufeinander stehenden
ungleichwertigen digonalen Achsenscharen, drei auf ihnen und
aufeinander senkrecht stehenden ungleichwertigen Symmetrie-

ebenenscharen und einer Schar von Symmetriezentren

Wir denken uns die Achsengruppen als 93 - (Vierer-) Gruppe gegeben

und fügen senkrecht zu irgend einer Achse eine Symmetrieebene hinzu.

Art und Lage der anderen Symmetrieebenen folgen aus Satz 11 Seite 58,

die Lage der Sj^mmetriezentren richtet sich nach Satz 10 Seite 57.

a) Gruppe SS^ = 62', ^2', 62^

Die erzeugende Symmetrieebenenschar wird senkrecht zu irgend

einer der drei Achsenscharen angenommen, sie kann in einer Achsen-

ebene (Lage 0) oder mitten zwischen zwei Achsenebenen (Lage M) liegen.

Die Gleitspiegelebenen können Gleitrichtungen parallel einer Achse oder

diagonal (schief) zu zwei der Ebene parallel liegenden Achsen haben.

^ /mit 6s^ in Lage = (l.2\^2\^,\ ^s\^.\^s\ ßi = «h^ra_|T7il
'\ mit ßs^ in Lage M. = (l,\ Q,,\ 62', ^s\ ^s', ©s", ©i = SSh"

^

, Gleitriclitung parallel einer Achse erzeugt

mit 6s^ in Lage ;^ wieder 9Sh'

/ ^ Gleitrichtung diagonal zu den Achsen

a5x .
-= ^2\ G2S ßsS es^ es^ es^ ©i = ssi,*

\ Gleitrichtung parallel einer Achse erzeugt

mit ßs^ in Lage M
(^ wieder 9Sh*

^ Gleitrichtung diagonal zu den Achsen

b) Gruppe SB2 = (l^', ^2', ^2'.

Wir legen die Ausgangsebene senkrecht zu der ausgezeichneten

Achsenschar (Sgl Lagen M und geben keinen prinzipiellen Unter-

schied, da die je einem ß«^ zugehörigen Achsenebenen selbst um ^
verschoben sind.
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der Achsenverteilung nur Gleitkomponenten in Richtung der zur Sym-

metrieebene parallelen Achsen besitzen (nicht diagonal, weil sonst

Drehungsachsen in Schraubenachsen überführt würden. In der Lage

fallen Achsen beider Gruppen ß^^ in die Ebene, in der Lage M liegen

sie in —-Abstand darüber. hgil 184

SSh^«
SB« mit e • ^ ^'^' ^ = ^^'' ®^'' ^^'' ^^'' ^'^'' ^«'' ®

^ \ Lage M = 62^ 6.^ e^S ß^S ©s*, ©sS ^

9ie rr^H CS 2 -^ Lage = e,^ e.^ e.\ e^», S^ (£s^ &^ mil L.S \^ -^^^^ ^j ^ g^3^ g^3^ g^j^ g^,^ g^,^ g^2^ (5-,

f) Gruppe 33^ = (Sa», e2^ ße^

Die erzeugende Symmetrieebene wird senkrecht zu (So^ angenommen

Die Achsenebenen folgen hier selbst im Abstände — aufeinander, so daß

Lage und M nur stellungsverschiedenen, sonst gleichartigen Wert
besitzen

'y mit ßs^ - e2^ e2^ 62^ (Ss*, es^ (£s\ ^i = 58^^^ rii^ ra
\ mit ße^ - 62^ S2», 62-, es^ Gs^ es^ Si = sjh^«

^— —
Die Gleitrichtung ist einer Achsenrichtung parallel.

g) Gruppe 93^ = (lt\ ^2^ 62' in Anordnung ^\
(Winkel ß der Fig. 39 Seite 71 = 90 ^)

Kombinierte Achsenebenen (Drehungsachsen und Schraubenachsen

enthaltend) folgen sich in Abständen aufeinander, die j der primitiven

Translation in Richtung des Abstandes, aber nur ^ der Projektion einer

schief dazu stehenden primitiven Strecke sind. Lage und Lage M der

erzeugenden Ebene sind daher zulässig, die Achsenverteilung bestimmt

aber in beiden Fällen eindeutig die Art der Deckoperation.

In Lage muß die Ebenenschar vom Charakter ßs^ sein, in

Lage M vom Charakter (5s*.

/ mit 6s' = 62^ 62^ 62', Gs^ c£s^ (£s^ Si = ss,,'«

^ \ mit 6s* = 62^ 62», 62^ 6s*, Ss*, 6s*, 6i = ^^''

h) Gruppe 9S« = 62», 62^ 62^

Es folgen parallel den Symmetrieebenen Achsenebenen mit lauter

Drehungsachsen auf Achsenebenen mit lauter Schraubenachsen. Die

erzeugende Symmetrieebene kann daher nur auf die Achsenebenen selbst

fallen. Entweder ist die durch Drehungsachsen oder die durch Schrauben-

achsen gehende Ebene Spiegelebene. Im letzteren Fall treten dann

auch Gleitspiegelebenen mit diagonaler und den Achsen paralleler Gleit-

richtung auf, so daß diese als erzeugende Operationen nichts

Neues liefern.

. / 6s« durch Drehungsachsen =^ 6o^ 62^ 6ä^ 6s^ 6s^ 6s», 6i = SSl"

\6sMurch Schraubenachsen= 62^ 62^ 62^ 6s*, 6s*, 6s«, 6; = Sßi.^

187

189
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i) Gruppe SS^ = e2^ Sa', So».

Auch hier folgen, auf eine Parallelschar bezogen, Ebenen mit

Drehungsachsen auf Ebenen mit Schraubenachsen. Die betreffenden

Achsenebenen enthalten aber immer noch Achsen anderer Art einer

dazu senkrechten Richtung.

^, mit
'^^ ^«' = ^^'' ^^'' ^^'' ^^'' ^^'' ^^'' ^' = ^^'' r^r 7^

mii x^
g^4 ^ g^3^ g^3^ g^^3^ g^,^ ^^,^ g^,^ g_ ^ ^^27 I 1

XXVn. Raumsysteme mit einer trigonalen Achsenschar, drei

darauf senkrecht stehenden polaren digonalen, gleichwertigen

Achsenscharen, drei der Hauptachse parallelen gleichwertigen

und einer darauf senkrecht stehenden, ungleichwertigen
Symmetrieebenenschar

Die Achsenraumsysteme ^s kombiniert mit einer Symmetrieebenen-

schar genügen zur Ableitung. Die der Hauptachse parallelen Symmetrie-

ebenenscharen ergeben sich nach Satz 11 Seite 58.

Gemäß den Erörterungen auf Seite 57 sind nur Gruppen 2)3^ und
2)3'^ mit senkrecht zur Hauptachse stehenden Symmetrieebenen kom-

binierbar. Eine Gleitspiegelung kann nicht auftreten, die Symmetrie-

ebenen müssen also Scharen (Xs^ bilden. Die digonalen Achsen können

in den Spiegelebenen liegen (Lage 0) oder um —- verschoben sein

(Lage M).

T) 1 mit C? 1 ^ ^^^^ ^ erzeugt li^' ^s' ^s^ = ^zh"- fTösl-fTöe
^s \ Lage M erzeugt g^' ^s' 63^ = SDah"

^ , , / Lage erzeugt S^^ (£3' ^£3' = ®3h'
' \ Lage M erzeugt (£3^ Ss' ©s' = 2)31/

XXVIIJ. Raumsysteme mit einer tetragonalen Achsenschar,
zwei -j- zwei senkrecht darauf stehenden digonalen Achsen-
scharen, zwei -}" zwei der Hauptachse parallelen Symmetrie-
ebenenscharen, einer senkrecht zur Hauptachse liegenden

Symmetrieebenenschar und einer Schar von Symmetrie-
zentren

Die eine derartige Symmetrie aufweisenden Raumsysteme lassen

sich aus Achsensystemen 2)4 in Kombination mit einer Schar senkrecht

zur Hauptachse stehender Symmetrieebenen ableiten. Die 2 -|- 2 parallel

den tetragonalen Achsen stehenden Symmetrieebenenscharen ergeben sich

nach Satz 11 Seite 58. In Frage kommen ©iS ^4", 2)4^ ®4^ 2)4'', ®4^^

Die Scharen senkrecht zu %^^ — 2)4^ sind vom Charakter Gs^ oder CSg-,

die Scharen senkrecht zu ®4^ und %^^^ hingegen vom Charakter CSs^

oder 6s*. Die Gleitrichtung ist durch die Achsenverteilung stets ein-

deutig bestimmt. Die Symmetrieebenen sind digonale Achsenebenen
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(Lage 0) oder sie liegen mitten zwischen zwei Achsenebenen (Lage M).

Die Symmetriezentren sind in ihrer speziellen Lage durch Satz 10

Seite 57 gegeben.

/Lage erzeugt ß^' i^s\ ^s' ^s^ ^i

^^, /
'^ \Lage M erzeugt (S,^ i&,', (5,^ ß/ ^

®4 =

mit e,^

mit (£s

mit Ss

e

/Lage erzeugt ß,^ iS,', ß,^ (3;3^ di

\Lage M erzeugt ^,' e^', ^s' ©s*, ß;

,
/Lage erzeugt ^,' ©/, ©.^ e3^ ©i

\Lage M erzeugt d,^ e,^ 6/ ©,*, 6

2
/Lage erzeugt ß,^ ß^S ßs' ßs", ^
\Lage M erzeugt ©s^ d,', (£/ es^ ©

= S4h-

= ®4h'

= ®4h^

= 2)4h^

197
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wendet werden können. Jede Raumgriippe ®4h enthält zwei Unter-

gruppen SSd in sich. Bezieht sich die eine, sofern die horizontalen

digonalen Achsen zu Koordinatenachsen gewählt werden, auf ein einfach

primitives Elementarparallelepiped, so bezieht sich die andere auf ein

basisflächenzentriertes. Zu einer Gruppe SSd^— SSd* gehört also eine

Gruppe 58d^ — SSd^ Ebenso sind zu kombinieren SSd^ — SSd^° mit einer

Gruppe 5ßd'' oder ^d''. Man ersieht sofort, daß 4 • 4 + 2 • 2 = 20 Kom-

binationen möglich sind. Wie sie sich 'auf die tetragonal holoedrischen

Raumgruppen verteilen, zeigen die beiden nachstehenden Tabellen:

Ferner

:
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Beispielsweise lassen sich die folgenden zwei kleinen Tabellen

aufstellen

:

1, oder 2.
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skizzieil. Weitere Kombinationsmögliclikeiten, die zu neuen

Resultaten führen, gibt es nicht. Entweder führen von dem ein-

geschlagenen Weg abweichende Versuche, worauf mehrfach hingewiesen

wurde, infolge der in den Sätzen 1—11 Seite -44—58 niedergelegten

gegenseitigen Bedingtheiten zum gleichen Endresultat oder aber es ent-

stehen bei Kombinationen von Symmetrieelementen in anderer gegen-

seitiger Lage unendlich viele uichtideutische Symmetrieelementscharen,

was mit den Eigenschaften eines homogenen Diskontinuums unverträglich

ist. Es gibt somit 230 in bezug auf die Symmetrieeigenschaften
(Art, Zahl und relative gegenseitige Lage der Symmetrie-
elemente) verschiedengeartete Raumsysteme homogener Dis-

kontinua.

Nicht Rücksicht genommen wurde bei der Ableitung auf die ab-

soluten Größen der Identitätsabstände. Jedem Raumsystem kommen in

dieser Beziehung unendlich viele Möglichkeiten zu. Die jeweilen vor-

handene Tianslationsgruppe muß nur den durch die Symmetrieelemente

gegebenen Bedingungen, die wir bald im einzelnen erläutern werden,

gehorchen. Durch die Angabe irgend eines primitiven Translationstripels

in absoluter Länge und Winkelgröße ist in dieser Hinsicht irgend ein

Sonderfall eines Raumsvstemes bestimmt.

4. Einteilung und Gruppierung der Raumsysteme

Zur Erlangung eines Überblickes müssen wir versuchen die Raum-

systeme zu gTößeren Einheiten zusammenzufassen, zu gruppieren. Das

kann nach verschiedenen Prinzipien geschehen und wird von dem Zweck

abhängig sein, den wir dabei verfolgen. So ließen sich beispielsweise

die Raumsysteme, die nur Drehungsachsen enthalten, von denen sondern,

die Drehungsachsen und Schraubenachsen oder nur Schraubenachsen

enthalten. Ebenso die Raumsysteme mit Spiegelebenen von denen mit

Spiegelebenen und Gleitspiegelebenen oder mit Gleitspiegelebenen allein

usw. Bei der Ableitung und in der Bezeichnungsweise ist bereits ein

anderes Klassifikationsprinzip zum Ausdruck gekommen, das wir zunächst

erläutern müssen. Die Symmetrieelemente hatten wir zu: Symmetrie-

achsen, Symmetrieebenen. Drehspiegelachsen mit Drehspiegelebenen,

Symmetriezentren zusammengefaßt. Die Achsen ihrerseits wurden zu-

nächst nach der Zähligkeit, das heißt nach der Größe des mit der Deck-

operation in Verbindung stehenden Drehwinkels, gesondert. Wir nannten

dann (immer in Anlehnung an die Schoenfliessche Darstellung) eine

Parallelschar von Symmetrieelementen einer n- zählige Achse, einer

Symmetrieebene oder einem Symmetriezentrura , isomorph, wenn sich

die Schar infolge der Translationseigenschaften des homogenen Diskon-

tinuums aus der Annahme einer einzigen n- zähligen Symmetrieachse

Niggli, Geometr. Kristallögr. d. Diskontinuums '
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(Drehungsachse oder Schraubenachse), einer einzigen Symmetrieel^ene

(Spiegelebene oder Gleitspiegelebene), einer einzigen n- zähligen Dreh-

spiegelachse oder eines einzigen Symmetriezentrums mittels der Deck-

transformationsbedingungen ergab. Gleiche isomorphe Parallelscharen

von Achsen müssen also nur in der Zähligkeit der Achsen, beziehungs-

weise der Größe der Drehwinkel, miteinander übereinstimmen. Nun
sollen alle diejenigen Raumsysteme zusammengefaßt werden, welche die

gleiche Zahl gleicher isomorpher Parallelscharen von Symmetrieelementen

besitzen. Die Sätze 4—7 (Seite 46—55) zeigen, daß dann auch die Winkel,

welche die Scharen miteinander bilden, sich entsprechen. Es ist dabei

gleichgültig, ob sich die Scharen selbst aus Drehungsachsen oder Schrauben-

achsen, aus Spiegelebenen oder Gleitspiegelebenen, zusammensetzen.

Bereits die Ableitung ist nach diesen Gesichtspunkten vorgenommen

worden, und die so zusammenfaßbaren Raumsysteme erhielten das gleiche

Hauptsymbol, dem zur eigentlichen Unterscheidung nur noch Indexziffern

rechts oben angehängt wurden. Derartig zusammengefaßte Raumsysteme

bilden eine Klasse. Es gibt 32 verschiedene Klassen von Raum-
systemen, sie werden durch die Hauptsymbole ohne Spezial-

numerierung gekennzeichnet.

Die in den Decktransformationsbedingungen auftretenden Winkel

sind für alle einer Klasse zugehörigen Raumsysteme gleich, verschieden

sind die damit in Verbindung stehenden Verschiebungsgrößen. Die große

Bedeutung einer Zusammenfassung der 230 Raumsysteme in 32 Klasseu

liegt in folgendem begründet. Denken wir uns die Identitätsabstäude

so klein, daß sie bei einer bestimmten üntersuchungsmethode als solche

in keiner Weise mehr erkennbar sind, vollführen wir somit den Über-

gang vom Diskotttinuum ins Kontinuum bezw. ins Scheinkontinuum , so

lassen sich auch n-zählige Schraubeuachsen nicht mehr von n-zähligen

Drehungsachsen, Gleitspiegelebenen nicht mehr von Spiegelebenen unter-

scheiden. Alle einer n-zähligen Achsenschar parallelen Geraden scheinen

dann n-zähhge Drehungsachsen zu sein, alle einer Symmetrieebenenschar

parallele Ebenen Spiegelebenen, jeder Punkt erscheint jedem anderen

Punkt identisch. Der Raum der Nichtidentität ist als solcher nicht mehr

erkennbar, er ist auf Null zusammengeschrumpft. Voneinander unter-

scheiden lassen sich dann nur noch die 32 Klassen der Raum-
systeme, nicht mehr die ein uud derselben Klasse angeMrigen
Raum Systeme.

Die 32 fache Mannigfaltigkeit entspricht der verschiedenartigen

Kombinationsmöglichkeit von Symmetrieelementen eines homogenen Kou-
tinuums, unter der Voraussetzung, daß nur 2-, 3-, 4-, 6-zählige Achsen

in Frage kommen, Sie läßt sich direkt ableiten oder als Grenzbedinguug

aus den 230 Raumsystemen auffinden. Bei der direkten Ableitung ist

zu beachten, daß in einem homogenen wirklichen Kontinuum jeder Punkt
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dem anderen identisch ist. Symmetrieachsen sind daher stets Drehiing-s-

achsen, Symmetrieebenen stets Spiegelebenen. Es genügt die durch

irgend einen Punkt gehenden Symmetrieelemente aufzusuchen; an Stelle

der „Raumsymmetrie" tritt die .,Punktsymmetrie".

Alle Sätze, die das Zusammenvorkommen der Symmetrieelemente

regeln, gelten in der Spezialform Gleitkomponente = Null, Schraiibungs-

komponente = Null, alle parallelen Geraden einander ident, auch hier.

Die ganze Ableitung ist nur ein Sonderfall der Ableitung der Raum-
systeme.

Da diese hier auf eine durchaus neue, und wie mir scheint kon-

sequentere Art versucht worden ist (unter Umgehung der Polygon-

teilung), mag es erwünscht sein, auf die zur Ableitung der 32 Klassen

nötigen Sätze kurz hinzuweisen.

Man braucht von unserem Standpunkte aus:

I. Die Grundvoraussetzung des homogenen Diskontinuums, wodurch

die Zähligkeit der möglichen Achsen eingeschränkt wird. (Beweis

nach Seite 34.)

II. Die Sätze über die Winkel, welche die Achsen miteinander bilden

können. (Siehe die Ableitungen der Seiten 46—55.)

Das ermöglicht alle Klassen mit Symmetrieachsen aufzu-

stellen: Man erhält außer der Klasse der einfachen Identität

(monogonale Achse)

5 Klassen mit polaren höchstzähügen Achsen, vier davon mit

je nur einer Achsenschar, bezw. Achse,

5 Klassen mit zweiseitigen höchstzähligen Achsen.

Total also 11 Klassen mit gewöhnlichen Achsen.

III. Die auf Seite 56 sich vorfindenden Sätze über Drehspiegel-

achsen, die zeigen, daß nur 3 Klassen ohne Symmetrieebenen

möglich sind.

IV. Den allgemeinen Satz über die Lage der Symmetrieebenen, so-

yde den Satz 11 auf Seite 58 in allgemeiner Form.

Zunächst entsteht 1 Klasse, die nichts als parallele Symmetrie-

ebenen (bezw. aufs Kontinuum bezogen eine Sjmimetrieebene) enthält.

Dann lassen sich zu den 5 ersten Achsenklassen den Hauptachsen

parallele S3mimetrieebenen beifügen. Das gibt 5 neue Klassen.

Senkrecht zu den Hauptachsen sind ebenfalls Symmetrieebenen

möglich. Es entstehen wieder 5 neue Klassen.

Fügt man in paralleler oder senkrechter Lage zu den Hauptachsen

der 5 zweiten Achsenklassen Symmetrieebenen hinzu, so erhält man
infolge Satz 11 auf Seite 58 die anderen immer von selbst, ausgenommen

in zwei Fällen, wo die parallelen Symmetrieebenen den Winkel der

digonalen Achsen halbieren können, ohne selbst digonalen Nebenachsen

parallel zu laufen. Das ergibt 5 + 2 = 7 neue Klassen. Im ganzen
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sind somit l-\-5-\-ö-]-o-\-2 — 18 Klassen mit Symmetiieebenen ab-

leitbar, (las gibt mit den 11 -j- 3 = 14 Klassen ohne Symmetrieebeuen 32.

Der nach ausgeführter vollständiger Ableitung- der 230 Raumsysteme

eines Diskontinuums vorzunehmende Übergang- ins Kontinuum geschieht

am elegantesten mittels der Decktransforniationsbedingungen. Die Trans-

formationen irgend eines Koordinatensystems, denen Deckoperationen

entsprechen, bestehen im allgemeinen aus Richtungsänderungen der

Koordinatenachsen und Verschiebungen des Koordinatenanfangspunktes.

Im Kontinuum, wo jeder Punkt dem anderen identisch ist, sind die

letzteren bedeutungslos. Alle Raumsysteme, die sich lediglich in den

Verschiebungsgrößen voneinander unterscheiden, fallen daher tiberein

und bestimmen eine Klasse, die durch alle in den Decktransformations-

bedingungen auftretenden Winkel charakterisiert ist.

Fassen wir die Kristalle als homogene Diskontinua auf, so führt

die Untersuchung zu Größenordnungen der Identitätsabstände , die es

begTeiflich machen, daß die Körper uns in mancher Hinsicht als Kon-

tinua erscheinen. Es gilt das sowohl für die makroskopische als für

die mikroskopische Betrachtung. Für diese Betrachtungen ist die Ein-

teilung in die 32 Klassen die einzig mögliche und unterscheidbare. Die

einzeln zugehörigen Raumsysteme sind dann direkt nicht erkennbar,

die Klassen sind durch Drehungsachsen, Spiegelebenen, Drehspiegel-

achsen und Symmetriezentrum definiert. In diesem Sinne, auf Kontinua

bezogen, nennen wir die 32 Klassen Kristallsymmetrieklassen oder

kurz Kristallklassen; wir geben ihnen die gleichen Symbole wie

den 32 Klassen der Raumsysteme, schreiben aber die Buchstaben in

lateinischer Schrift. 0^21. bedeutet somit alle möglichen Raumsysteme

mit einer Parallelschar von Symmetrieebenen, einer Parallelschar darauf

senkrecht stehender digonaler Achsen und einer dadurch bestimmten

Schar von Symmetriezentren, C21, ist die gleiche, auf Kontinua oder

Scheinkontinua bezogene Kristallklasse, die durch eine Spiegelebene,

eine darauf senkrecht stehende Drehungsachse und ein im Schnittpunkt

befindliches Symmetriezentrum charakterisiert ist. (Bezeichnung von

Schoenflies.)

Während eine kennzeichnende Einzelbenennung der 230 Raum-
systeme zu komplexen Wortbildungen führen würde, die eine Übersicht

nicht erleichtern sondern nur erschweren, ist sie für die 32 Kristall-

klassen wohl angängig^).

Schon die Ableitung der Raumsysteme und ihrer 32 Klassen zeigt

die engen Beziehungen, die zwischen manchen Klassen vorhanden sind.

Durch Hinzufügen digonaler Achsen oder paralleler, beziehungsweise

^) Die nachfolgend skizzierte ist seit langem in Gebrauch und von allen die ein-

fachste und übersichtlichste. Auch Schoenflies hat sie benutzt.
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senkrecht stehender Symmetrieebenenscharen konnten wir ans Raum-

systemen mi(t einer einzigen Parallelschar digonaler, trigonaler, tetra-

gonaler, hexagonaler Achsen, oder mit drei gleichwertigen Parallelscharen

digonaler Achsen, neue Raumsysteme erzeugen. Schließlich ergab in

jedem dieser Fälle gleichzeitige Kombination irgend zweier Zusatz-

symmetrieelemente Kaumsysteme, die alle Symmetrieelemente zusammen

enthalten. Diese letzteren Klassen \^on Raumsystemen nennen wir

holoedrische Klassen, die Klassen der einfachen Achsenscharen

tetartoedrische Klassen, die Klassen, die daraus durch Kombination

mit einer einzigen neuen Symmetrieelementenschar ableitbar sind, hemi-

edrische Klassen.

Die'hemiedrischen Klassen enthalten nur einen Teil der isomorphen

Parallelscharen der holoedrischen Klassen, die tetardoedrischen nur einen

Teil der Parallelscharen aller Symmetrieelemente der hemiedrischen Klassen.

Hemiedrische Klassen, die nur Achsenscharen enthalten, nennen

wir enantiomorph hemiedrische Klassen. Es können in ihnen ent-

weder Raumsysteme vorkommen, die sich nur durch den Windungssinn

der Achsen voneinander unterscheiden, also verhalten wie linke und

rechte Hand (symmetrisch in bezug auf eine außenstehende Spiegel-

ebene = enantiomorph), oder es lassen sich zwei Systeme zusammen-

gehöriger Punktlagen auffinden, deren Verhalten zueinander ein der-

artiges ist.

Hemiedrische Klassen aiit Symmetrieebenen parallel einer Achsen-

schar der Tetartoedrie nennen wir hemimorph hemiedrische Klassen.

Die vorhandene höchstzählige Achsenschar ist hemimorph (polar), das

heißt Richtung und Gegenrichtung sind ungleichwertig. Schließlich

werden hemiedrische Klassen mit senkrecht zu den Hauptachsenscharen

stehenden Symmetrieebenenscharen als paramorph hemiedrisch be-

zeichnet. Zur weiteren Charakteristik wird angegeben, ob die Ausgangs-

achsenscharen von digonalem, trigonalem, tetragonalem oder hexagonalem

Charakter sind. Handelt es sich um drei aufeinander senkrecht stehende,

gleichwertige digonale oder tetragonale Achsen (verallgemeinerte Tetra-

eder- oder Oktaedergruppen), so fügen wir die Bezeichnung kubisch bei,

weil drei gleichwertigen Ausgangsachsenscharen die Richtungen der

Kanten eines Würfels besitzen.

Darnach erhalten wir zunächst:

Digonal tetartoedrisch (£2 bezw. C2

Digonal enantiomorph hem 9S bezw. V
Digonal hemimorph hem (Sov bezw. C2V

Digonal paramorph hem (i^^h bezw. C211

Digonal holoedrisch '
. 35], bezw. Vi,

Trigonal tetartoedrisch (i:; bezw. C3

Trigonal enantiomorph hem ®:; bezw. D»



102 Die Symmetrieeigenschafteu homogener Diskontiuua

Trig'onal liemimorpli hem. .

Trigoual paramorph hem. .

Trigonal holoedrisch . .

Tetragonal tetartoedrisch .

Tetrag-onal enantiomorph hem.

Tetragonal hemimorph hem. ,

Tetragonal paramorph hem.

Tetragonal holoedrisch . .

Hexagonal tetartoedrisch .

Hexagonal enantiomorph hem
Hexagonal hemimorph hem.

Hexagonal paramorph hem.

Hexagonal holoedrisch . .

Kubisch tetardoedrisch . .

Kuhisch enantiomorph hem.

Kubisch hemimorph hem. .

Kubisch paramorph hem. .

Kubisch holoedrisch . . .

Gav bezw.

Gsh bezw.

2)?,h bezw.

64 bezw.

2)4 bezw.

CE4V bezw.

(£411 bezw.

3)4h bezw.

(ie bezw.

2)6 bezw.

©Gv bezw.

(Seh bezw.

©eil bezw.

% bezw.

£) bezw.

Sd bezw.

Xh bezw.

Dl, bezw.

C:;u

C4

D4

C4U

D4,.

Ce

De

Cfiii

D,„

T

T.1

T,,

0„

Bei den durch Drehspiegelachsen charakterisierten Raumsystemen
ist folgendes zu bedenken. Hinzufügen digonaler, senkrecht zur Haupt-

achse stehender Achsen erzeugt stets auch iSj'mmetrieebenen parallel

der Drehspiegelachse. Wird die Drehspiegelebene zur Symmetrieebeue

erhöht, so wird die n- zählige Drehspiegelachse n- zählige g-ewöhnliche

Achse, das heißt es bildet sich eine der soeben erwähnten paramorphen

Klassen. Es gibt daher jeweils höchstens eine tetartoedrische und eine

hemiedrische neue Klasse, die durch n- zählige Drehspiegelachsen oder

n-zählige Achsen II. Art ausgezeichnet sind.

Die durch digonale Drehspiegelachsen (Symmetriezentren) allein

ausgezeichneten Eaumsysteme kommen nur in einer Klasse vor, da

wir keine niedriger-zähligen Nebenachsen hinzufügen können.

Das ergibt:

Digonal tetartoedrisch H. Art ^ (Si bezw. Ci

Tetragonal tetartoedrisch II. Art = ©4 bezw. S4

Tetragonal hemiedrisch 11. Art = 3Sd bezw. Va

Hexagonal tetartoedrisch II. Art = Gsi bezw. €31

Hexagonal hemiedrisch II. Art = ®3d bezw. Dsa

Scliließlich ergeben auch die Raumsysteme, die nur mouogonale

Achsen (entsprechend Deckung bei einer Drehung um 360^ = Identität)

enthalten, lediglich zwei Fälle. Niedriger-zählige Achsen, die kombiniert

werden könnten, gibt es nicht; die monogonalen Achsen können jede

beliebige Richtung besitzen, so daß also eine beliebig gelegene Symmetrie-

ebenenschar einzige Zusatzsvmmetrie ist.
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Monogonal hemiedriscli = iii bezw. Ci

Monogonal holoedrisch = tSs bezw. Cs

Damit sind mit wenigen Begriffen die einzelnen Kristallklassen

charakterisiert, und die Bezeichnungen geben bereits über die Zusammen-

hänge z\\ischen den Klassen Auskunft.

Ist die Hauptachse eine geradzahlige (2, 4, 6j, so lassen sich die

paramorphen Raumsysteme auch mit dem Sjmimetriezentrum als Zusatz-

symmetrie zu tetartoedrischen Raumsystemen ableiten, die holoedrischen

Klassen mittels Hinzufügen eines Symmetriezentrums zu enantiomorphen

Raumsystemen. Versucht man das gleiche in den Raumsystemen mit

trigonaler Achse, so wird die hexagonal tetartoedrische Klasse II. Art

paramorph hemiediische Klasse, die hexagonal hemiedrische Klasse II. Art

holoedrische Klasse. Es fallen dann weg: die trigonal paramorph hemi-

edrische Klasse und die trigonal holoedrische Klasse, beide können als

Klassen mit trigonaler Drehspiegelachse (die ja nach Seite 36 eine tri-

gouale Achse -f- senkrecht dazu stehende Symmetrieebene ergibt) auf-

gefaßt werden.

Bei einer derartigen Gruppierung sind die fünf einfachen Klassen

mit trigonaler Achse, wie wir später sehen werden, dadurch aus-

gezeichnet, daß sie eine rhomboedrische Translationsgruppe besitzen

können. Wir wollen sie daher zur Unterscheidung statt trigonal jetzt

rhomboe drisch nennen und erhalten so die Beziehungen:

rhomboedrisch tetartoedrisch = Cis bezw. C3 trigonal tetarto-

edrisch

S),s bezw. Dm = trigonal enantio-

morph hem.

bezw. Csv = trigonal hemi-

moi'ph hem.

bezw. C'si = hexagonal tetar-

toedr. IL Art

bezw. Dsd = hexagonal hemi-

edrisch II. Art

Die bereits in den Bezeichnungen zum Ausdruck kommenden Zu-

sammenhänge gestatten eine weitere Zusammenfassung der Kristallklassen.

Je nach Wahl der Ableitung erhalten wir:

le Klassen = 2 oder Monogonale Klassen

rhomboedrisch enautiomorph hem

rhomboedrisch hemimoriA hem. = G3

rhomboedrisch paramorph hem. = C£j

rhomboedrisch holoedrisch = ®

Digonale Klassen

Trigonale Klassen

5 + 1

Tetragonale Klassen = 5 + 2

Hexagonale Klassen = 5 + 2

Kubische Klassen = 5

Digonale Klassen =
Rhomboedrische Klassen =
Trigonale Klassen II. Art =
Tetragonale Klassen =
Hexagonale Klassen =
Kubische Ivlasseu =

2

5 + 1

5

+ 2

Total = 32 Total

= 5

= 32
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Bei der üblichen Ziisainnienfassimg der Klassen ist noch ein weiterer

Gesichtspunkt maßgebend gewesen, der eine leichte Modifikation des

Schemas zur Folge hat. Zur Darstellung der geometrischen Verhältnisse

eines Raumsystemes oder einer Kristallklasse benötigen wir drei nicht

komplanare Koordinatenachsen als Bezugssystem. Die Beziehungen werden

sich bedeutend vereinfachen, wenn diese Koordinatenachsen nicht willkür-

lich gewählt werden, sondern in möglichst einfache Beziehung zu den Sym-

metrieelementen und den durch sie ausgezeichneten Richtungen gebracht

werden. Soweit das Diskontinuum in Frage kommt, wissen wir, daß die

Betrachtung eines Parallelepipeds, dessen drei in einem Punkt zusammen-

stoßende Kanten ein primitives Tripel bilden und selbst primitive Strecken

sind, zur vollständigen Darstellung eines unbegrenzt ausgedehnten Baum-
systemes genügt. An der Voraussetzung, daß die Länge der Kanten,

als Einheitsmaßstäbe der Koordinatenachsen, primitive Strecken sind,

werden wir unter allen Umständen festhalten, es wird sich lediglich als

zweckmäßig erweisen können, von der Bedingung des einfach primitiven

Tripels zugunsten einfachster Lage gegenüber den Symmetrieelementen

abzusehen. Der Baum eines derartigen Parallelepipeds ist dann mehr-

fach primitiv, er darf aber naturgemäß nicht zu vielfach primitiv sein,

weil sonst der Vorteil der einfachen Beziehungen hinsichtlich der Deck-

operationen durch den Nachteil einer an sich überflüssigen Betrachtung

mehrerer identischer Elemente aufgewogen wird.

In zweckmäßigster Weise wird man diejenigen Bichtungen primi-

tiver Translationen zu Koordinatenachsenrichtungen wählen, welche

L Achsenscharen parallel gehen oder senkrecht auf ihnen stehen^

eventuell den Winkel gleichwertiger Scharen halbieren,

2. Symmetrieebenenscharen parallel sind oder auf ihnen senkrecht

stehen, beziehungsweise die Winkel gleichwertiger Symmetrie-

ebenenscharen halbieren.

Um nun überblicken zu können, ob bei einer derartigen Wahl die

Koordinatenparallelepipede vielfach primitiv werden, müssen wir im Zu-

sammenhang den Einfluß der Symmetrieelemente auf die Translations-

gruppe d. h. auf das System der Identitätsabstände betrachten.

1. Zunächst ist ohne weiteres ersichtlich, daß die Gruppe der

Translationen oder der Identitätsabstände stets von zentrosymmetrischem

Charakter ist, das heißt von irgend einem Punkt einer Geraden nach

beiden Richtungen hin gleiches Verhalten aufweist.

360*^
2. Die durch Drehung um um irgend eine der Achsen einer

n-zählig isomorphen Achsenschar auseinander hervorgehenden Identitäts-

abstände sind einander gleich, unbekümmert darum, ob die Achsenschar

aus Drehungsachsen oder Schraubenachsen oder aus beiderlei Achsen

besteht. (Identitätsabstände auf parallelen Geraden sind ja einander
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gleich und die Schraubimg' imter-

scheidet sich von der Drehung

nur um gleichzeitige Parallel-

verschiebung.)

3. Die durch Spiegelung au

Synimetrieebenen (Spiegelebenen

oder Gleitspiegelebenen) ineinander

überführbaren Geraden besitzen

gleiche Identitätsabstände.

Die beiden letzteren Sätze

lassen sich auch in einen Satz zu-

sammenfassen: In gleichwertigen

Richtungen sind die Identitäts-

abstände einander gleich.

i. In irgend einer Ebene

parallel zu einer digonalen Achse

gibt es immer höchstens doppelt-

primitive Translationsrechtecke,

deren eine Seite der primitiven

Translation in der Achsenrichtuug

gleich ist. Beweis: Wir betrach-

ten Fig. 46. B-A-J sei die Rich-

tung einer digonalen Achse, die

Drehungsachse oder Schrauben-

achse sein kann. BA = AJ sei

der Identitätsabstand auf dieser

Achse. Mit BA bilden CA und

DA ein primitives Tripel. In der

Ebene B AH L ist somit B A und

C A ein primitives Paar von

Translationen. Nach Satz 2 muß
es einen Identitätsabstand EA
= CA geben, wenn ^ CAB =
^BAE. Es ist Punkt E dem
Punkt C ident, so daß CE senk-

recht auf B A eine primitive

Translation darstellt. Ihr parallel

und gleich sind AR und BL. Das

Translationsrechteck B A H L ist

doppeltprimitiv, es enthält im Zen-

trum einen mit den Eckpunkten

identischen Punkt. Ebenso ist

das Reckteck BAGM doppelt-

Fig. 46. Digonale Achsen und Identitäts-

abstände (perspektivisclie Figur).
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primitiv. Man findet AG = BM = FD als primitive Translation

in gleicher Weise. Sowohl CA als DA hatten beliebige Lage. Es

wäre als Spezialfall noch möglich, daß sie senkrecht auf BA stehen

würden, also BA, HA, GA selbst ein primitives Tripel bildeten. Dann

wären die Translationsrechtecke in diesen Ebenen nur einfachprimitiv.

5. In Ebenen • senkrecht

auf einer Symmetrieebene gibt

es stets Translationsrechtecke,

die höchstens doppeltprimitiv

sind, wenn deren eine Seite

eine primitive Translation par-

allel der Symmetrieebene dar-

stellt. Beweis (siehe Fig. 47)

:

Es sei AB C G eine Symmetrie-

ebene (Spiegelebene oder Gleit-

spiegelebene) , B A und C A
sollen darin ein primitives Paar

von Identitätsabständen sein,

das mit D A ein primitives

Tripel bildet (bezw. DA und

CA sind ein primitives Paar).

Dann ist nach Satz 3 ED ±
Ebene (AB CG) ebenfalls eine

primitive Translation, da E mit

D identisch ist. AF = CH
= ED. Rechteck AFCH =
doppeltprimitiv. Stände A D

selbst senkrecht auf der Symmetrieebene, so wäre schon ein einfach-

primitives Translationenparallelogramm ein Rechteck.

Auch über die relative Größe der aufeinander senkrecht stehenden

Translationen derartiger Ebenen im Vergleich zu einem anderen kom-

planaren primitiven Translationspaar sind Aussagen möglich. Es seien

a und b die senkrecht aufeinander stehenden Identitätsabstände. Bilden

sie ein einfach primitives Rechteck, so ist ab = J, wenn J der kon-

stante Inhalt eines primitiven Parallelogrammes der betreffenden Ebene

ist. Es möge nun im Winkel o? zu a eine Translation b' ebenfalls ein

primitives Paar mit a bilden. Dann ist a b' sin co = J beziehungsweise

b' = —.
. Da sin et» immer ein echter Bruch ist, wird die absolute

a sin CO

Größe von b' stets die von b übersteigen, b ist daher in diesem Falle

immer die kürzeste Translation, welche mit a in der betreffenden Ebene

ein primitives Paar bildet. Ist a b = 2J, so werden von vornherein

alle mit a ein primitives Paar bildenden Translationen b' der Ebene,
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deren Neigungswinkel gegen a kleiner als 30" ist, griißer als 1> sein

müssen. .

aiy sin CO = J: V = —
'. > als —^. wenn sin oj < „ .

a sin «^ a ^2

Der Identitätsabstand 1)' vom Eckpunkt des Rechteckes zum ßechteck-

zentrum ist nur dann kleiner als b, wenn — ) tg 30". das heißt
a ^ ^

> 0,57735 ist.

Nach diesen Erörtenmgen ist es möglich die zweckmäßige Wahl
der Koordinatenachsenparallelepipede zu diskutieren und zu untersuchen,

welche Kristallklassen auf gleich zueinander stehende Koordinatenachsen

bezogen werden können. Daß alle Raumsysteme einer Klasse in dieser

Hinsicht auf ein und dasselbe Bezugssystem zurückgeführt werden können,

geht bereits aus den Sätzen 2 und 3 hervor. Im Kontinuum bilden die

Richtungen der Kauten der Parallelepipede die Richtungen der Koordi-

natenachsen oder, wie man sagt, der kristallographischen Achsen.

Die Parallelepipede selbst mit den Identitätsabständen in diesen Rich-

tungen als Kantenlängen nennen wir Elementarparallelepipede^).

Die Klassen di und (ii stellen keine Bedingungen an die Trans-

lationsgruppe. Irgend ein primitives Tripel a, b, c mit den Winkeln «, ß, y

zwischen den Translationsrichtungen kann die Kanten eines einfach

primitiven Elementarparallelepipeds liefern. In den Figuren 2—4 sind

derartige Elementarparallelepipede abgebildet, wir nennen sie triklin

und vereinigen die beiden Klassen zu einer triklinen Abteilung.

Die Klassen So, ßs und (£2h sind dadurch ausgezeichnet, daß sie

entweder eine einzige Schar von digonalen Achsen oder von Symmetrie-

ebenen besitzen oder daß beide Elemente in gegenseitig rechtwinkliger

Lage vorhanden sind. Eine Richtung ist in bezug auf die Symmetrie-

eigenschaften in allen Klassen ausgezeichnet. Es ist die Richtung

parallel der digonalen Achsenschar beziehungsweise senkrecht zur Sym-

metrieebenenschar. Wir machen diese Richtung zur b-Koordinatenachse

und setzen fest, daß die Länge von b dem Identitätsabstand in dieser

Richtung gleich sein soll. Aus den Sätzen 4 und 5 ist ersichtlich, daß

es senkrecht zu dieser Richtung stets primitive Translationen gibt, die

mit b höchstens doppeltprimitive (zentrierte) Rechtecke bilden. Ist

eine Symmetrieebenenschar vorhanden, so sind die Translationen cÜeser

parallel. Die Figuren 46 und 47 geben direkt die konstruktiven

Beweise.

^) Wenn a, b, c die Kanten dieser Parallelepipede sind, so nennen wir dem-

entsprechend alle als geometrische Summen daraus ableitbaren Translationen „elementare

Translationen" und die Punktschar der Schnittpunkte „Elementarschar der

Punkte". Nicht durch Elemeutartranslationen auseinander ableitbare Punkte werden

als nicht elementar oder elementar unabhängig bezeichnet.
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Wir wählen nun zwei (nämlich a und c) von diesen Translationen

senkrecht zu b aus, die selbst ein primitives ParallelogTamm in der

Ebene senkrecht zu b bilden. Auch die Diagonale d dieses Parallelo-

grammes bildet mit a oder c ein ])rimitives Paar. Es lassen sich dann

zwei mögliche Fälle unterscheiden

:

I. a und c bilden mit b ein einfach primitives Tripel. Die Recht-

ecke a-b, c-b und d-b sind selbst einfachprimitiv und das aus

a, b, c als Kanten gebildete Elementarparallelepiped ist gleich-

falls einfachprimitiv,

n. Das Tripel a, b, c ist nicht einfachprimitiv.

Das Elementarparallelepiped a, b, c beherbergt daher noch weitere

mit den Eckpunkten identische Punkte. Einige der primitiven Trans-

lationen der Ebene a c bilden dann sicherlich mit b nurmehr doppelt-

primitive, zentrierte Rechtecke und es geht aus den Beziehungen der

primitiven Translationen hervor, daß auch von den drei Translationen

a, c, d eine sich so verhalten muß. Wären es zwei, so könnten ac oder

ad oder cd kein primitives Paar mehr sein, was wir vorausgesetzt haben.

Betrachten wir beispielsweise Fig. 46. Sowohl das Rechteck ABHL
als das Rechteck AB GM sind doppeltprimitiv zentriert. Dann ist auch

CD
II

der Ebene AGNH ein Identitätsabstand, woraus folgt, daß K
mit A identisch ist. AH und AG bilden daher kein primitives Paar

mehr, wir müßten AH und AK oder AK und AG neben BA als Kanten

des einfachsten Elementarparallelepipeds wählen. Da in den Ebenen

senkrecht zu b keine Richtung vor einer anderen ausgezeichnet ist,

steht dem nichts im Wege. Ist nun eines der Rechtecke ab oder cb

oder db doppeltprimitiv zentriert, so ist das Elementarparallelepiped

a, b, c ebenfalls doppeltprimitiv. Wir nennen es einfachflächenzentriert,

wenn eine Seitenfläche ab oder cb zentriert ist, innenzentriert, wenn
die Diagonalebene d b in der Mitte (d. h. in der Mitte des Parallelepipeds)

einen mit den Eckpunkten identischen Punkt besitzt. Beide Möglich-

keiten sind hier übrigens prinzipiell voneinander nicht verschieden, wir

brauchen im letzteren Falle nur an Stelle von a oder b die primitive

Translation d zur Kantenrichtung zu wählen, um ein einfachflächen-

zentriertes Elementarparallelepiped zu erhalten. Die Elementarparallel-

epipede der Klassen (io, (S« und ü>h sind somit dadurch ausgezeichnet,

daß eine der Kantenrichtungen senkrecht auf den beiden anderen steht.

Diese ausgezeichnete Kante ist parallel einer digonalen Achsenschar, be-

ziehungsweise senkrecht auf einer Symmetrieebenenschar. Die beiden

anderen Kanten sind beliebig wählbar, in zweckmäßig einfachster Weise

eben so, daß sie in ihrer Ebene ein primitives Paar bilden.

Von den sechs Bestimmungsgrößen eines Elementaiparallelepipeds

a, b, c, «, ß, y sind hier zwei eindeutig festgelegt, a und 7 bilden rechte
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Winkel. Elementarparallelepipede dieser Art nennen wir monoklin

nnd wir erhalten den Satz:

Die Klassen (£2, ßs, (i2h sind dadurch ausgezeichnet, daß

sich immer primitive Translationen finden lassen, welche die

r

Fig. 48. Einfacbprimitives, monoklines

Elementarparallel epiped

.

(4 Elementarparallelepipede.)

Fig. 50. Doppeltprimitives, innenzen-

triertes, monoklines Elementarparallel-

epiped. (Am Parallelepiped links ist ge-

zeigt, wie die Umwandlung in ein einfach

flächenzentriertes Elementarparallelepiped

erfolgen kann.)

Fig. 49. Doppeltprimitives, einfach

flächenzentriertes, monoklines Elementar-

parallelepiped.

/
/



110 Die Symmetrieeigenschaften homogener Diskontinua

Kanten eines einfach- oder höchstens doppeltpvimitiven mouo-
klinen Elementarparallelepipeds bilden. Sie werden daher zu

einer monoklinen Abteilung vereinigt.

Aus den Erörterungen auf Seite 64 und Seite 78 geht hervor, daß

die Raumsysteme (£2\ ^2^, C£s\ iS^^ infolgedessen auch ß2!i\ ^£21,^, ß2h^, C£2h^

stets mit einfachprimitiven monoklinen Elementarparallelepipeden in

Verbindung stehen, während für G2"\ ß.s'^ ^s^, ^2h^ (^2h^ die Elementar-

])arallelepipede doppeltprimitiv sind.

Die Klassen (i2v, 33, 3Sh besitzen, wie leicht ersichtlich, den

Klassen (S2, (£« oder ß2h entsprechende Symmetrieverhältnisse in drei

aufeinander senkrecht stehenden Richtungen. Drei wechselweise auf-

einander senkrecht stehende, verschiedenwertige Richtungen sind da-

durch ausgezeichnet, daß sie digonalen Achsen parallel gehen, auf.

Symmetrieebenen senkrecht stehen, oder beide Eigenschaften gleich-

zeitig erfüllen. Die Koordinatenachsen legen wir daher zweckmäßig in

diese Richtungen und geben den Kanten des so bestimmten rhom-
bischen Elementarparallelepipeds die Länge der betreffenden

Identitätsabstände. Nach den Sätzen 4 und 5 auf Seite 105 sind die

von den Seitenflächen oder Diagonalflächen gebildeten Rechtecke einfach-

primitiv oder doppeltprimitiv, im letzteren Falle zentriert.

1. a, b, c die Kanten des rhombischen Elementarparallelepipeds

bilden ein primitives Tripel. Alle Seiten- und Diagonalrechtecke sind

einfachprimitiv wie das Elementarparallelepiped selbst. Zwei nächste

identische Achsen oder Symmetrieebenen werden durch senkrecht darauf

stehende Translationen miteinander verbunden, die Raumsysteme ^)

SS'— 33^, (S2v^— (S2v^^ 3Sh^— SSh^*^ gehören derartigen Elementarparallel-

epipeden an (siehe Fig. 52)-).

2. Ein Seitenflächenpaar wird von doppeltprimitiven Rechtecken

gebildet. Das rhombische Elementarparallelepiped ist dann doppelt-

primitiv und zAvar einfach flächenzentriert. Ist beispielsweise

(Fig. 53) das Rechteck ab zentriert, so lautet ein primitives Tripel

^--\- ^, ^ 5 , c. Aus den früheren Erörterungen geht hervor, daß

die Raumsysteme SS^ 3^^ ^2y^^—^-iv^\ SSh'^— 3Sh'^ mit derartigen rhom-

bischen Elementarparallelepipeden in Verbindung stehen.

3. Die Seitenflächenrechtecke sind einfachprimitiv, die Rechtecke

der Diagonalflächen aber doppeltprimitiv. Das Elementarparallelepiped

besitzt dann im Zentrum einen mit den Eckpunkten identischen Punkt.

Es ist doppeltprimitiv innenzentriert und ein primitives Tripel ist

*) Die Raumsysteme sind in der Reihenfolge der Numerierung geordnet gedacht.

^) Kräftige durchbrochene Linien kennzeichnen jeweilen ein primitives Tripel.

Identische Punkte sind durch kleine ausgefüllte Kreise 'markiert.
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in y+y + y , Y—Y -h |-, c gegeben (siehe Fig. 54). Die Raum-

systeme SS^ 3^^ ßav'*'— (J2v^', 35h'-'^— SSh'^ müssen auf rhombische innen-

zentrierte Elementaiiiarallelepipede bezogen werden.

Fig. 52. Einfachprimitives, rhombisches

Elementarparallelepiped.

(Je 2 Elementarparallelepipede.)
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Seitenflächen und zugleich Diagonalebeneu zentriert., so entstünden

identische Punkte auf den Kantenmitten, man müßte dann der Voraus-

setzung- gemäß die betreffenden Kantenlängen halbieren und würde einen

der obigen vier Fälle enthalten. In diesen vier Fällen sind alle Möglich-

keiten realisiert, einem Farallelepiped , dessen Kanten primitive ver-

schiedenwertige Translationen sind und dessen Seitenflächen einfache

oder doppeltprimitive Parallelogramme bilden, weitere den Eckpunkten

identische Punkte beizufügen. Die rhombischen Eiern entarparallelepipede

besitzen nur noch drei Bestimmungsgrößen a, b, c, alle drei Winkel a, ß, y
sind 90^. Wird ein rhombisches Elementarparallelepiped derart de-

formiert, daß ein Winkel z. B. /?>90" wird, so geht es in ein mono-

klines über und es mag erwünscht sein nachzuweisen, daß sich die vier

Fälle dann auf nur zwei prinzipiell verschiedene reduzieren. Zu dem
Zwecke betrachte man die Figuren 48—51. Fig. 48 stellt den Fall

eines einfachprimitiven monoklinen Elementarparallelepipeds dar. Fig. 50

zeigt ein innenzentriertes monoklines Elementarparallelepiped. Da die

Richtungen c und a keinerlei Auszeichnung mehr besitzen, läßt sich,

wie die linke Hälfte der Fig. 50 zeigt, das Farallelepiped auch so wählen,

daß zwei gegenüberliegende Seitenflächen zentriert sind: es ist dann

von denen der Fig. 49 prinzipiell nicht mehr verschieden. Fig. 51 zeigt

schließlich, wie ein allseitig flächenzentriertes monoklines Elementar-

parallelepiped durch ein einfach flächenzentriertes, ebenfalls monoklines,

Elementarparallelepiped ersetzt werden kann.

Immerhin mag es zum Vergleich mit rhombischen Eaumsysteraen

manchmal erwünscht sein, auch das monokline Koordmatenparallelepiped

in einer der vier allgemeinen Formen zu wählen. In diesem Sinne kann

man dann auch allseitig flächenzentrierte, monokline Elementarparallel-

epipede zur Darstellung benutzen. Besonders zweckmäßig wird ein der-

artiges Verfahren sein, wenn der Winkel/:? der Fig. 51 nahezu 90" ist,

ein vierfachprimitives monoklines Elementaiijarallelepiped als schwach

deformiertes rhombisches erscheint. Aus gleichem Grunde lassen sich

zu Sonderzwecken auch etwa trikline Elementarparallelepipede als ein-

fach flächenzentriert, als innenzentriert oder gar allseitig flächenzentriert

wählen.

Ist den Raumsystemen eine trigonale Achsenschar eigen, so müssen

die Identitätsabstände, die durch Drehung von 120** oder 240" um die

Hauptachse auseinander hervorgehen, gleich groß sein. In den Ebenen

senkrecht zu den trigonalen Achsen folgen sich gleiche Identitätsabstände

des zentrosym metrischen Charakters der Translationen wiegen schon in

Winkeln von 60", sie bilden die Radien und Seiten eines regelmäßigen

Sechseckes. Gleiches ist der Fall, wenn die Hauptachsenschar hexagonal

ist. Bilden irgend zwei der gleichwertigen, in der Ebene senkrecht zu

den Hauptachsen liegenden, primitiven Translationen mit dem Identitäts-
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abstand in der Hauptachseurichtung ein primitives Tripel, so bestimmen

identische Punkte Ecken und Basiszentren parallelgesteilter hexa-

gonaler Säulen, beziehungsweise Eckpunkte lückenlos aneinander

gereihter gleichseitiger trigonaler Säulen. Je zwei mit einer

Seitenfläche aneinander stoßende trigonale Säulen formen ein Parallel-

epiped, das als elementar bezeichnet werden kann (siehe linke Hälfte

der Fig. 56). a = b; ^ ß = :^ a = 90»; Xy = 120<>. Ein der-

artiges gewöhnlich hexagonales Elementarparallelepiped besitzt

als Kantenrichtungen Koordinatenachsen, wie sie bei der Bravaisschen

Svmbolisierung in den hexa-

Ix—
-^'^gonalen und trigonalen Kri-

stallklassen verwendet wer-

den. Der dritte Index des

vierstelligen Symboles, der

sich auf die negative

Zwischendiagonale bezieht,

fällt dann fort. Um den

Vergleich mit den übrigen

Kaumsystemen möglichst ein-

fach zu gestalten, drängt

sich eine andere Wahl des

Koordinatenparallelepipeds

auf, nämlich in der Weise,

wie die rechte Hälfte der

Figur 56 veranschaulicht.

Dieses orthohexagonale
Elementarparallelepiped

ist dann doppeltprimitiv,

basisflächenzentriert. a=^ ß
= 7 = 90^ a' = bVlJ.

Von Sehr auf und anderen sind auch die Flächenkomplexe der Kristalle

der hexagonalen und trigonalen Klassen auf derartige Koordinatenachsen

bezogen worden, mit dem Unterschied, daß b' = a y^ gewählt wurde.

Es ist liier absichtlich die um 90" gedrehte Stellung benutzt worden,

um sofort das orthohexagonale Elementarparallelepiped von einem ge-

wöhnlichen rhombischen zu unterscheiden, wo in konventioneller Weise

die längere der horizontalen Kantenrichtungen zur b-Achse gemacht wird.

Dem Vergleich ist dies nicht hinderlich, da eine Vertauschung des

ersten und zweiten Index eines Flächensymbols sofort die richtigen

Beziehungen ergibt.

Es ist nun zu untersuchen, ob sich unter allen Umständen einfach-

primitive, gewöhnlich hexagonale, oder doppeltprimitive orthohexagonale

Elementarparallelepipede konstruieren lassen. Ist a, b, c kein primitives

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums ^^

Fig. 56. Elementarparallelepipede bei liexagonaler

Translationsgruppe.

(Links = gewöhnlich hexagonales, rechts = ortho-

hexagonales Elementarparallelepiped.
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Tripel, so gibt es schief zur trigonaleu (oder hexagonalen) Achse sicherlich

einen passenden kürzesten Identitätsabstand. Ist die Achse nur trigonal

oder hexagonal zweiter Art, so werden zunächst zu diesem Identitäts-

abstand zwei gegen die Achse gleichgeneigte gleichwertige Identitäts-

abstände gehören, die als Kanten eines Parallelepipeds , das in diesem

FaUe alsRhomboeder bezeichnet wird, aufgefaßt werden können (siehe

Fig. 57, wo die trigonale Achsenrichtung durch AA' gegeben ist). Bleibt

die Rhomboederkante tatsächlich kürzester Identitätsabstand, so ist das

Rhomboeder einfachprimitiv. Es läßt sich nun leicht beweisen, daß das

ßi^'

Fig. 57. Einfachprimitives

Elementarrhomboeder.

Fig. 58. Beziehung des Elementar-

rhomboeders zu den Symmetrie-

elementen.

letztere nur bei trigonaler Achse erster Art (fehlender horizontaler

Symmetrieebene) oder bei hexagonaler Drehspiegelachse (zweiter Art)

möglich ist. Bereits die Betrachtung der Symmetrieverhältnisse der-

artiger Rhomboeder zeigt, daß horizontale Symmetrieebenen irgend-

welcher Art, sowie hexagonale gewöhnliche Achsen fehlen. Es seien

nun in Fig. 58 die Geraden AB, AC, AD drei gleichwertige primitive

Translationen. Die senkrecht zu den trigonalen Achsen stehende Ebene

B C D oder eine dazu parallele Ebene soU Symmetrieebene sein. Dann
müssen CE = BE = DE = AB = AC = AD ebenfalls primitive

Translationen darstellen. Ihnen gehen durch A parallel AH, AG, A F.

Auch F, G, H wären mit A, B, C, D, E identische Punkte, woraus folgt,
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daß dies auch für K gilt. Konstruieren wir mit AB, AC, AD als

Kanten ein Rhomboeder, wie es in Fig-. 57 abgebildet ist, so würde

dieses in den Mittelpunkten- der Dreiecke B C D und B' C D' mit den

Eckpunkten identische Punkte besitzen. Es wäre dreifachprimitiv.

Dann können aber AC, AB, AD gar nicht kürzeste Identitätsabstände

sein, AK als Kathete der rechtwinkligen Dreiecke mit AC oder AB
oder AD als H3'potenuse ist ja noch kleiner. Und es lassen sich in

diesem Falle stets orthohexagonale doppeltprimitive oder gewöhnlich

hexagonale einfachprimitive Elementarparallelepipede (beispielsweise mit

der Basisfläche F C K G und der Höhe K A der Fig. 58) konstruieren.

Zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn die Hauptachsenschar hexa-

gonal I.Art ist. AF, AG, AH stellen sich jetzt infolge der Sechs-

zähligkeit der Achse ein.

Konstruiert man anderseits in Eaum-

systemen mit einfachprimitiven Rhomboedern

als Translationsgruppe, das einfachste von

zwei trigonalen Säulen gebildete, in seinen

Ecken mit identischen Punkten besetzte,

Elementarparallelepiped, so findet man, daß

es dreifachprimitiv ist (das orthohexagonale

Elementarparallelepiped ist also sechsfach-

primitiv). Die mit den Eckpunkten identischen

Punkte befinden sich, me Fig. 59 zeigt, in

Vs und Vs Höhe auf den Mttelachsen der

trigonalen Säulen. Vergleicht man mit diesen

Angaben die bei der Ableitung der Eaum-

systeme mit trigonalen Achsen sich vor-

findenden Erörterungen, S0| ist leicht ersicht-

lich, daß mit einfachprimitiven Rhomboedern

als Elementarparallelepipeden Achsenscharen

Fig. 59.

Gewöhnlicli hexagonales

(dreifachprimitives) Elementar-

parallelepiped bei rhomboedri-

scher Translationsgruppe.

©3* unlöslich verbunden sind, währenddem zu

Achsenscharen (£3*— ßs^ oder Se^— ße® stets einfachprimitive gewöhnlich

hexagonale, beziehungsweise doppeltprimitive orthohexagonale, Elementar-

parallelepipede gehören.

Digonale Achsenscharen senkrecht zu den Hauptachsen, ferner

Symmetrieebenenscharen parallel den Hauptachsen, ändern daran nichts,

solange die Hauptachsenschar als solche erhalten bleibt. Die digonalen

Achsen und Sjanmetrieebenen müssen infolge der Sätze 4 und 5 einer

Kante des Basisrechteckes orthohexagonaler Säulen parallel verlaufen.

Bei einfacher rhomboedrischer Trauslationsgruppe (mit ©3"^) müssen die

Symmetrieebenen den Rhomboederkanten , die digonalen Achsen den

horizontalen Flächendiagonalen (die Rhomboeder werden stets mit der

trigonalen Achse als Vertikalrichtung aufgestellt) parallel gehen.
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Vom strukturellen Standpunkte würde sich folgende Einteilung

der Raumsysteme mit nur einer trigonalen oder hexagonalen Achsen-

schar rechtfertigen.

A. Rhomboedrische Unterabteilung. Einfachprimitive rhom-

boedrische Elementarparallelepipede sind vorhanden. Das ein-

fachste gewöhnlich hexagonale Elementarparallelepiped ist drei-

fach, das orthohexagonale sechsfach primitiv.

Hierher gehören die Raumsysteme ^3'^, (£31', ß3v^ ^sv",

^p/, ®3d^ ^3d^

B. Trigonale Unterabteilung. Die Hauptachsenschar ist trigonal

oder hexagonal zweiter Art. Einfachprimitive gewöhnlich hexa-

gonale, bezw. orthohexagonale doppeltprimitive Elementarparallel-

epipede lassen sich konstruieren, währenddem die einfachsten

Rhomboeder dreifach primitiv sind. Dieser Unterabteilung

müssen alle Raumsysteme (S3^-ß3^ ß^siS ßsv^-ßsv^, 2)3^-^3'',

2)3d^-®3d^, sowie die Klassen dsh und S)3h zugerechnet werden.

C. Hexagonale Unterabteilung. Die Hauptachsen sind hexa-

gonal. Das gewöhnlich hexagonale Elementarparallelepiped ist

einfach, das orthohexagonale doppelt primitiv, Rhomboeder sind

mindestens dreifach primitiv. Die Klassen ©e, Sei,, ßev, ®6, 2)f;i.

gehören hierher.

Um die Klassen nicht aufzulösen, faßt man A und B zu einer

rhomboedrischen, C zu einer hexagonalen Abteilung zusammen.

Schwankend ist die Stellung der in der Natur in Kristallformen kaum

vertretenen Klassen ßsh und ®3h.

Das Rhomboeder ist charakterisiert durch a = b = c; a = ß = y.

Auch die kubischen Klassen enthalten Achsenscharen ßs"*, und zwar in

vier gleichwertigen Richtungen. In der Tat ist das Elementarparallepiped

der kubischen Klassen, der Würfel, nichts anderes als ein spezielles

Rhomboeder mit « = /? = y =: 90*^. Bei den Elementarwürfeln werden

wir späterhin einfach primitive, allseitig flächenzentrierte und innen-

zentrierte unterscheiden. Da ein Rhomboeder stets in einfacher Weise

als deformierter Würfel mit a = ß = y <90^ aufgefaßt werden kann,

wollen wir auch die den verschiedenen Würfeln entsprechenden Rhom-

boeder betrachten. Fig. 60 zeigt ein allseitig flächenzentriertes Rhom-

boeder. Ohne weiteres ist klar, daß wegen der Dreizähligkeit der

Hauptachse alle Flächenpaare zentriert sein müssen, wenn das für eines

gilt. Nun können aber, wie aus der Fig. 60 hervorgeht, auch die von

der Polecke nach den Flächenmitten gehenden Identitätsabstände als

Polkanten eines Rhomboeders aufgefaßt werden. Dieses gestrichelt ein-

gezeichnete Rhomboeder ist einfach primitiv. Der Kristallograph wird

erkennen, daß, wenn das flächenzentrierte Rhomboder ein Bravais sches
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Symbol 1011 oder ein Miller sches Symbol 100 besitzt, sein einfach

primitives Rhomboeder durch 0221 bezw. 111 gekennzeichnet ist.

Wird umgekehrt das einfachprimitive Rhomboeder als Grundrhomboeder

1011 bezeichnet, so ist das Rhomboeder 0112 bezw. 110 stets

flächenzentriert. Da die Rhomboederkanten nicht wie im Würfel be-

stimmten Achsenrichtungen parallel gehen, steht es unserem Belieben

anheim, stets das einfachstprimitive Parallelepiped zur Koordinaten-

Fig. 60. Ein allseitig flächenzentriertes

Rhomboeder enthält immer ein einfach-

primitives Rhomboeder.

Fig. 61. Aus innenzentrierten, doppelt-

primitiven Rhomboedern lassen sich ein-

fachprimitive konstruieren.

darstellung zu verwenden. Nur zu Vergleichzwecken mit kubischen Raum-
systemen rechtfertigt sich etwa die Wahl flächenzentrieter Elementar-

rhomboeder. Ist wie in Fig. 61 ein Rhomboeder innenzentriert, so gibt

es wiederum ein einfach primitives Rhomboeder, dem die Symbole 0112!

bezw. 110 zukommen, sofern das erstere als Grundrhomboeder be-

zeichnet wird. Zu einem einfachprimitiven Rhomboeder
j
100 gehört

stets ein innenzentriertes {lul Auch in diesem Falle werden wir nur

zu ganz besonderen Vergleichszwecken die komplexere, doppeltprimitive

Form zur Koordinatendarstellung benutzen.
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In ßaurasySternen, die durch eine einzige tetragonale Aclisen-

schar irgendwelcher Art ausgezeichnet sind, müssen alle in bezug auf diese

Hauptachse gleichwertigen Richtungen gleiche Identitätsabstände besitzen.

Den Identitätsabstand in Richtung der tetragonalen Achsenschar wählen

wir zur c- Kante des Eiernentarparallelepipeds. In der Ebene senkrecht

dazu benutzen wir als a- Kante den kürzesten Identitätsabstand ; in der

gleichen Ebene gehört ihm im Winkelabstand von 90^ ein gleichwertiger

Identitätsabstand zu, er \drd zur b- Kante. So entsteht ein recht-

winkliges Elementarparallelepiped mit quadratischem Grundriß, wir

nennen es tetragonales Elementarparallelepiped.

a = b, c; a = ß = Y = 90^

Es sind nun zwei Fälle möglich.

1. Die beiden kürzesten gleichwertigen (und gleichgroßen) Identitäts-

abstände der Ebene senkrecht zur tetragonalen Achsenschar bilden

mit dem Identitätsabstand in der Hauptachsenrichtung ein pri-

mitives Tripel (a, b, c). Dann ist das tetragonale Elementar-

parallelepiped einfach primitiv, es besitzt keine weiteren mit den

Eckpunkten identischen Punkte.

2. a, b, c ist kein primitives Tripel. Dann muß es, da a und b als

kürzeste Identitätsabstände einer Ebene ein primitives Paar bilden,

sicherlich einen schief zur Hauptachsenrichtung verlaufenden

Identitätsabstand geben, der a und b zu einem primitiven Tripel

ergänzt. Dieser Abstand kann nur Kante einer tetragonalen

PjTamide mit dem primitiven Quadrat als Basis sein, denn wäre

er das nicht, so würden die zur Hauptachsenrichtung gleich-

geneigten nach Drehungen um 90", 180", 270" entstehenden

primitiven Translationen auf der Grund-

ebene neue identische Punkte erzeugen,

die unsere willkürlich wählbare Voraus-

setzung umstürzen.

In Fig. 62 sind AC und AB das

senkrecht aufeinander stehende primitive

Translationenpaar einer auf der Hauptachse

.

senkrecht stehenden Ebene. AE bilden

damit ein primitives Tripel. Dann müssen

EC, ED, EB gleich groß wie AE sein

und aus AE durch Drehung um 90", 180",

270" hervorgehen, sollen (außer den Eck-

punkten des Quadratsystemes) der Basis-

fläche keine . weiteren identischen Punkte

angehören. Es sind dann aber auch F, G,

Fig. 62. Das tetragonale H, K mit A, B, C, D, E identisch. A K,

Elementarparallelepiped. BH, CF, DG stehen rechtwinklig auf der
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Basisfläche und bilden ein tetragonales Elementarparallelepiped, das

durch E lediglich innenzentriert, also doppeltpriniitiv, geworden ist.

Kommen nun horizontal verlaufende digonale Achsen oder vertikal

gestellte Symmetrieebenenscharen hinzu, so können sie nach den Sätzen 4

und 5 (oder auch wegen der Vertauschbarkeit der Achsen) nur die Rich-

tungen der Seiten oder Diagonalen des Basisquadrates besitzen. Aus-

genommen in einer Klasse (S3d) besitzen gleichgeartete Symmetrieelemente

immer beiderlei Richtungen, so daß a und b dann digonalen Achsen

oder Symmetrieebenen oder beiden parallel gehen. In SSa gehen der

einen Richtung Achsen, der anderen Richtung Symmetrieebenen parallel.

Setzen wir nun willkürlich fest, wie das der Kristallograph in der makro-

Fig. 63. Beziehung zwischen dem ein-

fach flächenzentrierten doppeltprimitiven

und dem einfachprimitiven tetragonalen

Elementarparallelepiped.

/
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basiszentrierte, oder allseitig flächenzentrierte tetragonale Elementar-

parallelepipede zur Darstellung zu benutzen. Wiederum steht die Art

der isomorphen Parallelscharen mit der Art des Elementarparallelepipeds

in kausalem Zusammenhang, so daß einzelne Raumsysteme auf ein ein-

fach primitives, andere auf mehrfach primitive Elementarparallelepipede

bezogen werden müssen. Aufschluß darüber gibt die am Ende dieses

Abschnittes befindliche Tabelle.

In allen kubischen Raumsystemeu finden sich drei aufeinander

senkrecht stehende Scharen gleichwertiger, digonaler oder tetragonaler

Achsen. Die Identitätsabstände in diesen drei Richtungen müssen so-

mit einander gleich sein; sie bilden die Kanten eines Würfels (Kubus,

Hexaeder). Dieser Würfel sei Elemeutarparallelepiped. Ein Vergleich

mit den Raumsystemen von beliebig rechtwinkligem Parallelepiped

(Klassen 62V, SS, 9Sh) zeigt, daß auch der Elementarwürfel einfach-,

doppelt- oder vierfach-primitiv sein kann. Ist er einfachprimitiv, so ist

ein primitives Tripel direkt durch a = b = c gegeben (siehe Fig. 65).

Ist er doppeltprimitiv, so kann er als Würfel nur innenzentriert sein,

denn wenn ein Flächenpaar zentriert ist, müssen wegen der Vertausch-

barkeit der drei Kantenrichtungen auch die beiden anderen Seitenflächen-

paare in den Mittelpunkten mit den Eckpunkten identischen Punkten

besetzt sein. Als innenzentriert (Fig. 66) ist der Elementarwürfel doppelt-

primitiv. ir + -^-|-^» ^ it+tt' ^ bilden ein primitives Tripel.
^ Ji a a a £1

Der allseitig flächenzentrierte Würfel ist vierfachprimitiv, ein primitives

Tripel besitzt die Gestalt von ~ + ^» ö" ~1" "ö"' ö" + ö^ ^^^' ^^)-

Der Würfel besitzt nurmehr eine Bestimmungsgröße, nämlich a = b = c,

das ist die Periodenlänge der Kante, a, /? und / sind 90".

Die Diskussion hat somit gezeigt, daß hinsichtlich der zweck-

mäßigsten Wahl der Koordinatenachsen und Elementarparallelepipede

die 32 Klassen der Raumsysteme zu 7 Abteilungen vereinigt werden

können.

I. Trikline Abteilung. Das Elemeutarparallelepiped ist ein be-

liebiges primitives Parallelepiped mit drei verschieden langen, beliebige

Winkel miteinander bildenden Kanten. Die Translationsgruppe ist also

keinerlei Bedingungen unterworfen, ßi und ßi sind die hierhergehörigen

Klassen, a, b, c, «, /?, 7 sind die Bestimmungsgrößen.

II. Monokline Abteilung. Das einfach- oder doppeltprimitive

Elemeutarparallelepiped ist monoklin (rhomboidische Säule). Die eine

Kantenrichtung, die parallel einer digonalen Achsenschar beziehungsweise

senkrecht einer Symmetrieebenenschar steht, bildet rechte Winkel mit

den beiden anderen Kanten, die bei beliebiger Länge einen beliebigen
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Fig. 65. Einfachpriraitiver Elementarwürfel.

Fig. 66. Innenzentrierter, doppeltprimitiver Elementarwürfel.

%
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Winkel miteinander einschließen, do, (Sg, ßoi, sind liierhergehörige Klassen,

a, b, c, ß sind die Bestimmungsgrößen.

ni. E-hombische Abteilung. Das rhombische, einfach-, doppelt-

oder vierfach -primitive Elementarparallelepiped ist ein rechtwinkliges

Parallelepiped mit drei ungleichen Kanten. Die Kanten sind digonalen

Achsenscharen parallel oder sie stehen auf Symmetrieebenenscharen senk-

recht, beziehungsweise sie genügen beiden Bedingungen. In diese Ab-

teilung fallen die Klassen 3S, (£2v, 25h. «, ß, y sind 90°, so daß nur die

Periodenlängen a, b, c und der primitive Charakter des Elementai-parallel-

epipeds bestimmt werden müssen.

IV. Rhomboedrische Abteilung. Das Elementarparallelepiped

kann ein einfachprimitives Rhomboeder oder ein aus zwei gleichseitigen

trigonalen Säulen zusammengesetztes einfachprimitives, bezw. ein ortho-

hexagonales doppeltprimitives Parallelepiped sein. Die Hauptachse des

Rhomboeders geht der trigonalen Achsenschar parallel, beziehungsweise

tut das die ungleiche Kante des Parallelepipeds mit gleichseitigem Grund-

riß. Symmetrieebenen gehen, wenn vorhanden, den Polkanten des Rhom-

boeder,s beziehungsweise den Seiten oder Höhenlinien der gleichseitigen

Dreiecke der trigonalen Säulen parallel. Die Klassen ßs, 2)3, Gijv, (£31,

®3d lassen sich auf diese Weise darstellen. Das gewöhnliche hexagonale,

sowie das orthohexagonale Elementarparallelepiped sind durch a und c,

das rhomboedrische Elementarparallelepiped ist durch a = b = c und

a =z ß =1 Y bestimmt.

V. ^etragonale Abteilung. Das tetragonale Elementarparallel-

epiped ist eine quadratische rechtwinklige Säule, die doppelt- oder einfach-

primitiv gewählt werden kann. Die ungleichlange, ausgezeichnete Kante

ist parallel der tetragonalen Achsenschar. Vorhandene Symmetrieebenen

gehen den Quadratseiten oder -Diagonalen parallel, die zugleich die

Richtungen digonaler Achsen angeben.

Alle früher bereits als tetragonal l)ezeichneten Klassen gehören

hieher. a und c sind die Bestimmungsgrößen.

VI. Hexagonale Abteilung. Das Elementarparallelepiped kann

als einfachprimitives, gewöhnlich hexagonales, oder als doppeltprimitives

orthohexagonales Parallelepiped gewählt werden. Das einfachste Rhom-

boeder primitiver Translationen wäre dreifachprimitiv. Hierher gehören

die Klassen Gsi,, ®3h, ße, 2)6, Gev, Goi,, ^Öei,. a und c müssen bestimmt

werden.

VII. Kubische Abteilung. Einfacher, innenzentrierter oder

allseitig flächenzentrierter Würfel sind Elementarparallelepipede. Die

Würfelkanten sind parallel den drei gleichwertigen Hauptachsenscharen,

ihre Länge ist einzige Unbekannte. Vorhandene Nebenachsen sind den

Flächendiagonalen , trigonale Achsen den Körperdiagonalen parallel.
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Alle bereits früher als kubisch bezeichneten Klassen g-ehören dieser

Abteilung- an.

Gegenüber der auf Seite 103 gegebenen Gruppierung sind nur die

Abteilungen I—III neu. Alle Klassen der Abteilungen IV—VII be-

halten die Bezeichnungen, die ihnen bereits früher (Seite 102—103) zu-

geschrieben wurden, bei.

dl \\ärd jetzt triklin heniiedrische , (ii triklin holoedrische Klasse

genannt,

da ist monoklin heminiorphe, Ss nionoklin hemiedrische, (ioh nionoklin

holoedrische Klasse.

SS heißt rhombisch hemiedrische, ß2v rhombisch hemimorphe, %, rhom-

bisch holoedrische Klasse.

Die zwischen den Formen der Translationsgruppen erkennbaren

engeren Beziehungen sind die folgenden:

Irgend einer kubischen Translationsgruppe kann eine, aus ihr durch

Deformation hervorgegangene, rhomboedrische Translationsgruppe ent-

sprechen. Auch die tetragonalen , die einfachen, allseitig flächen-

zentrierten oder innenzentrierten rhombischen, die einfachen, allseitig

flächenzentrierten oder innenzentrierten monoklinen, sowie die trikHnen

TranslationsgTuppen können mit kubischen in enger Beziehung stehen.

Lassen sich in Winkelwerten und Kantenverhältnissen bei gleicher

Translationsgruppenart derartige Verwandtschaften erkennen, so werden

die Translationsgruppen pseudokubisch genannt.

Einfach flächenzentrierte Translationsgruppen können, wenn das

zentrierte Parallelogramm ein deformiertes Quadrat ist, höchstens

pseudotetragoual sein. Natürlich können das auch die übrigen rhom-

bischen, monoklinen oder triklinen Translationsgruppen sein, sofern die

eine Kante wesentlich verschieden von den beiden übrigen ist.

Pseudohexagonal, das heißt nahezu hexagonal, können sich

schließlich nur einfach flächenzentrierte rhombische, einfache monokline

(mit der Richtung der digonalen Achse parallel der Richtung der hexa-

gonalen oder trigonalen Achse), einfach flächenzeutrierte monokline oder

trikline Translationsgruppen verhalten.

Zu bedenken ist hierbei, daß die monoklinen und triklinen Elementar-

parallelepipede gleichzeitig in verschiedener Weise darstellbar sind.

Beim Übergang in die Kontinuumsbetrachtung bleiben die Kanten-

richtungen der Elementarparallelepipede Koordinatenachsen. Ihre absolute

Größe spielt jetzt keine Eolle mehr, nur noch das Verhältnis der Einheits-

maßstäbe ist von Bedeutung. Die Abteilungen nennt man hier seit alters

Kristallsysteme oder Syngonien. Kristalle der triklinen Klassen

werden auf ein triklines Achsenkreuz bezogen. «, ß, y müssen bekannt

sein , ebenso die Verhältnisse a : b und b : c ; Kristalle der monoklinen
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Klassen sind mit einem monoklinen Achsenkreuz darstellbar, wo a = /
= 90 ^ sind, ß und die Verhältnisse a : b und b : c Bestimmungsgrößen

ergeben usw. Es ist nun allerdings zu beachten, daß die bei den

Kristallographen bis jetzt übliche Aufstellung und Wahl der Grundform

nicht mit der strukturell einfachsten Darstellungsweise tibereinzustimmen

braucht, wenn einzelne Achsenrichtungen beliebig wählbar sind oder die

Achsenverhältnisse der Grundform verschieden angenommen werden

können. Ob man in solchen Fällen die kristallographische Grundform

anders wählt oder komplexere Parallelepipede der Struktur als elementar

bezeichnet, mag der Praxis anheimgestellt werden. Wir%aben uns in

dieser allgemeinen Darstellung um derartige Spezialfragen nicht zu

kümmern.

Zum Schlüsse dieses Kapitels sei noch eine Tabelle aller Raum-
systeme mit ihren isomorphen Parallelscharen von Symmetrieelementen

angeführt^). Die Raumsysteme sind nach Klassen geordnet und innerhalb

der Klassen, so daß die gegenseitigen Beziehungen leicht erkenntlich

sind. Die Art der zugehörigen einfachsten Elementarparallelepipede ist

gleichfalls vermerkt.

Dieser Tabelle folgt eine Zusammenstellung der 32 Klassen mit

ihren Bezeichnungen (auch die Grothsche, erst später erläuterte, ist

erwähnt) und den sie charakterisierenden, für das Kontinuum oder

Schein -Kontinuum einzig bestimmbaren Symmetrieelementen. Im Dis-

kontinuum finden sich, parallel zu diesen Symmetrieelementen, isomorphe

Scharen, di^ aus der ersten Tabelle ersichtlich sind.

bedeutet eine digonale Drehungsachse, ()^ zeigt an, daß sie

polar ist. A ist das Zeichen für eine trigonale Drehungsachse, O für

eine hexagonale, Q für eine tetragonale.

<0- gibt das Symbol einer tetragonalen Drehspiegelachse an. In

analoger Weise bezeichnet @ eine hexagonale Drehspiegelachse. Z be-

deutet ein Symmetriezentrum, SE eine Spiegelebene. Aufeinander senk-

recht stehende Achsen und Symmetrieebenen sind in Klammern gefaßt.

Gleichwertige Elemente sind summiert worden.

*) Sie kaan auoh als Tabelle der Raumgruppen (Operationen) mit ihren einfachsten

Untergruppen (Teiloperationen) aufgefaßt werden und ist als solche bezeichnet worden.

Der Name Raumsystem, die zugehörigen Systeme der Symmetrieelemente bezeichnend,

ist von A. Johnsen eingeführt worden.
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5. Tabellen

I. Haupttabelle: Die 230 Raumgruppen mit ihren Untergruppen

Klasse
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Kri-

stall-

klasse
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^3
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IL Haupttabelle:

Kristallsystem

(Abteilung)

Symbol

der

Kristalklasse

Symmetrieelemente

Triklin
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Die 32 Kristallklassen

Bezeichnung

(Französische Schule, Schoenflies)
Grothsche Klassenbezeichnung

triklin hemiedrisch

triklin holoedrisch

Asymmetrische oder pediale Klasse

Pinakoidale Klasse

monoklin hemiedrisch

monoklin hemimorph

Domatische Klasse

Monoklin sphenoidische Klasse

monoklin holoedrisch



III. Kapitel: Die analytisch-geometrische Darstellung

der 230 Raumsysteme

1. Allgemeiues

Kanten der soeben g-ekennzeichneten, jeweilen einfachsten Elenientar-

parallelepipede sind Koordinatenachsen und gleichzeitig Einheitsmaßstäbe.

Alle Symmetrieelemente, die sich nicht mittels elementarer Translationen

<r • a + s • 1) 4- t • c, wo r, s, t ganze Zahlen einschließlich Null sind) aus-

einander ableiten lassen, werden für ein Elementarparallelepiped an-

gegeben. Dadurch ist das ganze System bestimmt. . Man geht also vor,

als ob a, b, c ein primitives Tripel Inlden würden. Tun sie das nicht,

so sind von den angegebenen Symmetrieelementen selbst wieder einzelne

identisch, ihre Zahl ist dann doppelt oder eventuell viermal so groß me
die Zahl nichtidentischer Symmetrieelemente einer isomorphen Parallel-

schar. Die Angabe der einfachsten Form, in der ein primitives Tripel

sich in a, ^, c ausdrücken läßt, gibt über die Art der Translationsgruppe

Auskunft.

Ein Raumsystem besteht im allgemeinsten Falle aus verschiedenen

parallelen Scharen A'on Spiegelebenen, Gleitspiegelebenen, Drehungs-

achsen, Schraubenachsen und Drehspiegelaehsen mit Drehspiegelebenen

(inklusive Symmetriezentren). Dadurch wird das System gleichwertiger

Punkte von der Lage abhängig. In den Raumsystemen C£i, die keine

eigentlichen Symmetrieelemente besitzen, sind nicht zwei Punkte eines

primitiven Parallelepipeds gleichwertig. Alle gleichwertigen Punkte bilden

Gitter von ein und derselben Form, nämlich von der Form der zugehörigen

Translationsgruppe. In den übrigen Raumsystemen sind einer Punktlage

alle jenen Lagen, in die der Punkt durch die Deckoperationen an den

Symmetrieelementen übergeht, gleichwertig. Jedem Punkt gehört daher

eine, von der Lage zu den Sj'mmetrieelementen abhängige Zahl gleich-

wertiger Punkte pro Elementarparallelepiped an. Wird ein Punkt

durch die den Symmetrieelementen zukommenden Operationen in (inklu-

sive der Ausgangslagej n ein und demselben Elementarparallelepiped

ganz angehörige gleichwertige Punkte übergeführt, so nennt man ihn

hinsichtlich des Elementarparallelepipeds n- zählig.
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Die Zählig-keit der Puuktlage ist = n.

In einem gegebenen Raumsystem sind alle Punktlagen, die keinerlei

Symmetrieelementen angehören, gleichzählig, da jede der vorhandenen

unabhängigen Deckoperationen den Punkt in eine neue Lage überführt.

Die Zähligkeit entspricht der größtmöglichen in dem betreffenden Ele-

mentarparallelepiped. Raumsysteme ein und derselben Klasse besitzen

die gleiche Zahl unabhängiger Deckoperationen, diese unterscheiden sich

lediglich in den VerschiebungsgTößen, das heißt den mit Drehungen oder

Spiegelungen verbundenen Translationen, voneinander. Die größtmögliche

Zähligkeit von Punktlagen ist daher für alle Raumsysteme einer Klasse,

die auf ein gleichprimitives ElementariDarallelepiped bezogen werden,

gleich. Ist das Elementarparallelepiped doppelt- oder vierfachprimitiv,

so ist die diesbezügliche Zähligkeit naturgemäß doppelt- oder viermal so

groß als im einfach primitiven Parallelepiped. Trotzdem die Zähligkeit

aller, keinem Symmetrieelement angehöriger, Punktlagen eines Raum-

systemes gleich ist, bilden die gleichwertigen Punkte je nach der Lage

einen verschiedenen Gitterkomplex. Mit der Ausgangslage ändert sich

das Bild der Punktzusammengehörigkeit, die Variationsfähigkeit ist eine

unendlichfache. Punkte, die auf Schraubenachsen oder Gleitspiegelebenen

liegen, werden durch die Schraubungsoperation, beziehungsweise die Gleit-

spiegelung, ebenfalls nicht in sich selbst, sondern in neue Punkte über-

geführt. Gehören sie daher weiter keinen Symmetrieelementen an, so

ist (Ue Zähligkeit gleich gToß wie für Punkte, die auf gar keinen Sym-

metrieelementen liegen. Selbstverständlich führt die Schraubenbewegung

der Achse, beziehungsweise die Gleitspiegelung der Ebene, den Punkt

in wiederum auf der Achse oder Ebene liegende Punkte über, beeinflußt

also die Art des zusammengehörigen Gitterkomplexes.

Auch Punkte, die nur auf Drehspiegelebenen, nicht aber im Schnitt-

punkt der Drehspiegelebeue und Drehspiegelachse liegen, werden in ihrer

Zähligkeit nicht beeinflußt. Von allen derartigen Punkten sagt man,

sie besitzen allgemeine oder allgemeinste Lage, die Zähligkeit ist

eine maximalste. Die Punkte, oder in diesen Punkten liegende kleinste

Massenteilchen, müssen dann auch keinerlei Syrametriebedingungen

genügen. Die ganze Sj^mmetrie eines derartigen Punktsystemes , be-

ziehungsweise eines derartigen Massenteilchenhaufens, liegt in der An-

ordnung und ist von der Gestalt des Einzelbausteines unabhängig:

Die Einzelbausteine stehen selbst in Spiegel- oder Gleitspiegelstelluug,

in Inversion, Dreh- oder Schraubenstellung zueinander.

Punkte allgemeinster Lage finden sich immer in räumlichem Zu-

sammenhang, die Teilräume werden durch Spiegelebenen, Drehungsachsen

voneinander getrennt. Eine derartige Punktlage kann daher im all-

gemeinen nach einer beliebigen Richtung um einen kleinen Betrag ver-

schoben werden, ohne daß die Zähligkeit erniedrigt oder erhöht wird.
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Man sag-t, die allgemeine oder allgemeinste Lage besitze hinsichtlich der

Zähligkeit oder der Symmetriebedingungen drei (beziehungsweise un-

endlich viele) Freiheitsgrade.

Liegt ein Punkt auf einer Spiegelebene, einer Drehungsachse, in

einem Symmetriezentrum oder im Schnittpunkt einer Drehspiegelachse

mit einer Drehspiegelebene, so wird er durch die Operationen der be-

treffenden Symmetrieelemente in sich selbst übergeführt. Dadurch wird

die Zähligkeit, das heißt die Zahl des Wiederauftretens an anderen Stellen

des Raumes eines Elemeutarparallelepipeds, erniedrigt.

n sei die Zähligkeit der allgemeiusten Lage. Liegt der Punkt auf

einer Spiegelebene, so führt die Spiegelung ihn in sich selbst über, die

Zähligkeit ist nur --. Gehört der Punkt einer p-zähligen Drehungsachse

an, so wird er durch alle Achsendrehungen in sich selbst übergeführt,

seine Zähligkeit ist nur — usw. Gehört der Punkt gleichzeitig mehreren,

I der oben genannten Symmetrieelemente an, so wird seine Zähligkeit in

dem Maße erniedrigt, als voneinander unabhängige Deckoperationen

vorhanden sind. Die durch einen Punkt gehenden Symmetrieelemente

müssen naturgemäß den allgemeinen Bedingungen der Sätze 1—12 auf

Seite 44 ff. genügen , d. h. Drehungsachsen , Spiegelebenen , Symmetrie-

zentren, Drehspiegelachsen und Drehspiegelebenen können nur in Kom-
bination auftreten, die eine der 32 aufs Kontinuum bezogenen Kristall-

klassen charakterisieren. Die betreffenden Punkte werden dann sovielmal

in sich selbst übergeführt, als die allgemeinste Kristallform dei' betreffen-

den Klasse Flächen hat.

Die Punkte, beziehungsweise Massenteilchen, deren Schwerpunkte

die betreffende Lage haben, müssen in allen diesen Fällen mindestens

die durch die Punktlage markierte Symmetrie besitzen, das heißt die

den Symmetrieelementen zukommenden Deckoperationen müssen tatsäch-

lich Deckoperationen für die Massenteilchen sein. Mit jeder geringeren

als der maximalsten Zähligkeit ist daher eine Symmetriebedingung
verknüpft. Diese notwendig vorhanden sein müssende Minimal-
symmetrie entspricht stets der Symmetriegruppe einer der 32 aufs

Kontinuum bezogenen Kristallklassen. Die Symmetriebedingungen sind

natürlich für alle gleichwertigen Punkte einander gleich (liegt einer auf

einer Spiegelebene, so gehen auch durch alle anderen dazu gehörigen

gleichwertigen Punkte Spiegelebenen usw.). In allen diesen Fällen ist

die resultierende Symmetrie eines zusammengehörigen Punkthaufens oder

Massenteilchenhaufens teils durch die Anordnung, teils durch Eigen-

symmetrie der Bausteine bedingt. Liegt ein Punkt lediglich auf einer

Spiegelebene, so bleiben sich Zähligkeit und Symmetriebedingung bei

einer Verschiebung auf dieser Ebene gleich. Man sagt , die Punktlage

besitze zwei Freiheit s grade der Lageänderung.
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Auf einer Drehungsachse, die zugleich auch Schnittlinie von Spiegel-

ebenen sein kann, bleiben Zähligkeit und Sj'mmetriebeding-ung- erhalten,

wenn der Punkt auf dieser Achse bewegt wird, es sei denn, die Be-

wegung führe ihn in einen ausgezeichneten Punkt über, durch den noch

weitere S5^mmetrieelemente gehen. Die Punktlage besitzt einen Frei-

heitsgrad. Ein Freiheitsgrad bedeutet somit gleichbleibende Zähligkeit

in einer Richtung, erhöhte Zähligkeit bei Lageänderungen nach allen

anderen Richtungen.

S^'mmetriezentren , Schnittpunkte von Drehungsachsen oder von

Drehungsachsen mit Spiegelebenen, beziehungsweise Drehspiegelachsen

mit Drehspiegelebenen sind ausgezeichnete Punkte ohne Freiheitsgrad.

Bei jeder kleinen Verschiebung ändern sich Zähligkeit und Symmetrie-

bedingung. Ein Massenteilchen, beispielsweise, dessen Schwerpunkt auf

ein Symmetriezentrum fällt, muß sich selbst invers gebaut sein. Wird

der Schwerpunkt, bei Erhaltung des Raumsystemes, nur wenig ver-

schoben, so müßte das Massenteilchen in Inversionsstellung zum Sym-

metriezentrum neu auftreten, seine Zähligkeit pro Elementarparallelepiped

würde verdoppelt.

Durch die eineni Raumsysteme zukommenden Scharen von Sym-

metrieelementen entsteht daher eine außerordentliche Mannigfaltigkeit in

der Art der zusammengehörigen, gleichwertigen Punktkomplexe. Im all-

gemeinsten Fall wird das Elementarparallelepiped eines bestimmten Raum-

systemes Punktlagen gewisser Symmetriebedingungen und Zähligkeiten

ohne Freiheitsgrad, Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, mit zwei und

mit drei Freiheitsgraden besitzen. Die Zahl der Verschiedenartigkeit

dieser Punktlagen sowie deren Zähligkeit sind selbstverständlich unab-

hängig von der Wahl des Koordinatenanfangspunktes des Elementar-

parallelepipeds. Darüber haben wir bis jetzt noch nichts festgesetzt.

So lange die Kanten des Elementarparallelepipeds den bewußten Rich-

tungen im Räume parallel sind, gelten bei beliebiger Nullpunktslage alle

bis jetzt erläuterten Beziehungen.

Sollen nun aber die einzelnen Raumsysteme beschrieben werden,

die gegenseitigen Lagebeziehungen der Symmetrieelemente und Punkt-

arten möglichst übersichtlich Zutage treten, so müssen wir das Koordi-

natensystem genau festlegen. Wir wenden folgendes Prinzip an:

Der Nullpunkt des Elementarparallelepipeds, das heißt

irgend einer seiner Eckpunkte (speziell der Eckpunkt links Muten

unten), soll stets ein Punkt kleinster Zähligkeit sein. Gibt es

Punkte ohne Freiheitsgrad , mit einem oder zwei Freiheitsgraden von

gleicher kleinster Zähligkeit, so wird zum Koordinatenanfangspunkt eine

Punktlage gewählt, der ein geringster Freiheitsgrad (wenn möglich gar

kein Freiheitsgrad) zukommt. Sind mehrere ungieichw^ertige Punktlagen

ohne Freiheitsgrad mit gleicher kleinster Zähligkeit vorhanden, so wählt
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man zum Anfangspunkt diejenige, welche zu Vergleichszwecken mit an-

deren Eaumsystemen am günstigsten gelegen ist. Kommen nur Punkt-

lageu mit einem oder mit zwei Freiheitsgraden in Frage, so kann inner-

halb der zukommenden Freiheit die Lage beliebig gewählt werden, sind

aber noch Gleitspiegelebenen oder Schraubenachsen vorhanden, so wird

man eine zu diesen möglichst einfache Lage vorziehen.

Eine derartige Wahl rechtfertigt sich aus mancherlei Gründen. Die

am meisten ausgezeichneten Punktlagen erhalten einfachste Symbole,

meistens gehen durch den Nidlpunkt entsprechend der geringen Zählig-

keit und relativ hohen Symmetriebedingung die wesentlichen Symmetrie-

elemente des Raumsystemes; auch für sie wird die Symbolisierung eine

möglichst einfache. Aber auch die übrigen Symmetrieelemente werden

sich dann, der zwischen ihnen vorhandenen Beziehungen wegen, in ein-

fachen Teilabständen der zugehörigen primitiven Translationen befinden

müssen. Nichtsdestoweniger ist die Wahl der Koordinatenanfangspunkte

im gewissen Sinne eine willkürhche; nachdrückKchst sei empfohlen sich

in Koordinatentransforraationen, die Parallelverschiebungen entsprechen,

zu üben. Nur dann lassen sich vorhandene Untergruppen leicht erkennen

und die Vieldeutigkeiten eines gegebenen Gitterkoraplexes gleichwertiger

Punkte diskutieren.

Auf ein derartiges Elementarparallelepiped in elementarer Lage

werden nun die mittels Kantentranslationen des Parallelepipeds nicht

ineinander überführbaren Symmetrieelemente und ausgezeichneten Punkt-

lagen bezogen. Die Symbolisierung geschieht nach den im ersten Kapitel

erläuterten Grundsätzen. Einheitsmaßstäbe sind die Kanten a, b, c des

Elementarparallelepipeds. Darauf bezogen erhalten Punkte Symbole:

|m, n, p|. Gerade: [uvw]^^, Ebenen: (h k l)d.

Der erste Index bezieht sich immer auf die a -Achse, der zweite

auf die b-Achse, der dritte auf die c-Achse. Bei der Darstellung eines

Komplexes zusammengehöriger Punkte kann sich eine Vertauschung der

Indizes einstellen, so daß in den abgeleiteten Punkten m nicht mehr

auf die a-Achse bezogen wird. |n, m, p| würde dann bedeuten, daß der

abgeleitete Punkt gegenüber der a- Achse gleiche Koordinate hat, wie

der Ausgangspunkt gegenüber der b- Achse. Selbstverständlich muß

dann a = b sein. Sollen sich Zusatzglieder -
, —

, ,~ der Beihe nach

auf die a-, b-, c-Koordinatenwerte eines ganzen Punktkomplexes beziehen,

so wird das in der Form x -4
, v H , z -|- - geschrieben.

' p '^ ' s t

Die bei jedem einzelnen Raumsystem sich vorfindenden Angaben

bestehen in einer ganzen Zahl von Überbestimmungen. Zur eindeutigen

Charakterisierung würden nur wenige davon genügen. Die Darstellung

soll aber in erster Linie ein schnell orientierendes Nachschlagewerk
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sein, das möglichst allen Bedürfnissen angepaßt ist. Dann lassen sich

keine der gegebenen Daten missen.

Die Raumsysteme sind nach Klassen und Abteilungen (Kristall-

systemen) geordnet. Die Reihenfolge innerhalb der Klassen ist die von

Schoenflies seiner Ableitung zugrunde gelegte, so daß die durch

Indexziffern voneinander unterschiedenen Raumsysteme in normaler
Weise aufeinander folgen. Das Auffinden eines bestimmten Raum-

systemes wird dadurch erleichtert, ein Inhaltsverzeichnis am Schlüsse

des Bandes ist dem gleichen Zwecke dienlich. Zunächst werden die

Untergruppen des RaumsySternes, die ja für sich selbst Mieder Raum-

systemen entsprechen, angegeben, und zwar im allgemeinen nur die

Scharenuntergruppen der Symmetrieelemente (isomorphe Parallelscharen)

und die zum gleichen Kristallsystem gehörigen Untergruppen. Als cha-

rakteristische Untergruppen werden solche bezeichnet, die das ganze

Raumsystem abzuleiten gestatten. Sie sind in verschiedener Weise wähl-

bar. Nach Wahl des Koordinatenanfangspunktes werden (siehe Seite 23)

die je 12 Größen der voneinander unabhängigen Decktransformations-

bedingungen angegeben. Die drei ersten Decktransformationsbediugungen

beziehen sich auf die Translationsgruppe, sie geben über ein primitives

Tripel, daher auch über die Art des Elementarparallelepipeds, Auskunft.

Die übrigen bestimmen die Lage der Symmetrieelemente. Es werden

immer nur die absolut notwendigen Decktransformationsbedingungen an-

gegeben, aus denen sich die anderen ableiten lassen (siehe z. B. Seite 42).

Diese charakterisierenden Decktransformationsbedingiingen sind natur-

gemäß ebenfalls verscliieden wählbar, das angewandte Prinzip gestattet

möglichst w^eitgehende Vergleiche. Änderung der Koordinatenanfangs-

punkte hätte Änderung der Verschiebungsgrößen der Decktransformations-

bedingungen zur Folge. Man übe sich derartige Verschiebungen zu

interpretieren.

Durch die Angabe der Decktransformationsbedingungen ist bereits

das ganze Raumsystem eindeutig bestimmt, keine zwei Raumsysteme

besitzen lauter gleiche Bedingungen. Dennoch werden zur Erlaugung

eines raschen Überblickes die Lagen der einzelnen Symmetrieelemente

nach den im I. Kapitel mitgeteilten Grundsätzen symbolisiert.

Besitzt ein Punkt die allgemeinen Koordinaten [[m, n, p| (bezogen

auf a, b, c als Einheitsmaßstäbe), so lassen sich die Koortlinaten der-

jenigen Punkte angeben, in die |[m, n, p| infolge der Deckoperationen

übergeht und die nicht mittels einfacher oder zusammengesetzter

Translationen von der Größe und Richtung der Kanten des Elementar-

parallelepipeds aus ihm ableitbar sind. Es ist das ein System gleich-

wertiger Punkte oder ein System zusammengehöriger Koordi-

natenwerte. Die Punktlagen von geringerer als maximalster Zähligkeit

entsprechen dann bestimmten Koordinatenwerten, für die gewisse
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zusammengehörig-e Punktsymbole Übereins fallen. Ans der Art der zn-

sanimeugehörigen Koordinatenwerte lassen sich daher auch algebraisch,

mit analytisch g-eometrischer Deutung-, die als Symmetrieelemente aus-

gezeichneten Punkte, Gerade und Ebenen bestimmen. Man möge sich

auch darin üben, damit aus dem System gleichwertiger Punkte sofort

die gegenseitige Lage der Symraetrieelemente erkenntlich wird. Bei der

Angabe der zusammengehörigen Punkte finden sich oft negative Werte
oder es treten durch Addition zusätzlicher Größen Zahlen auf, welche

die Einheit übersteigen, man kann dann immer die Punkte auf das eine

positive Elementarparallelepiped durch Addition beziehungsweise Sub-

traktion ganzer Zahlen rückbeziehen. Das System der zusammengehörigen

Koordinatenweite gestattet zu jedem Ausgangspunkt alle gleichwertigen

Punkte des Elementarparallelepipeds rasch aufzufinden, es ist das wich-

tigste Hilfsmittel zur Konstruktion von bestimmten Gitterkomplexen.

Ein Beispiel soll die Anwendungen erläutern.

In der von mir gewählten Darstellung lautet das System zusammen-

gehöriger Koordinatenwerte für (£2v^ folgendermaßen:

m, n,
p]

|m, n,
p] |ä + \, n. p + ^-|

|n, + ], u, p +
^ J.

Die beiden ersten Werte mit verschiedenen Zeichen der x- und
y- Koordinaten entsprechen einer digonalen Drehungsachse in der Rich-

tung der c- Achse. Man findet sofort für die Bedingung, daß 1. und
2. Wert Übereins fallen:

> m = — m ; n = — u
; p = p

Diese Bedingung ist erfüllt für alle Punkte [[0, 0, p|, somit ist [001]

eine digonale Drehungsachse.

Sucht mau, ob der 1, und 3. Wert zusammenfallen können, so erhält

man die Bedingungen

m = — m + -; n = n; p = p + -
.

p kann nie gleich sein p -|- - , also gibt es keine Punkte dieser Art.

1

Hingegen wird für alle Punkte, deren m = "^ = j, der dritte zugehöige

Punkt sich vom ersten nur um p' = p + unterschieden. (lOO)i ist
2 4

eine Gleitspiegelebene mit einer Gleitkomponente in der c-Bichtung.

Der Ausgangspunkt besitze die Lage [^, ^^, ^-J
. Das System

der gleichwertigen Punkte liefert für ^2v^ folgende drei zugehörig-en
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Auf das erste positive Elementarparallelepipecl bezogen heißen sie:

Weiterhin werden die Pnnktlagen mit Symmetriebedingnngeu. d. h.

geringerer als der maximalen Zähligkeit, nach Freiheitsgradeu geordnet,

angeführt. Bei Punktlagen ohne Freiheitsgrad wird das System zu-

sammengehöriger Punkte vollständig mitgeteilt. Bei relativ einfachen

Lagen werden auch etwa die entstehenden Gitterkomplexe mit dem
Eckpunktgitter des Elementarparallelepipeds verglichen. Durch be-,

sondere Namengebnng hätte man diese Gitterkomplexe, ähnlich wie

bei den Kristallindividuen die Flächenkomplexe, einzeln charakterisieren

können. Es ist davon Abstand genommen worden. (Siehe aber die

tabellarische Zusammenstellung für kubische Gitterkomplexe ohne

Freiheitsgrad.)

Da wir, abgesehen etwa von der rhomboedrischen Abteilung, die

Eaumsysteme einer Klasse auf gleiche Elementarparallelepipede (hin-

sichtlich der Stellung der Kantenrichtungen zu Symmetrieelementen) be-

ziehen, so unterscheiden sich die zusammengehörigen Systeme von

Koordinatenwerten innerhalb einer Klasse nur durch sogenannte Zusatz-

größen, die Zusatztranslationeu (Schraubungskomponenten, Gleitkompo-

nenten, Verschiebungstranslatiouen) entsprechen, voneinander. Frei von

derartigen Zusatzgrößen stellt ein System gleichwertiger Koordinaten

gleichzeitig das System der gleichwertigen Flächenkomplexe dieser Klasse

in der Kontinuumsauffassung dar. Die Koordinatenachsenrichtungen sind

ja parallel den sogenannten kristallographischen Achsen der gewöhnlichen

geometrischen Kristallographie.

Mit Hilfe dieser allgemeinen Klassenkoordinatenwerte können

wir noch eine Übersichtstabelle der Kristallklassen konstruieren, die, be-

sonders in Verbindung mit der stereographischen Projektion, die 32 Klassen

ganz hübsch entwickeln läßt.

Es ist das Tabelle III auf Seite 143.

Singular findet sich jedes Element in der trikhn hemiedrischen

Klasse vor, man kann auch sagen, irgend eine Richtung sei monogonale

Drehungsachse. Fügt man zu jedem "Wert {m n p| einen Wert [[m n p]j

(entsprechend einer digonalen Achse in Richtung von Y), so entsteht

die monoklin hemimorphe Klasse. Werden die „monogoualen Drehungen"

digonale Drehspiegelachsen, das heißt tritt ein Symmetriezentrum auf,

so entsteht die triklin holoedrische Klasse. Zu jedem Wert [[m u p]| ge-

hört dann ein Wert |m n p|. Beide Fälle zugleich anwesend, erzeugen

die monoklin holoedrische Klasse. Gehört anderseits zu dem Wert

|[m n p| ein Wert |[m n p]l (horizontale Symmetrieebene) , so stellt sich

die monoklin hemiedrische Klasse ein. Das gleiche Resultat ergibt sich.
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wenn zu |[m n p| alleiu noch |[m n p]] gehört, nur ist jetzt gemäß der

Aufstellung (100) Symmetrieebene.

Kommt dazu noch die Vertauschung |m n p] ^ |m n pl und

|m u p| > [[mnp]|, so ist das System der Koordinatenwerte oder

Flächenwerte (hkl) für die rhombisch hemimorphe Klasse charakteristisch,

allerdings mit einer nicht üblichen Wahl der Achsenrichtung. Indem
man die gleichen Erweiterungen der Koordinatensysteme vornimmt, wenn
die z- Richtung schon zum voraus eine mehrzählige Symmetrieachse ist,

erhält man systematisch die übrigen Kristallklassen. Einige monokline

und rhombische werden so (in lediglich verschiedener Stellung) zweimal

abgeleitet, für einige kubische sind infolge der Achsenvertauschbarkeit

einzelne Stufen nicht unterscheidbar. Wo die z- Achse tetragonal oder

hexagonal ist, fallen die Zusatzhemiedrie und -Holoedrie II. Art (Dreh-

spiegelung) weg, da Acht- und Zwölfzähligkeit der Achsen nicht statt-

haft ist. Diese Ableitung in sieben Stufen ist ähnlich der von

Tschermak vorgeschlagenen, doch sind die Drehspiegeloperationen als

Zusatz Symmetrien zu jenen Klassen aufgefaßt, die Drehungsachsen

gleicher Zähligkeit (f der Drehspiegelachsenzähligkeit) besitzen. Erwäh-

nung wurde dieser Darstellung hier getan, weil sie zugleich ein Bild

von den Systemen gleichwertiger Punkte der einzelnen Eaumgruppen,

frei von Zusatzgrößen, vermittelt.

Eine graphische Darstellung der Symmetrieverhältnisse ist für un-

gefähi' 100 Raumsysteme durchgeführt worden. Die vollständige Dar-

stellung aller 230 Systeme hätte zuviel Platz beansprucht. Da aber

gerade beim Unterricht auf die zeichnerische Veranschaulichuug nicht

verzichtet, werden kann, schien es mir wünschenswert, ein als außer-

ordentlich praktisch erwiesenes Darstellungsprinzip an Beispielen soweit

zu erläutern, daß es mit Leichtigkeit auf irgend einen speziellen Fall

angewandt werden kann. Gleichzeitig geben die einzelnen Figuren dem

Leser eine Kontrolle, ob die zunächst vielleicht etwas fremdartig an-

mutenden Symbole richtig verstanden werden.

Die Darstellungen sind meistens Projektionen eines Elementar-

parallelepipeds auf eine Ebene, vorzugsweise die (OOl)o-Ebene. (Monoklin

eine (010) -Ebene.) Die Durchstoßpunkte von senkrecht auf der Pro-

jektionsebene liegenden Achsen sind durch die auf Seite 27 ff. und in den

Figuren 6—9 erläuterten Symbole gekennzeichnet. Die Schnittlinien der

auf der Projektionsebene senkrecht stehenden Symmetrieebenen sind

durchwegs Bandlinien. Einfach nicht durchbrochene Bänder stellen

Spiegelebenen, durchbrochene Bänder Gleitspiegelebenen dar. In der

Projektionsebene liegende Achsen sind Gerade, ausgezogen markieren

sie Drehungsachsen, gestrichelt Schraubenachsen. Gehen sie der Pro-

jektionsebene parallel, befinden sie sich aber teils in einer gewissen Höhe
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darüber oder darunter, so bilden verschiedene Stärl^en oder Doppellinien

neben einfachen Linien das Unterscheidungsmittel.

Es genügt, die in der unteren Hälfte des Elenientarparallelepipeds

vorkommenden Achsen zu projizieren, da nach ^ Tz stets wieder eine

gleichartige Achse sich einstellen muß. Ist die Projektionsebene Sjan-

metrieebene, so umfaßt ein großer Kreis die ganze Figur. Ausgezogen

bedeutet er eine Spiegelebene, gestrichelt eine Gleitspiegelebene. Gehen

Symmetrieebenen in | oder | tz über oder unter der Projektionsebene

dieser parallel, so werden Doppelkreise gezogen. In der Projektions-

ebene liegende Symmetriezentren sind durch kleine ausgefüllte Kreis-

chen markiert. Unausgefüllte kleine Doppelkreise bedeuten Symmetrie-

zentren in -^ über beziehungsweise unter der Projektionsebene.

In wenigen Fällen wurde einer perspektivischen Darstellung der

Vorzug gegeben. Sie empfiehlt sich besonders bei komplizierteren

AchsenraumSystemen. Ersetzen kann man sie duiTh Betrachtung meh-

rerer paralleler Achsenebenen und der Teilsymmetrieelemente auf ihnen.

Auch dieser Weg wurde ausnahmsweise beschritten.

2. Spezielle Darstellung

Trikline Abteilung

Kein Translationstripel ist rein strukturell vor einem anderen

ausgezeichnet, a, ß, y können beliebige Werte besitzen, a, b, c sind

ungleichwertig.

Triklin hemiedrische Klasse (Pediale Klasse)

Symmetrie: J = Identität. Raumgruppe (ii. Koordinatenanfangs-

punkt beliebig. Koordinatenachsen irgend ein primitives Tripel a, b, c

mit den Koordinatenachsenwinkeln a, ß, y. Einheitsmaßstäbe a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) a, 0, 0; 1, cos y, cos ß; cos /, 1, cos a; cos ß, cos «, 1.

IL) 0, b, 0; 1, cos /, cos ß: cos /, 1, cos «; cos ß, cos a, 1.

in.) 0, 0, c; 1, COS/, cos/3; cos /, 1, cos«: cos /5, cos«, 1.

AUe Punktlagen asymmetrisch. Zähligkeit = 1. Freiheits-

grad = 3. Koordinatenwerte pn, n, p|. Jeder Punkt für sich.

Manchmal mag es, zum Vergleich mit Strukturen höherer Sjmimetrie,

zweckmäßig sein als kristallographisches Elementarparallelepiped ein

doppelt- oder vierfachprimitives zu wählen, beispielweise mit einseitiger
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Flächenzentrierung, Innenzentrierung oder vollständiger Flächenzentrie-

rung. Es handelt sich hierbei nur um eine physikalisch und kristall-

symmetrisch bedeutungslose, neue, nicht mehr primitive Raumaufteilung.

Bezeichnet man die Perioden in Richtung der neuen Koordinaten-

achsen mit a, b, c, so ändern sich natürlich die Symbolisierung des

zugehörigen primitiven Tripels und die Zähligkeit einer Punktlage

hinsichtlich des neuen Parallelelepipeds. Beispielsweise würde bei Ein-

führung eines Parallelepipeds mit zentrierter G-rundfläche die Zählig-

keit jeder Punktlage = 2, mit den Koordinatenwerten |[m, n, p] und
a b

l[m -\-^, n+ i, p|. Das primitive Tripel könnte in der Form v- -j- ^

,

ab" 02
^, c geschrieben werden.

Jede Gerade besitzt den Charakter eines polaren Vektors. Jede

Gerade und jede Ebene treten nur als Identitätsschar auf.

Trjklin holoedrische Klasse (PInakoidaie Klasse)

Symmetrie = Z ^ Symmetriezentrum.

Raumgruppe di

(Enthält als Untergruppe ©i.)

Koordinatenanfangspunkt in einem Symmetriezentrum. Koordinaten-

achsen irgend ein primitives Tripel a, b, c mit den Koordinatenachsen-

winkeln «, ß, y.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) a, 0, 0; 1, cos 7, cos ß; cos 7, 1, cos a; cos ß, cos a, 1.

II.) 0, b, 0; 1, cos 7, cos ß; cos 7, 1, cos «; cos/?, cos a, 1.

ni.) 0, 0, c ; 1, cos 7, cos ß: cos 7, 1, cos a; cos ß, cos a, 1.

IV.) 0, 0, 0; 1, cos 7, COS/S; cos 7, 1, cos«; cos/?, cos«, 1.

Primitives Tripel a, b, c: a, ß, 7. (a, b, c == Einheitsmaßstäbe.)

Symmetriezentren:

10001; liooi; |o|oi; |oo|i: üHl; IHoi; U ^ B'^ |öHl-
Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Jedes der oben hingeschrie-

benen Symmetriezentren. Achterlei Punkte. Jede derartige Lage besitzt

die Zähligkeit = 1.

Alle übrigen Punktlageu sind mit drei Freiheitsgraden zwei-

zählig. Die Koordinatenwerte |m np| und |m np3 sind zusammengehörig.

Alle Geraden und Ebenen treten nur als Parallelscharen auf. Geht

beispielsweise eine Gerade nicht durch irgend ein Symmetriezentrum,

so tritt sie lediglich als aus zwei Identitätsscharen zusammengesetzte

Parallelschar auf. Irgend eine durch ein Symmetriezentrum gehende

Gerade kann physikalisch das Verhalten eines axialen Vektors oder

polaren Tensors darstellen.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 1"
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Auch hier kann es, im Vergleich mit Strukturen höherer Symmetrie,

zweckmäßig werden als kristallographisches Elementarparallelepiped ein

doppelt- oder vierfachprimitives zu wählen.

Monokiine Abteilung

Es gibt immer drei Translationen a, b, c von verschiedener Länge,

die der Bedingung genügen a und c senkrecht auf b. (« = y = 90 °).

Sie bestimmen ein Parallelepiped , das entweder primitiv oder doppelt-

primitiv ist. Es ist unser Elementarparallelepiped. a, b, c sind die

Einheitsmaßstäbe. Die Aufstellung erfolgt so, daß ^ ,5 > 90 ° ist.

(Ss. Monoklin-hemiedrische Klasse (Domatische Klasse)

Es ist die einer Symmetrieebene isomorphe Parallelschar ver-

allgemeinerter Symmetrieebenen vorhanden.

Raumgruppe 6s^

(Enthält als Untergruppe ßi.) Alle Symmetrieebenen sind Spiegel-

ebenen. Der Koordinatenanfangspunkt hat beliebige Lage auf einer

Symmetrieebene, b-Koordinatenachse = kürzeste Periode in Richtung

senkrecht zur Symmetrieebenenschar, a und c = beliebiges primitives

in der Symmetrieebene liegendes Paar, das mit b ein primitives Tripel

bildet. « und 7 = 90». ß > 90". Einheitsmaßstäbe a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
-, I.) a, 0, 0; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos ß, 0, 1.

IL) 0, b, 0; 1, 0, COS ,3; 0, 1, 0; cos ß, 0, 1.

IIL) 0, c, 0; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, cos/?; 0, I, 0; cos /?, 0, 1.

Spiegelebenen: (OlO)o. (OlO)ji. (Siehe Fig. 68.)

Keine Punkte ohne Freiheitsgrad oder mit bloß einem Freiheits-

grad sind vorhanden. Punktlagen auf den Spiegelebenen = |[m, 0, p|

oder |m, i, p| besitzen bei der Zähligkeit 1 zwei Freiheitsgrade. Ihnen

muß die monoklin hemiedrische Sj^mmetrie = 1 SE zukommen.

Alle übrigen Punkte sind von allgemeinster Lage (drei Freiheits-

grade) und brauchen keinerlei Symmetriebedingungen zu genügen.

Zugehörige Koordinatenwerte: [[m n p| |m n p|.

Jede in einer Spiegelebene liegende Gerade ist von einzigartiger

Richtung, also vom Charakter eines polaren Vektors. Im übrigen gehört

zur Schar der Geraden [u v w]^^ die Schar [u v w]^^, zur Ebenenschar

(hkl)N die Schar (h k 1)n.

Da die Richtungen von a und c an sich beliebig sind, kann es aus

kristallographischen Gründen auch liier zweckmäßig sein, zur Seiten-

fläche (010) des Parallelepipeds ein doppeltprimitives .Parallelogramm
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ZU wählen (zentriertes 010). Die Änderungen hinsichtlich der Beziehungs-

weise des primitiven Tripels, der Zähligkeiten und zusammengehörigen
Koordinatenwerte sind leicht anzubringen.

Raumgruppe (£s'

(Enthcält als Untergruppe ßi.) Alle Symmetrieebenen sind Gleit-

spiegelebenen ein -und -derselben Operation. (Siehe Fig. 69.)

Der Koordinatenanfangspunkt hat beliebige Lage auf einer Gleit-

spiegelebene. Die b-Koordinatenachse ist die kürzeste Periode in Rich-

tung senkrecht zur Gleitspiegelebenenschar, die c-Koordinatenachse die

kürzeste Periode in der Gleitrichtung (doppelte Größe der Gleitkompo-

nente), a, ebenfalls in der Gleitspiegelebene liegend, ergänzt b und c

zu einem primitiven Tripel, a und / = 90". ß > 90°. Einheits-

maßstäbe a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.) a, 0, 0; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IL) 0, b, 0; 1, 0, C0Sj5; 0, 1, 0; cos /?, 0, 1.

m.) 0, 0, c; 1, 0, cos .5; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IV.) 0, 0,^; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos,?, 0, 1.

Einzige Symmetrieelemente sind die Gleitspiegelebenen: (OlO)o; (010)_i_.
2

Alle Punktlagen sind ohne Symmetriebedingungen zweizählig.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: [[m, n, pj |m, n, p-j-}]].

Zu [[0 0| gehört beispielsweise [[O ^J. Alle Punktlagen auf den

Gleitspiegelebenen bilden Gitter der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierten Kanten [001]. In den Gleitspiegelebenen liegende Gerade

bilden eine einzige (polar vektorieUe) Parallelschar von zwei Identitäts-

scharen. Im übrigen gehört zur Schar der Geraden [uvw]^^ die Schar

[uvw]^-^ + i, zur Ebenenschar (hkl)N die Schar (hkl)N + i.
2

Bemerkung hinsichtlich Seitenflächenzentrierung wie bei ßs^

Die Wahl der Gleitrichtung zur c-Achse ist eine willkürliche.

Raumgruppe (£s^

(Enthält als Untergruppe (Si.) Es wechseln Spiegelebenen mit

Gleitspiegelebenen ab. Der Koordinatenanfangspunkt kann beliebige

Lage auf einer Spiegelebene haben.

Die b-Koordinatenachse ist kürzeste Periode in Richtung senkrecht

zu den Symmetrieebenen, c- und a-Achse bilden ein primitives Perioden-

paar auf der Spiegelebene; man kann es so wählen, daß die c- Achse

oder die a- Achse oder die Diagonale des Parallelogrammes zwischen a

und c die Richtung der Gleitkomponente der Gleitspiegelebenen haben.

Die Translationen a, b, c bilden selbst kein primitives Tripel: sie

10*
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bestimmen ein doppeltprimitives Parallelepiped, das im einen Falle zen-

trierte Flächen (lÖO), im zweiten Falle zentrierte Basisflächen (001), im

dritten Falle Innenzentrierung besitzen würde. Wegen der Unbestimmtheit

des Winkels ß sind kfistallsj^mmetrisch die drei Fälle sich gleichberechtigt

und strukturell ident. Wir legen unseren Betrachtungen den zweiten

Fall (Basiszentrierung) zugrunde. Dann ist ein primitives Tripel gegeben

durch: ^ -{- ~^- ~^ ö"' ^- " ^^^ / ^^^^ wieder 90". Einheits-

maßstäbe a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
a b

I.) ^, ^, 0; 1, 0, cos;?: 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

n.) |, |, 0; 1, 0, cos^; 0, 1, 0; cos/?, 0,1.

III.) c; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IV.) 0; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

Spiegelebenen: (OlO)o und (OlO)i.
2

Gleitspiegelebenen (mit Gleitkomp. ^j (OlO)i und (OlOjs.

(Siehe Fig. 70.)

Die Punktlagen auf den Spiegelebenen sind für das in Betracht

gezogene Elementarparallelepiped zweizählig. Zu |0 0]] gehört in par-

alleler Stellung beispielsweise IH 0|. Symmetrie dieser Punktlagen

= 1 S E. Alle Punktlagen auf den Spiegelebenen, nämlich [[m, o, p| oder

Im, \, p|, bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit

zentrierten Basisflächen.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden vierzähhg

und frei von Symmetriebedingungen. Punkte |[m, j, p| bezw. [[m, f, p|

auf den Gleitspiegelebenen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Basisflächen und zentrierten Grund-

kanten.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: |m, n, p|, Hm + I-,

n -f i, p|, Im, i, p1, |m-f i i+ l, p]. Die Geraden [u o w]bc mit B = 0,

|, \ oder f sind von einzigartiger Richtung, die übrigen besitzen

gleichwertige Scharen einer zweiten hinsichtlich (0 1 0)o symmetrischen

Richtung.

Wählt man zu etwaigen kristallograpliischen Vergleichszwecken das

Parallelogramm ac doppeltprimitiv (Zentrierung der Flächen (OlO)o), so

wird das Elementarparallelepiped vierfachprimitiv. Es ist dann allseitig

flächenzentriert. Die Punktlagen von der Symmetrie 1 SE sind in Hin-

sicht darauf vierzählig, die übrigen Punktlagen werden achtzähhg.
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Raumg-ruppe (£s^

(Enthält als Untergruppe ßi.) Alle Symmetrieebenen sind Gleit-

spiegelebenen, und zwar treten Gleitspiegelebenen von zweierlei Art auf.

Wahl der Koordinatenachsen analog wie in der Gruppe Ss^.

b = kürzeste Periode senkrecht zu den Gleitspiegelebenen. Zur
speziellen Betrachtung legen wir die c-Achse in eine Gleitrichtung. Die

zweite Gleitrichtung läßt sich dann durch (-^ + ö") darstellen. Der

r- ff"

,
'-

.

'j •-.

Fig. 68. Es* Spuren der Spiegelebenen Fig. 69. 6s' Spuren der Gleitspiegelebenen

auf (001)o. auf (OOl)^.

i<N. H^' I • ~^

Fig. 70. ßs^ Spuren der Spiegelebenen

und Gleitspiegelebenen auf (OOl)^.

n. Ss* Spuren der Gleitspiegel-

ebeneu auf (OOl)^.

Anfangspunkt liege in einer Gleitspiegelebene mit der Gleitkomponente—

.

Das Elementarparallelepiped ist basiszentriert. Ein primitives Trans-

lationentripel ist somit von der Form -^ -\- -^\ -^ ^; t-

c( und 7 wieder = 90 ". Einheitsmaßstäbe a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
a b

I.)
Y' T' ^' ^' ^' ^^^^' ^' ^' ^' ^^^''^' ^' ^•

n.)
Y» Y» 0; 1,0, cos/?; 0,1,0; cos/?, 0, 1.
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m.) 0, 0, c; 1, 0, cos ,5; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IV.) 0, 0, ™; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos /?, 0, 1.

Einzige Symmetrieelemente sind Gleitspiegelebenen und zwar

(OlO)o und (010)j_ mit der Gleitkomponente —
-;

2 2

ä C
(OlO)i und (010)3 mit der Gleitkomponente ~-{ .

Alle Punktlagen (ohne Symmetriebedingungen) sind infolge der

Zusammengehörigkeit der Koordinatenwerte |[m, n, p]], pii+ |-, n-\-\, p|,

|m, n, p-|-}|, |[m-|-|, n+ i, p4-}| vierzählig und besitzen drei

Freiheitsgrade. Die Punkte |[m, 0, p| bezw. [[m, |, p]] bilden Gitter der

Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Basisflächen, Inneu-

zentrierung und zentrierten Kanten [001]. Die Punkte [m, |, p| bezw.

|m, I, p| bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit

allseitig zentrierten Flächen. (Siehe Fig. 71.)

Im übrigen gelten hinsichtlich besonderer Wahl der Koordinaten-

achsen analoge Bemerkungen wie in 6^^.

(iy. Monoklin hemimorphe Klasse (Sphenoidische Klasse)

Die einer digonalen Achse isomorphe Parallelschar digoualer

Achsen ist vorhanden.
->

Raumgruppe 62^

(Enthält als Untergruppe Si .) Alle digonalen Achsen sind Drehungs-

achsen. Der Koordinatenanfangspunkt hat beliebige Lage auf einer di-

gonalen Drehungsachse. Die b- Koordinatenachse ist der Länge nach

die kürzeste Periode in Richtung der digonalen Achse, a und c bilden

ein beliebiges primitives Paar auf der Normalebene zur Achsenrichtung.

a und Y = dO^; ß> 90 ^. Primitives Tripel und Einheitsmaßstäbe = a, b, c.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.) a, 0, 0; 1,0, cos/?; 0,1,0; cos/?, 0,1.

IL) 0, b, 0; 1,0, cos/?; 0,1,0; cos/?, 0, 1.

in.) 0, 0, c; 1, 0, cos/S; 0,1,0; cos /5, 0,1.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0,1.

Digonale Drehungsachsen: ""[OIO] "y[010]

^"[010] ii[010].

(Siehe Fig. 72.)

Punktlagen auf irgend einer der vier digonalen Drehungsachsen

sind einzählig und von einem Freiheitsgrad. Sie müssen die Minimal-

symmetrie 1 0^ besitzen. (Symmetrie Ca.) Alle übrigen Punktlagen sind
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gemäß der einander zugehörigen Koordinatenwerte |m, n, p]] |[m, n, pj
zweizählig und besitzen keinerlei Symmetriebedingung. (3 Freiheitsgradej.

Alle Punkte [[0, n, 0| oder |0, n, |1 oder [[{, n, 0] oder |[|, n, ||
bilden einfache Gitter von der Form des Eiernentarparallelepipeds.

Die [0 1 0] parallelen Geraden sind von einzigartiger Richtung und
von polar vektoriellem Charakter.

Hinsichtlich der Koordinatenwahl a, c gelten für spezielle Vergleichs-

zwecke ähnliche Überlegungen wie in der Raumgruppe Gs'.

%- Achsendurchstoßpunkte auf (OlO)o

(Schraubenachsen).

Fig. 74. e.j* Achsendurchstoß-

punkte auf (OlO)a

(Drehungs- und Schraubenachsen).

Raumgruppe (£2*

(Enthält als Untergruppe (£1.) Alle digonalen Achsen sind Schrauben-
achsen. Der Koordinatenanfangspunkt hat beliebige Lage auf einer di-

gonalen Schraubenachse, b = Identitätsabstand (Periode) auf dieser

Schraubenachse, d. h. das Doppelte der Länge der Schraubungskomponente.
a und c sind ein beliebiges Paar primitiver Translationen auf einer zur

Achsenrichtung normalen Ebene, a und 7 = 90°; /?> 90^ Primitives

Tripel a, b, c; zugleich Einheitsmaßstäbe.
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Einfachste Decktransformationsbedingiingen:

I.) a, 0, 0; 1, 0, COS/5; 0,1,0; cos/?, 0,1.

n.) 0, b, 0; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

m.) 0, 0, c; 1,0, cos/?; 0,1,0; cos/?, 0,1.

IV.) 0, -, 0; 1,0, COS/?; 0,1,0: cos^, 0, 1.

Die einzigen Symmetrieelemente sind die digonalen
Schraubenachsen °"[010]

i °y[010]

2 ° [010] I

^^[01 0]. (Siehe Fig. 73.)

Alle Punktlagen sind ohne Symmetriebedingungen mit der Zu-

sammengehörigkeit Im, n, p]], [[m, n \-\, p| zweizählig. Diejenigen auf

den Schraubenachsen wie |0, n, 0]] oder [[0, n, |-| oder \\, n, 0| oder

II, n, II bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit

zentrierten Kanten [010]. Zu |0 0]] gehört beispielsweise |0.|0| in

um 180" gedrehter Stellung. Die [010] parallelen Geraden sind von

einzigartiger Richtung und von polar vektoriellem Verhalten.

Das Parallelogramm a c kann aucli hier etwa zu Vergleichszwecken

doppeltprimitiv gewählt werden.

Raumgruppe ^^^

(Enthält als Untergruppe (£i.) Digonale Drehungsachsen und

Schraubenachsen. Der Koordinatenaufangspunkt hat beliebige Lage auf

einer digonalen Drehungsachse, b ist in Länge und Richtung kürzeste

Periode auf einer digonalen Drehungsachse , somit auch das Doppelte

des Schraubungskomponentenbetrages einer Schraubenachse, c und a

sind ein primitives Translationen- (Perioden-) paar auf einer zu den Achsen

senkrechten Ebene. Das Bild der Durchstoßpunkte der zweizähligen

Achsen auf einer Ebene senkrecht zur Achsenrichtung liegt in Fig. 74

vor. Folgende einfachsten Zuordnungen von a und c (abgesehen von

der Raumorientierung bezM'. der Bedingung /?> 90 °) lassen sich erkennen.

I. a und c = e und f. Das Elementarparallelepiped besitzt dann

zentriertp Basisflächen.

IL a und c = f und h. Das Elementarparallelepiped ist innenzentriert.

in. a und c = e und g. Das Elementarparallelepiped besitzt allseitige

Flächenzentrierung.

In den Fällen I und II ist das Elementarparallelepiped doppelt-

primitiv, im Falle III vierfachprimitiv. Unseren Betrachtungen ist der

Fall I zugrunde gelegt. Ein primitives Tripel ist dann gegeben durch

-^4-—, -, c. o. und 7 = 90''. Die Einheitsmaßstäbe = a, b, c.

,5 > 90 ".
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:
a h

I.) --, ", 0; 1, 0, coSf?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IL) y, y, 0; 1, 0, cos^; 0, 1, 0; cos/S, 0, 1.

III.) 0, 0, c; 1, 0, cos/5; 0, 1, 0; cos ;?, 0, 1.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, cosp; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

Symmetrieelemente:

Digonale Drehungsachsen '\ [0 1 0], i° [0 1 0] und

"^[010], ^^[010].

Digonale Schraubenachsen '*°[010], 7° [010] und

4^[010], '-^[oio]. (Siehe Fig. 74.)

Punktlagen auf einer der vier digonalen Drehungsachsen sind bei

einem Freiheitsgrad zweizählig und müssen die Symmetrie 1 ()^ = C2

besitzen.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei FreiheitsgTaden vierzählig

und besitzen keinerlei Symmetriebedingungen. Es gehören zusammen:

Im, n, pl, .[[m + i, n+ l, pl, K n, pl, Um + i, n + 1, pl-

Punkte auf den Drehungsachsen bilden Gitter von der Form des

ElementarparaUelepipeds mit zentrierter Basis, Punkte auf den Scliraubeu-

achsen Gitter dieser Form mit zentrierter Basis und zentrierten Seiten-

kanten der Richtung a und b. Polar vektorieller Charakter der zu [01 0]

parallelen Geraden \\äe oben.

C£2h. Monoklin holoedrische Klasse (Prismatische Klasse)

1. Einer digonalen Achse isomorphe Pai-allelschar digonaler Achsen.

2. Senkrecht dazu einer Symmetrieebene isomorphe Parallelschar

verallgemeinerter Symmetrieebenen.

3. Einem Symmetriezentrum isomorphe Schar von Symmetriezeutreu.

Charakteristische Symmetrieelemente 1 und 2, oder 1 und 3, oder

2 und 3.

In Analogie mit den bereits betrachteten Raumgruppeu wird b

stets die Periode in der Achsenrichtung angeben ; a und c liegen parallel

der Symmetrieebenenschar und bezeichnen hier ein primitives Paar.

a und 7 = 90 ''. /? > 90 ". Für Vergleichzwecke unter Umständen zweck-

mäßige Sonderwahl von a und c erledigt sich analog wie in den ent-

sprechenden Untergruppen.

Raunigruppe C£2h^

(Enthält als Untergruppen (Si, ©i, ßsS (£2^) Charakteristische Unter-

oder ßs^ (£i oder (Si ßa'. Alle Syinmetrieebenen sind
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Spiegelebenen, alle digonalen Achsen Drehungsachsen. Koordinaten-

anfangspunkt im Schnittpunkt (Symmetriezentruin !) einer digonalen

Drehungsachse mit einer Spiegelebene. Primitives Tripel a, b, c.

Einfachste Decktransforjuationsbe dingungen:

I.) a, 0, 0; 1-, 0, COS/?

IL) 0, b, 0; 1, 0, COS;?

III.) 0, 0, c; 1, 0, COS/?

IV.) 0, 0, 0; L 0, COS/?

V.) 0, 0, 0; 1, 0, cos/?

0, 1, 0; COS/?, 0, 1.

0, 1, 0; cos^, 0, 1.

0, 1, 0; cosyff, 0, 1.

0, 1, 0; cos /?, 0, 1.

0, r, 0; cos/?, 0, 1.

Statt der Bedingungen IV.) und V.) könnten als bedingend und

charakteristisch auch V.) und VI.) oder IV.) und VI.) gewählt werden,

wo VI.) der Gruppe Gi mit der speziellen Form

0, 0, 0; 1, 0, cos /?; 0, I, 0; cos /?, 0, I

gleich ist.

Weiterhin sind immer nur die den Gruppen ßs und ©2 konfonuen

Bedingungen angegeben, die durchaus genügen, da sich die Symmetrie-

zentrumsbedingung durch Kombination daraus ableiten läßt. (Siehe

Seite 42.)

Symmetrieelemente: (Siehe Fig. 75).

Symmetriezentren:

lOOOl; e^Ol; U ^f, |[Oi|l; liHI; liOOf; 10^01; |0 i|.

Spiegftlebenen: (OlO)o und (OlO)i.

Drehungsachsen: ""[010]; ^"[010]; °^[010]; ^"^[010].

Punktlagen: Jedes der acht verschiedenartigen Symmetriezentren

stellt eine Punktlage ohne Freiheitsgrad dar, die mit der Symmetrie-

bedingung (1 4- 1 SE) 4- Z = Coh einzählig ist. Also achterlei Punkte

ohne Freiheitsgrad.

Die Punkte ([0, n, 0} oder |[i n, 0| oder |[0, n, || oder |[j, n, ||

auf den Drehungsachsen sind mit einem Freiheitsgrad zweizähUg.

Symmetriebedingung =z 1 Q^ = d. Die Punkte |m, 0, p| oder [[m, |, p|

auf den Spiegelebenen sind mit zweiFreiheitsgraden ebenfalls zwei-

zählig. Symmetriebedingung = 1 SE = C«. Alle übrigen Punkte sind

bei allgemeinster Lage mit drei Freiheitsgraden \derzählig und besitzen

keinerlei Symmetriebedingungen.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Im, n, p|. Km, n, p|, |[m, n, p|, |m, n, pj.

Es gehören beispielsweise zusammen

einerseits |i,
i, ^ [f,

i
f] |i f,

i] H f, f|;

anderseits U, j, |1 |f, ^ i] ^ f ,
i|

||, f , ±1
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Raumgriippe 621."

(Enthält die Untergruppen ©i, ßi, C£sS Gä^) Charakteristische

Untergruppen SsS ßs*. Alle Symmetrieebenen sind Spiegelebenen, alle

digonalen Achsen Schraubenachsen. Den Koordinatenanfangspunkt legt

man zweckmäßig in ein S3'mmetriezentrum, dem entspricht eine Koordi-

natenverschiebung um ~j~ gegenüber der Untergruppe Ss^ Primitives

Tripel a, b, c; zugleich (wie immer) Einheitsmaßstäbe. (Fig. 76.)

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) wie in der Raumgruppe ß2h^

rV^) 0,—, 0; 1, 0. cos/?; 0, 1, 0; cös ß, 0, 1.

V.) 0,—, 0; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

Symmetriezentren: viererlei, je zwei zusammengehörig, nämlich

|000| zu[0|Ol; E|00| zuKHOj; £0
i| zu |[0 Hl : liOllzulHll-

Spiegelebenen: (OlO)i, (Ol 0)3.

Schraubenachsen: ""[010]; ^°[010]; °2[oio]; ^^[010].

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p|, fm, n + 1, pl, |m, n -f }, pl, [[m, n, fl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Viererlei entsprechend den

viererlei voneinander unabhängigen Arten von Symmetriezentren. Zählig-

keit jeder Punktlage = 2. Symmetriebedingung = IZ = d. Die

Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarpipeds mit zentrierten

Kanten [010].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad gibt es keine.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie liegen auf den

Spiegelebeneu , sind also von der Art |[m, {, pj oder |[m, |, pl). Zählig-

keit =^ 2. Symmetriebedingung == 1 S E = C,.

Die Schnittpunkte der Schraubenachsen mit den Spiegelebenen bilden

Gitter gleicher Form wie die Symmetriezentren. Zu |[0 j 0| gehört

beispielsweise |[0 | 0|.

Alle übrigen Punkte besitzen keinerlei Symmetriebedingungen,

sie sind mit drei Freiheitsgraden vierzählig.

Raumgruppe C^o^^

(Enthält die Untergruppen 61, ©i, ßs^ öo^) Charakteristische Unter-

gruppen ßs', 62'. Es sind vorhanden Spiegelebenen und Gleitspiegel-

ebenen, Drehungsachsen und Schraubenachsen.

Das Elementarparallelepiped mit a und 7 = 90" ist mindestens

doppeltprimitiv und in der nachfolgenden Darstellung basisflächenzentriert.
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Ein primitives Tripel ist daher gegeben durch ^ + ^5 ^ ^, c.

ca, b und c sind unsere Einheitsmaßstäbe, « und 7 sind = 90°.

ß > 90 °. Der Koordinatenanfangspunkt ist Schnittpunkt von einer

Drehungsachse mit einer Spiegelebene (Symmetriezentrum). (Fig. 77).

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) 4, \^ 0; 1' 0' cos/?; 0, 1, 0; cos .^, 0, 1.

IL) y, y, 0; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

m.) 0, 0, c; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, cösyö; 0, 1, 0; cos /?, 0, 1.

V.) 0, 0, 0; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

Symmmetriezentren: 8 Syiumetriezentren. Viererlei von je zwei

zusammengehörigen, zweierlei von je vier zusammengehörigen.

Nämlich 10 01 ei Ol; Ei 003 lOiOl; |0 |1 |H|1; [[f |1 |[0 Hl-
Ferner |HOl |f iOl |if Ol ||f Ol; anderseits EHÜ llül KHl llf ill.

Spiegelebenen: (OlO)o (OlO)i.
*

a
Gleitspiegelebenen: (010)_i (010)3. Gleitkomponente = —

-.44 2

Digonale Drehungsachsen: ""[010], ^""[OIO]; "^010], 2 2[oio].

Digonale Scliraubenachsen: ^^'[010], ^"[010]; H[oiO], H[010].

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, u, p1 |m+ i, n 4- i, pl |m, n, pl |[m+ 1, n+ 1, p|

Im, n, Pl |m+ 1, n+ i, p], [[m, n, pl |m + i, n + 1, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Die viererlei Arten von

Symmetriezentren der ersten Zeile oben. Zähligkeit jeweilen = 2.

Symmetriebedingung = (1 () + 1 S E) -f Z = Cah.

Die zweierlei Symmetriezentren der zweiten Zeile oben; je 4 zu-

sammengehörig, also Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung 1 Z = Ci.

Die ersteren bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit zentrierten Basisflächen, die letzteren mit zentrierten Basis-

flächeu und zentrierten Seitenkanten des Basisrechteckes.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: |0,n, Ol oder |i,n,Ol oder

|0, n, y1 oder \\, n, ||. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = 1 ()i = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: [|m, 0, pl oder

|m, |-, p1. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung 1 SE = C«.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung achtzählig.
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Fig. 75. E2h^

Fig. 75 a = perspekti\T[sche Darstellung.

Fig. 75 b = Projektion auf (OOl)o.

-• y—• ^ %'-

Fig. 7(

Fig. 7(

b
Fig. 7G. lioh-.

perspektivische Darstellung.

Projektion auf (OOl),,.

)— —©•

--O— -f—©—f—©•

—©• © ©—
Fig. 78. (ioh*. Ebene (OOl)A.

Die durchbrochenen Bänder stellen Gleit-

spiegelebenen dar, die kräftigen schwarzen

Linien Drehungsachsen. Die Doppelkreise

sollen angeben, daß die Symmetriezentren

^ oberhalb und ^ unterhalb der Achsen-

ebene liegen.

-I i f i 1—

Fig. 77. tioh^. Ebene (OOl)o

Fig. 79. Ciah*. Ebene (dOl)».

Bezeichnung wie Fig. 78. Alle Symmetrie-

ebenen sind Gleitspiegelebenen, alle Ach-

sen Schraubenachsen (gestrichelt).

© ^ © ^ ©—
Fig. 80. Goh". Ebene (001) i.

Achsenebene. Bezeichnung wie Fig. 78.
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Raumgruppe C£2h*

(Sie enthält die Untergruppen ©i, (£i, (Ss", 62 ^) Charakteristische

Untergruppen 6s* 62 ^ Alle Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen,

alle digonalen Achsen sind Drehungsachsen. Die Richtung der Gleit-

komponente wählen wir zur c- Richtung. (Fig. 78.)

Der Koordinatenanfangspunkt wird zweckmäßig die Lage eines

Symmetriezentrums einnehmen. Gegenüber der Untergruppe ©2^ findet

eine Koordinatenachsenverschiebung von |c statt. Primitives Tripel:

a, b, c, zugleich Einheitsmaßstäbe.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) wie in 62h^

IV.) 0, 0, ^; 1, 0, cos.-J; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

y.) 0, 0, I ; 1, 0, cos/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

Symmetriezentren: Viererlei Arten von je zwei zusammen-

gehörigen Symmetriezentren.

loooHooii; eioHiHl; |o|oHoHl; E|ooH|oi|.
Gleitspiegelebenen: (OlO)o; (OlO)i.

2

Digonale Drehungsachsen: °4[oiO] °4[oio]; 2i[oio] ^4[oiO].

Zusamt^ engehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p]] |m, n, p + i| fm, n, p + ^| [[m, n, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Viererlei, entsprechend den

viererlei Symmetriezentrumsarten. Jede Lage ist zweizählig. Symmetrie-

bedingung 1 Z = Ci. Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit zentrierten Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad:

|0, n, 11 oder |[0, n, |3 oder H n, ß oder |i, n, fj.

Zähligkeit = 2. Symm^triebedingung 1 Q^ = C2.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung, also mit

drei Freiheitsgraden, vierzählig.

Raumgruppe (S2h^

(Enthält die Untergruppen Si, 6i, Ss^, Sg^.) Charakteristische Unter-

gruppen ßs* (£2". Alle Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen ein und

derselben Operation, z. B. mit der Gleitkomponente — . Alle digonalen

Achsen sind Schraubenachsen, a, b, c ist ein primitives Tripel, es liefert

die Einheitsmaßstäbe, a und y = 90^. ß> 90".
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Der Koordinatenanfangspunkt besitzt zweckmäßig die Lage eines

Symmetriezentrums. Koordinatenverschiebung gegenüber der Untergruppe

6.^ = ^; gegenüber iS,' = j. (Fig. 79).

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) wie ©21/.

IV.) 0, y, ~; 1, 0, cos ß; 0, 1, 0; cos ß, 0, 1.

V.) 0, ^, -^-; 1, 0, cos^i; 0, 1, 0; co^/?, 0, 1.

Symmetriezentren:

10001 loiii; liooi iHil; |oio| |oo|i; iHojl lioii.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3.
4 4

DigonaleSchraubenachsen: "^[010] '^[010]; 2 J[oiO] H[oiO].

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl |E, n-|-^,p + || |m, n + }, p + |1 [[m, n, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Den viererlei Sjanmetrie-

zentren entsprechende Punktlagen sind zweizählig. Beispielsweise gehören

zusammen [0 0| |0
-^ ^| oder I7 0| || Hl ^sw. (Siehe oben unter

Symmetriezentren.) Symmetriebedingung: 1 Z = Ci. Derartige Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten

Flächen (100).

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung vier-

zählig. (Drei Freiheitsgrade.)

Raumgruppe ßgh"

Vorhandene Untergruppen: (Si, Si, ©s*, 62^ Charakteristische

Untergruppen: ßs*, ^2^. Es treten Drehungsachsen und Schraubenachsen

auf. Alle Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen. Das Elementar-

parallelepiped mit a = 7 = 90" ist mindestens doppeltprimitiv und in

der nachfolgenden Darälellung basisflächenzentriert. Achsenwahl wie

in der Untergruppe ßs*. Der Anfangspunkt wird aber hier zweckmäßig

in ein Symmetriezentruni verlegt. Gegenüber der Untergruppe ©2' hat

somit eine Koordinatenverscliiebung um — stattgefunden, a, b, c Ein-

maßstäbe; -|- + ^, 4 ~~
o ' ^ ^^^ ^^^ primitives Tripel. (Fig. 80).

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) wie in Raumgruppe S2h'.

IV.) 0, 0, -^; 1, 0, cos^; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.

V.) 0, 0, 4; 1, 0, COS/?; 0, 1, 0; cos/?, 0, 1.
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16 Symmetrie Zentren, je vier zusammengehörig-, nämlich

10001 IH03 100^3 EH 13; oder [[1003 [0103 Uo^ KoüS;
oder u i OH! 1 03 if UlüHh oder |i

f 03 |f { o| |H i3 If f }3.

Gleitspieg-elebenen:

(010)0 und (010)1 mit der Gleitkomponente —-
2 2

(010)1 und (010)3 mit der Gleitkomponente (~ + |^).

Drehungsachsen: " ^[0 1 0] H[o 1 0] "i[010] ^^[oiO].
11 31 13 33

Schraubenachsen: 4 4[oio] i4[oio] 4 4[oiO] ^^[OIO].

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p3 |[ni + i, n+ ip3 |m, n, p+ |3_ |m+|, n+ |, p+ |l

|m, n,p+ |3 Im+ I, n-f i,p+ |3 |m, n, p3 |[m+ f, n+ |, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die Symmetriezentrumslagen

in den oben hingeschriebenen Kombinationen besitzen keinen Freiheits-

grad. Zähligkeit = 4. Symmetrie = 1 Z = d. Sie bilden einerseits

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basis,

zentrierten Kanten [0 01] und mit Innenzentrierung, anderseits allseitig

flächenzentrierte Gitter.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle Punkte:

[[On|3 oder [[Onfl oder l^nß oder |I|nf3.

Symmetriebedingung = IQl = d. Zähligkeit = 4.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingungen mit

drei Freiheitsgraden pro Elementarparallelepiped achtzählig.

Rhombische Abteilung

Es gibt immer drei verschiedenartige Perioden a, b, c, die auf-

einander senkrecht stehen und die ein Parallelepiped bedingen, das

entweder primitiv, doppeltprimitiv oder vierfachprimitiv ist. Dieses

Parallelepiped ist unser Elementarparallelepiped. a, b, c sind die Ein-

heitsmaßstäbe, a, ß, y also gleich 90".

(I3V. Rhombisch hemimorphe Klasse (Pyramidale Klasse)

1. Einer Symmetrieebene isomorphe Parallelschar verallgemeinerter

Symmetrieebenen.

2. Senkrecht dazu einer zweiten Symmetrieebene isomorphe Parallel-

schar verallgemeinerter Symmetrieebenen.

3. Parallel der Schnittlinie beider Ebenenscharen eine Schar di-

gonaler Achsen (polar).

Charakteristische Symmetrieelemente entweder 1 und 2 oder 1 und 3

oder 2 und 3. Die c- Koordinatenachse wird parallel zur digonalen
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Achsenschar gewählt, so daß die Symmetrieebenen parallel (100) und

(010) liegen. Die Raumgruppen 62v^ bis ©2v^° besitzen als primitives

Tripel a, b, c.

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten daher für

alle diese 10 Gruppen folgendermaßen: a, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

I.)— in.) 0, b, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

0, 0, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Sie enthält als Untergruppen 61, (SsS 6s\ 62^ Charakteristische

Untergruppen ßsS Ss^ oder ^2'^, 6a'. Alle Symmetrieebenen sind Spiegel-

ebenen, alle digonalen Achsen Drehungsachsen. Der Koordinatenanfangs-

punkt hat beliebige Lage auf einer digonalen Drehungsachse. (Fig. 81.)

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) Siehe oben.

_
IV.) 0,0,0: 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [OOIJ^^; [OOlj^^i; [OOlJi^; [OOlJii;

Spiegelebenen: (010)^,; (OlO)i und (100)^; (lOO)i.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Um, n p| |m, n, p]] [[m, n, p3 [[m, n, pj.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad:

[[OOpJ oder [[0 | p| oder [[| pj oder IH pl- Zähligkeit = 1. Sym-

metriebedingung = lSE + lSE-f-1^ = C2V. Alle derartigen Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden:

|m p| oder |m | p]] oder |0 n p| oder ||- n p]]. Zähligkeit — 2. Sym-

metriebedingung = 1 SE == Cs.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden vierzählig.

Raumgruppe S2v^

Sie enthält als Untergruppen 61, (Ss\ ßs^, 62". Charakteristische

Untergruppen ') : $s^, 6s^ Die eine Schar der Symmetrieebenen besteht

aus Spiegelebenen (010), die andere aus Gleitspiegelebenen (100). Alle

digonalen Achsen sind Schraubenachsen. Koordinatenanfangspunkt auf

eine Spiegelebene und in die Schraubenachse fallend.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—ni). Siehe Seite 161.

IV.) 0,0, y; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

^) Der Strich durch Sj" deutet die Gleitrichtung an. Senkrecht: wenn parallel

der digonalen Achse, schräg: wenn schief dazu, horizontal: wenn senkrecht dazu.

Niggli, Geometi. Kristallogr. d. Diskontinuums 11
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Symmetrieelemente:

Digonale Schraubenachsen: [OIOJ^^, [OOl]^,!, [OOIJiq, [001]i i.

Spiegelebenen: (010)^, (010)^.

Gleitspiegelebenen: (100)^, (lOO)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[m, n, pl |m, n, p + |1 |m, n, p -f || |m, n, p|.

Punktlagen: Außer vierzähligen Punkten mit drei Freiheits-

graden gibt es nur zweizählige Punkte mit zwei Freiheitsgraden

und der Symmetriebedingung 1 SE = Cg. Es sind das Punkte |m, 0, p]{

oder [[m, |, pj.

Raumgruppe ß2v^

Sie enthält als Untergruppen : ßi, ßs^ ßs^ ©2^ Charakteristische

Untergruppen: %s^, (f^s^- Alle Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen

mit der Gleitkomponente — . Alle digonalen Achsen sind Drehungs-

achsen. Der Koordinatenanfangspunkt hat beliebige Lage auf einer

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1, 0; 0,0, 1. V.) 0, 0, |-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:

Digonale Drehungsachsen: [OOll^o, [001]!^, [OOlJ^i, [001]ii.

Gleitspiegelebenen: (010)^, (OlO)i und (ioo)^, (lO^O)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Km, n, p]] [[m, n, p] [[m, n, p + || [[m, n, p + ||.

Punktlagen: Alle Punkte |0 0pl oder [[iOp| oder |0|p]] oder

11 I p| sind zweizählig mit einem Freiheitsgrad und der Symmetrie-

bedingung = l^y^ = ds. Sie bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Kanten [0 01]. Die übrigen Punkte sind

mit drei Freiheitsgraden vierzählig und besitzen keinerlei Symmetrie-

bedingung.

Raumgruppe ßav*

Sie enthält als Untergruppen: ßi, ©sS ßs^ ©2^ Charakteristische

Untergruppen: (Ss^ W- Die Spiegelebenen sollen von der Lage (010)

sein, die Gleitspiegelebenen von der Lage (100). Alle digonalen Achsen

sind Drehungsachsen. Koordinatenanfangspunkt in einer Drehungsachse.

Koordinatenverschiebung gegenüber der Untergruppe 6s^ = -j^'
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—ni.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:

Digonale Drehungsachsen: [001]^^,, [OOlJ^i, [001]i,^, [001]ii.

Spiegelebenen: (OlO)i (010)3.
4 4

^
Gleitspiegelebenen: (100)^; (lOO)i. Gleitkomponente —

.

2 £i

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p1 [m, n, pj K n -f
i,

p] |[m, n + f, p|.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Punkte [[OOpJ oder

\\ p1 oder [[0 \ p| oder [[| \ p|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung

= iQi = C2. Sie bilden Gitter von der Form des ElementarparaUel-

epipeds mit zentrierten Kanten [010].

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: [m ^ p] oder l[m|p|.

Sie sind zweizähUg und besitzen die Symmetriebedingung 1 S E = Cs.

Alle übrigen Punkte besitzen drei Freiheitsgrade und sind vierzählig.

(Ohne Symmetriebedingung.)

Raumgruppe 62^^

Untergruppen: 61, Sg-, Gs^, 62". Charakteristische Untergruppen:

^s^, €s^. Koordinatenanfangspunkt auf einer Schraubenachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0,-^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.)-|-, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Schraubenachsen: [001]qJ001]i g; [001],^: [001]ii.

Gleitspiegelebenen: (010)^ (OlO)j. Gleitkomp. —

.

2 ^

(1 0)1 (1 0) 3 Gleitkomp. -^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p1 Im, n, p+ 13 [[m + |, n, p + \l [[m + |, n, pj.

Alle Punkte sind mit drei Freiheitsgraden, ohne Symmetrie-

bedingung, vierzählig.

Raumgruppe G2v'' (Siehe Fig. 82)

Untergruppen: 61, 6s^ ßs^ Sg^ Charakteristische Untergruppen:

fs*, ^s^ Alle Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen. Parallel (010)

sei die Gleitkomponente = ^"!^^
,

parallel (100) = —
. Der Koordi-

natenanfangspunkt liegt auf einer zweizähligen Drehungsachse.
11*
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 161.

IV.)0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.)|^,0,|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [OOlJ^jOOlJio; [OOll^i [001]ii.

Gleitspiegelebenen: (010),, (010) i und '(10 0)i (10 0)1.
2 44

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p1 |m, n, p1 [[m+|, n, p+ |l |m+ -|, n, p -f ^1.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Alle Punkte |00p|

oder 1[| p| oder [0 | p] oder
|[| | p] besitzen die Zähligkeit 2 , die

Symmetriebedingung = C2 und bilden Gitter von der Form des Ele-

mentarparallelepipeds mit zentrierten Flächen [010].

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden ohne Sym-

metriebedingung vierzählig.

Raumgruppe ß2v'

Untergruppen: (£1, (5s^ Ss^ ßs^. Charakteristische Untergruppen:

6s^ l|s^ Die Ebenen parallel (010) seien Spiegelebenen, diejenigen

parallel (100) Gleitspiegelebenen. Alle digonalen Achsen sind Schrauben-

achsen. Der Koordinatenanfangspunkt liege auf einer Spiegelebene im

Schnitt mit einer Gleitspiegelebene. Koordinatenachsenverschiebung

gegenüber Gruppe ©2^ = ^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 161.

IV.) 0,^,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Schraubenachsen: [001],i [001]„3; [OOlJii [001]i3_

Spiegelebenen: (010),, (OlO)i.

Gleitspiegelebenen: (100),, (lOO)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl [[m, n+ I, p+ \l |m, n+ i, p+ |I |m, n, p].

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden finden sich auf den

Spiegelebenen, entsprechend den Werten [[m, 0, p| und |m, |, p+ 11 sind

sie zweizähhg und besitzen' die Symmetriebedingung Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden vierzählig.

Raumgruppe ß2v*

Untergruppen: 61, Ss^ ß8^ ©2^ Charakteristische Untergruppen:

€s^ ^8^ Der Koordinatenanfangspunkt liegt in einer Drehungsachse.
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—ni.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. ^.)~,~,0- 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [001] [OOlJii; [001]i „ [001]„ i

2 2 2 2*

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 Gleitkomp. —-.

/ 4 4 i^ •

(lOO)i (100)3 Gleitkomp. 2*

iiinQiiiii

HtwuiiiiiniiiuiiiffliiniiMiraimMiinmiiiiiuHiii

ffliiimiiiiiilllliiiililiiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiiiNon!!

0ntiiim

Fig. 81. ©av^ Ebene (OOl)o.

(Projektion.)

1 i 1 : 1
t lim lim iiiiLi um um mu mn mii iiiiijiio um iiüi in

1 : 1 I l
a niii Ulli iiuiii um imi iim ym um onQnii m» uiii oi

l 1
Fig. 83. eav" Ebene (OOl),,.

(Projektion.)

jiii) um Hill mn niii iiiii impiii um

Ö

Iiiiii Dill Hill Hill iiui lim iiiiciiii um luo u iiui um mir

Fig. 82. ezv" Ebene (001),,.

(Projektion.)

t l ? l

f
1

i
i

f
iiiiiniiiii/iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiiH^

\ § i i { 5
Fig. 84. ßav" Ebene (001)«

(Projektion.)

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

l[m,n,pl [[m,5,pl |m4-|, n+ |,pl |m + |,n+ |,pl.

|0 0p| mit |i|p3 oder |f p] mit [[Oip] sind Punktlagen mit

einem Freiheitsgrad. Sie besitzen die Zähligkeit 2 und die Sym-

metriebedingung C2. Sie bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Basisflächen.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden (ohne Symmetrie-

bedingung) vierzählig.

Eaumgruppe ©27® (Siehe Fig. 83)

Untergruppen: 6ii, (5s^, Ss^, (£2'^. Charakteristische Untergruppen:

€s^, ^s^. Koordinatenanfangspunkt in einer Schraubenachse.
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Charakteristische Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, 5, O; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Schraubenachsen: [001]^^ [OOlJi^; [OOlJi^ [001]^i.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 Gleitkomp. -.
4 4 2

(lOO)i (100)3 Gleitkomp. 5
-[- 1.

4 4 A A

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[m,n,pl |m, n,p+ |l |m+ i, n+ |, p + H [[m+ f, i+ i,
p].

Für keinerlei Punktlagen sind Symmetriebedingungen vorhanden.

Alle besitzen drei Freiheitsgrade und sind vierzählig.

Raumgruppe ßoy^''

Untergruppen: 6i, ©s^ ßs^ ®2^ Charakteristische Untergruppen:

^s", l|s^. Koordinatenanfangspunkt in einer Drehungsachse.

Charakteristische Decktransformationsbedingungen:
I.)—ni.) siehe Seite 161.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) \\\\ 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [001]^, [001]ii; [OOlJi „[OOl],,!.

Gleil^spiegelebenen: (OlO)i (010)3 Gleitkomp. |+ 1

;

4 4 A A

b C
(100)1(100)3 Gleitkomp. - 4- -.44 A A

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

dm, n, p| |m, n, pH [[m+ j, ii+ |, p -|-|:| |[m+ |, n+ f, p+ ^|.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: [[00p| oder |0 | p| oder

[[| p| oder \\ f p|. Zähligkeit = 2. Z. B. gehören zusammen:

EO p| II, f, p+ il- Symmetriebedingung C2. Sie bilden Gitter von

der Form des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen ohne Symmetriebedingung, also mit drei

Freiheitsgraden vierzählig.

Ein Tripel primitiver Translationen der Raumgruppen (52v^^— ^iv
13

lautet ^ + -^, -^ ^, c. Das Elementarparallelepiped ist somit
A A A A

doppeltprimitiv und basisflächenzentriert. Die drei ersten Decktrans-

formationsbedingungen lauten für alle drei Gruppen:

^^ ^ ^ --^i 0,1,0; 0,0,1. n.)|,^,

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

I-) 2,3,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. U.) -,-,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Raumgruppe ©ov^^

Untergruppen: ßi, (S,s^, ßs^, Ga*. Charakteristische Untergruppen^):

©8^, ßs^. Koordinatenanfangspunkt auf einer zweizähligen Drehungsachse,

die zugleich Schnittlinie zweier Spiegelebenen ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0,1, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0,1, 0; 0, 0, 1.

Digonale Drehungsachsen: [OOIJq^ [001]i i
;
[OOlj^i [0 01]i ^

•

ferner [OOljii [001] 3%' [001]ii [001]l_i

Spiegelebenen: (OIO)^ (010),, ferner (10 0)^ (lOO)i.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 mit Gleitkomp. -

;

4 4 iS

(lOO)i (100)_3 mit Gleitkomp. -.

4 4 ä

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m,n,p| |[m+ |,n+ |,p| [m, i, pl [m+ f, i+ i,pl

[Im,n,pl [[m-l-i,n+ ^p| |m,i,pl Km+ f, n+ |, pj.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Punkte |00p| mit H |pl

oder IfOpl mit |0|p| sind zweizählig. Symmetriebedingung C2v. Sie

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter

Basis. Punkte |ifpl mit ||fp|, ||fp|, Efipl sind vierzählig. Die

vier hingeschriebenen Werte gehören zusammen. Symmetriebedingung Cj.

Sie bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zen-

trierter Basis und zentrierten Kanten des Basisparallelogrammes.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: [[m, 0, p| oder [[m, f, p|

oder |0, n, p]] oder |[|, n, pl. Symmetriebedingung = Cs. Zähligkeit = 4.

Alle übrigen Punkte sind ohne Symmetriebedingung mit drei Frei-

heitsgraden achtzählig.

Raumgruppe ßov^^

Untergruppen: 6i, es^ ©s*, ß2^ Charakteristische Untergruppen:

(§;s^ (f^s*. Die (0 1 0) parallelen Ebenen bestehen aus Spiegelebenen und

Gleit^iegelebenen, die (100) parallelen Ebenen sind nur Gleitspiegel-

ebenen. Alle digonalen Achsen sind Schraubenachsen. Koordinaten-

anfangspunkt auf einer Spiegelebene und in einer Schraubenachse liegend.

^) Ein Strich unterhalb einer Eaumgruppe 6s* oder 6s* gibt in Beziehung zur

Achsenrichtung die Gleitrichtung der neben Spiegelebenen oder Grleitspiegelebenen vor-

handenen Gleitspiegelebenen zweiter Operationsart an. ^ bedeutet also, daß neben

Spiegelebenen noch Gleitspiegelebenen mit einer Gleitrichtung quer (horizontal) zur Achse

vorhanden sind.
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 166.

IV.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Schraubenachsen:

[001]„j001]ii; [001]i„ [001],!.— [OOlJii [OOljss [001]j.3 [OOlJsi.
22 2 2 44 44 44 44

Spiegelebenen: (010). (OlO)i.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 mit Gleitkomp. -;
4 4 ^

(10 0)^ (lOO)i mit Gleitkomp. ^; (lOO)i (100)3 mit Gleitkomp. |+ |.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m^^n,pl |m+J-,n+ ipl |m, E, p+ |ljm+ i,n+ |, p+ ||

|m,n,p+ i3 Im+ in+ ip+ il [[m, n, p3 |[m-i-|, n+ }, p].

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie besitzen das all-

gemeine Symbol [[m o p| oder [[m \ p]]. Zähhgkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Cs.

AUe übrigen Punkte sind achtzählig mit drei Freiheitsgraden

und ohne Symmetriebedingung.

Raumgruppe ©2v^^

Untergruppen: ßi, 6s*, Ss*, 62^ Charakteristische Untergruppen:

$s*, %^. Ufer Koordinatenanfangspunkt liegt in einer digonalen Drehungs-
^^ ~"^ c
achse, die Schnittlinie von zwei Gleitspiegelebenen der Gleitung - ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 166.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0, 0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen. [OOIL [OOlJii; [001]i„ [OOlLi;
22 2 2

ferner [OOlJü [OOljs 3 [001]i3 [OOlJu.

Gleitspiegelebenen:

(Ol 0)0 (Ol 0)1 und (100)(, (lOO)i mit der Gleitkomp. -;22 a

(010) 1 (010)3 mit d. Gleitkomp. ^+^; (100)i(100)3 mit d. Gleitkomp. ^+ ^.44 JJ44 2i c

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m,n,p| Km+ f, n+ -i,p| [[m, n, pl |m+ |,H+ |,pl

|m,n,p+ |l[[m+ |-,n+ i,p+ |l |m, n,p+ i3 [[m+ |, n+ |, p+ |l.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Es gehören als vier-

zählige Punkte zusammen die Punkte: lO, 0, p] ||, -|, pj |0, 0, p-j-^l

El» 2' P+ il- Symmetriebedingung = C2. Sie bilden Gitter von der Form
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des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basis, zentrierten Kanten

[001] und mit Innenzentrierung. Ebenso: |0, |, p]] ||-, 0, p| |0, |, p+ |-]]

ül'Ö'P+ il- Ferner gehören zusammen als ebenfalls vierzählig und von

gleichem Symmetriegrad: Ei, {, p] If , f , p3 |f, ip+ il li^iP+ il- Sie

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit durch-

gehender Flächenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden, ohne Sym-

metriebedingung, achtzählig.

Die Raumgruppen 62v^*— ßav^^ lassen sich auf ein primitives Tripel

- 4" ö' ö ""
ö' ^ oder ^ + ö» ö— ö' ^ zurückführen. Es sind also nicht

mehr diejenigen Flächen des doppeltprimitiven Elementarparallelepipeds

zentriert, welche auf den digonalen Achsen senkrecht stehen, sondern

irgend zwei Seitenflächen.

Die Aufstellung ist im folgenden derart, daß die Flächen (100)

zentriert sind, daß parallel (010) also eine Gruppe Gg^ oder 6s* vor-

handen ist.

b c b c
Das primitive Tripel lautet dann ö+ ö' ö— ö' ^•

Diesen vier Raumgruppen sind die drei ersten Decktransformations-

bedingungen gemeinsam:

I.) a, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. H.) 0, ^, |; l, o, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0,5, |: 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Raumgruppe 62v^*

Untergruppen: Si, (5s^ Ss^, Sä^. Charakteristische Untergruppen:

©sS Gs^. Koordinatenanfangspunkt auf einer digonalen Drehungsachse.

Einfachste Decktranformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe oben.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,1,0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,1,0.

Digonale Drehungsachsen: [OOlJ^o [001]^!; [OOlJi, [001]ii.

Digonale Schraubenachsen: [OOlj.i [OOlJ^^s [OOlJn [OOlJis.

Spiegelebenen: (100). (lOO)i; (010),, (OlO)i.."2 2

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| |m, n+ l, p+ f]]
|m, n, p] Um, H + |, p + |l

|m, n, p| |m, n+ 1, p+ 11 fm, n, p| |m, n+ i,
p + \\
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle Punkte HOOpl
oder |[|0p3 oder |0|-p| oder UH-pl müssen der Symmetriebedingung
= C2v genügen. Sie besitzen die Zähligkeit zwei und bilden Gitter von
der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Flächen (100).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Alle übrigen Punkte

dOnp]] oder [[|np| oder |mOp| oder |[m|p| sind gemäß der Symmetrie-

bedingung Cs vierzählig.

Die übrigen Punktlagen besitzen keine Symmetriebedingungen. Sie

sind dann mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe (52v^^

Untergruppen: (5i, es^ (5s^ ©2^ Charakteristische Untergruppen:

ßs^ Ss^. Spiegelebenen finden sich gemeinsam mit Gleitspiegelebenen

nur bei der einen Schar vor. Drehungsachsen und Schraubenachsen

sind vorhanden. Der Koordinatenanfangspunkt liegt auf einer digonalen

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 169.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

ttn, n, pl |m, n+ |, p + || [[m, n, pl |m, E+ |, p+ ||

|m, n,p+ J3 Im, n+ |, Pl |m, n,p+ |3 |m,n + i,p3

Symmetrieelemente: Digonale Drehungsachsen und
Schraubenachsen wie in (S2v^^.

Spiegelebenen: (OlO)i (010)3.
4 4

Gleitspiegelebenen:

(10 0)(, (lOO)i und (OlO)o (OlO)i mit der Gleitkomp. |.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Auf den digonalen

Drehungsachsen. Es gehören zusammen |0, 0, p] |0, |-, p-l-{3 l^, 0, p+ |-3

[[0,1, p3 einerseits, anderseits ||, 0, p] |},|,p+il |Ii0,p+ f3 Ei, |, pj.

Sie sind also vierzählig mit der Symmetriebedingung = C2 und bilden

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Flächen

(100) und zentrierten Kanten [001] und [010].

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. |mjp|, |[m|p3. Sie

sind vierzählig. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden (ohne

Symmetriebedingung) achtzählig.
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Raumgruppe S2v^^ (Siehe Fig. 84)

Untergruppen: ©i, dsS ©s*, ß2^ Charakteristisclie Untergruppen:

Ss^ ßs*. Koordinatenanfangspunkt in einer Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 169.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, 0,0; 1,0,0: 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [001]^,,^ [001Ji„ [OOlJj^^ [001]„i..
2 2 2 ^2

Digonale Schraubenachsen: [001]^^^ [OOlJn [001]„3 [OOlji 3.
4 2 4 "4 2 4

Spiegelebenen: (lOO)i (lOO)».
4 4

Gleitspiegelebenen:

(Ol 0)0 (Ol 0)1 Gleitkomp. |; (OlO)i (OlO)i Gleitkomp. ^ + ^.
2 ^44 22

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n,j)l Um, n+ 1, p+ 13 |[m, n, p|^ [[m, n+ 1-, p -j- i|

l[ni+i,n,pl |m+ i,n+ iP+ il |m+ |,n,p3 |m+ |, n+i p+ H.
Punktlagen mit einem Freiheitsgrad liegen auf den digonalen

Drehungsachsen. Es gehören zusammen [[0 p| [[0, |, p+ |-| |[|, 0, p|

El"^ 2?P+ il- Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2. Derartige

Punkte bilden ein Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierten Flächen (100), zentrierten Kanten [100] und mit

Innenzentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden genügen den Symbolen

Kl, n, p]] oder
[[f,

n, p|. Zähligkeit = vier. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe 62v^''

Untergruppen: 61, Ss^, ©s*, ©2^. Charakteristische Untergruppen:

ßs^, Ss*. Der Koordinatenanfangspunkt liegt in einer digonalen

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 169.

IV.) 0,0,0; 1,0,;0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Digonale Drehungsachsen und

Schraubenachsen wie ßav^®.

Gleitspiegelebenen: (010)^(010)1 Gleitkomp. ^+ ^

;

(Ol 0)1 (010)3 Gleitkomp.^; (lOO)i (100)3 Gleitkomp.^.
4 4 2 4 4 2
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 |m, n+ |, p+ i3 |m, n, p] |m, n+ |, p+ |l_

[[m+ |,n, p+ ll Em+ |,n+ |,pl |m+ i n,p+ i3 |[m+ |, n+ |, pl.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad auf den digonalen

Drehungsachsen. Es gehören zusammen: |0 p| |0, |, p+ |-3 l\, 0, p+^l
11, |, pj. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2. Derartige Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit vollstän-

diger Flächenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen besitzen drei Freiheitsgrade und sind

' achtzählig.

Das Elementarparallelepiped mit « = /? = ^ = 90 ° der Raumgruppen

(Sov^^ und ßov^^ ist allseitig flächenzentriert. Ein Tripel primitiver Trans-

lationen ist daher gegeben durch h + ö5 o'^~ö' ö + ö*

a, b, c geben die Einheitsmaßstäbe.

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten gemeinsam

:

L) |, I 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0,5, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Raumgruppe S2v^^

Untergruppen: ßi, ß«^, ©s', ©2^. Charakteristische Untergruppen:

ßs^, ^%- Der Koordinatenanfangspunkt liegt in einer Drehungsachse,
+ +
die zugleich Schnittlinie zweier Spiegelebenen ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe oben Seite 172.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [OOll^g [OOljn [OOlJji^ [001]^,i;

ferner [OOlJn [OOlJi 3 [OOlJsi [OOljs 3

.

44 44 44 44

Ddgonale Schraubenachsen: [OOlli^ [OOljSo [OOlJsi [OOlJij.;

[001]„2[001],3 [001]jil[001]ii.
4 4 24 24

Spiegelebenen: (010), (OlO)i; (100), (100)j_.

Gleitspiegelebenen. (OlO)i (OlO)i Gleitkomp. - oder -44 ZI
(lOO)j. (100)3 Gleitkomp. \ oder \,44 £i i
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, pl Im+i n+ |, pl |m+ ^, n, p+ |l [[m, n+ |, p+ |l

Um, n, p| Em+ |, n+ i
p| |m+ |, n, p+ || ^m, n+ |, p+H

Em, n,p| |in+ |,n+ ip| |ni+ i,n,p+ il |m, n+ |, p+ ^l

|m, n, pl [[m+ i, n+ i
pl l[m+ |, n, p+ |l |m, n+ f, p+ i|

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Solche gibt es:

1.) Auf den durch die Flächenzentren gehenden, einander identischen,

digonalen Drehungsachsen. Es gehören zusammen: |0, 0, p| l}, |, pl

II, 0, p+ll [[0, 1, p+ll. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Csv

Derartige Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit durchgehender Flächenzentrierang.

2.) Auf den übrigen zweizähligen Achsen. Es gehören beispielsweise

zusammen: fi 0, pl H h pl |f, 0, p+|l H ^ p+il [f , 0, pl H ^ pl

Ei,0,p4-il [[f,i,P+ il. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Ca.

Derartige Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit zentrierten Flächen, zentrierten Kanten und mit Innen-

zentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Gemäß der allgemeinen

Formel: |m, 0, pl oder |m, 1, pl oder [[0, n, pl oder ||, n, pl. Zähligkeit = 8.

Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen besitzen mit drei Freiheitsgraden

keinerlei Symmetriebedingung. Sie sind 16 zählig.

Raumgruppe 62v^^

Untergruppen: ©i, ßs"^, ßs'^, ©2^. Charakteristische Untergruppen

:

Qts*, IS^s*. Der Koordinatenanfangspunkt liegt in einer digonalen

Drehungsachse.

Einfachste Koordinatentransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 172.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, ^, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriedemente: Digonale Drehungsachsen und Schrauben-

achsen wie S2v^^; es gehören aber einerseits alle Drehungsachsen zu-

sammen, anderseits alle Schraubenachsen. (Siehe Fig. 85.)

Gleitspiegelebenen:

(OlO)i (010)5 Gleitkomp. ^+ 7; (lOO)i (100)5 Gleitkomp. - + ^

•

88 4488 4-1

(010)3(010)7 Gleitkomp.^+^+ ^; (lOO)i (lOO)i Gleitkomp. --f 2+^-a« 4-4Z S8 i'i^
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:
|m,n,p]] [[m+ f,n+ |,pl [[m+ i n, p+H |[m, n+ f, p + iJ

|[m,n,p3 l[m+J-,n+ i
p3 [[m+ f, n, p+ |3 [[m, n-f |, p+ fj

|m+in+i,p+ iMm+f,n+|,p+iMm+f,n+i,p-|-|Mm+in+f,p+|l
|m+|,n+|,p+iHm+f,n+ip+iMm+f,n+i,p+fMm+ i,n+f,p+|3.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad befinden sich auf den

digonalen Drehungsachsen. Es gehören beispielsweise zusammen:

£0,0, p3
|i ipi 11,0, p+ii Eo,ip+|3 Ii,l,p+ i3 lÜP+il

II'IjP+ II [[{»IjP+ II- Die Punktlagen sind mit der Symmetrie-

bedingung C2 achtzählig und bilden

vjl^OzIfO ^^^i ineinander gestellte flächen-
nniii iiiQ,,, iii^ni iiiQii, ,,!,,,,, .,j^ zentrierte Gitter von der Form des

,,,S„
i,,,, y „„S, t = V ; t Elementarparallelepipeds (gegenseitige

III! IUI iiigiii IUI IUI iiiam IUI im iiiqh im im ingm im jj;

^ ±' i' v& & &0^j;A;l:Ä Verschiebung |^j|3)- (Rhombisches

Uli iiu iiiQiii (Hl IUI iiiQiii HU Uli iiiQhi im 1 Hiifiiii im «n
„Diamantgitter").

ll0J l = 0z\ -^^^^ übrigen Punktlagen sind mit
ii flu iiigiii IUI Uli liöiii im im On mi mriOi im lui drei Freiheitso-raden 1 6 zählie-.

I
\ = : \ :

drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Fig. 85. 62v^* Ebene (ooi)o. enthalten als primitives Tripel

(Projektion.) ^l^l^ ^ t)C
^' 2"^2+ 2' 2~"2"^2"

Das Elem"öntarparallelepiped ist innenzentriert. Die drei ersten Deck-

transformationsbedingungen lauten gemeinsam

:

I-)=|.^, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. n.)=^|,^, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

in.) = 0, 0, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Raumgruppe ß2v^"

Untergruppen: 61, ßs^, Ss^, ©2^. Charakteristische Untergruppen:

ßs^, ©8^. Der Koordinatenanfangspunkt liegt in einer digonalen

Drehungsachse. '

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Digonale Drehungsachsen: [OOIJqq [OOlln; [OOlJi^ [OOll^j..

Digonale Schraubenachsen: [OOlJi ji. [OOljsi [OOljis [OOlJsi.
44 44 44 44

Spiegelebenen: (010)„ (OlO)i und (100)„ (lOO)i.
2 ' 2

Gleitspiegelebenen:

(Ol 0)1 (010)3 und (lOO)i (100)3 mit der Gleitkomp. ^ -f- ^ bezw. ^+ ^.44 44 2222
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[m, n, pl Em+ i n+ i
p+ || |m, n, p| Em+ f, n+ |, p+ |l

|m, n, pH [m+ i, n+ i
p+ü |m, n, pl [[m+ |, n+ |, p+ |l

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad liegen auf den digonalen

Drehungsachsen. Symmetriebedingung = C2V Zähligkeit = 2. Sie bilden

Gitter von der Form des Elementarpallelepipeds mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Punkte: |m, 0, pj

oder |m, j, p| oder |0, n, p] oder [[|-, n, p]. Derartige Punktlagen sind

gemäß der Symmetriebedingung = Cs vierzählig.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

ßaumgruppe 62v^^

Untergruppen: 61, ßs*, (Ss*, ^2^. Charakteristische Untergruppen : Q^s^ $s*.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 174.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,f, 0; 0,0,1. V.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen und Schraubenachsen wie ^2^^^-

Gleit spiegelebenen:

(Ol 0)0 (Ol 0)1 und (10 0)0 (10 0)1 mit der Gleitkomp. ^;

a b
(0 1 0)1 (0 1 0) 3 mit der Gleitkomp. -

; (1 0)i (1 0) 3 mit der Gleitkomp. -.44 2 4 4 ^

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

K n, Pl |m+ |, n+ l, v+B Em, n, pl [m-f-iE+ l, p+ü
Em, n, p-fll Em+ i n+ |, p| Em, n, p+ ^l Em+ |, n+ |,pl.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad auf den digonalen

Drehungsachsen. Es gehören beispielsweise zusammen:

EO, 0, Pl Ei, i P + il EO, 0, p+ il Ei i p3 einerseits,

Ei, 0, Pl EO, i, P+ il Ei, 0, p+ il EO, i, p1 anderseits.

Diese Punktlagen sind somit gemäß der Symmetriebedingung = Ca

vierzählig und bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit Innenzentrierung, zentrierten Basisflächen und zentrierten Kanten.

[001]. Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden

achtzählig.

Raumgruppe (S2v^^ ''

Untergruppen: Si, ßs^, ©s'^, ©2^. Charakteristische Untergruppen:

©8*, ^s^. Der Koordinatenanfangspunkt liege in einer Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen;

I.)—m.) siehe Seite 174.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Digonale Drehungsachsen: [OOlJ^^o [OOlJn [OOlji^ [OOllgi.

Digonale Schraubenachsen: [OOlJn [OOlJs 3; [001]i3 [OOlJsi.
44 44 44 44

Spiegelehenen: (010) 1 (010)3.
4 4

a c
Gleitspiegelebenen: (010)^ (OlO)i Gleitkomp. - -|- -

;

(10 0), (lOO)i Gleitkomp. ^; (100)^ (10 0)3 Gleitkom. |.
^ ^44 A

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p1 |[m+ |, n+ |, p+ II |m, n, pl |m+ |, n+ |,p+ ||

|m, n+ip| [m+i n,p+ || K n+ i, p] |m+ i n^p+ il.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad liegen auf den digonalen

Drehungsachsen. Es gehören zusammen: [0, 0, p| E|, |, p+ |l |0, |, p]]

EifO, p+ ll- Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2. Die Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit Innen-

zentrierung, (010)- und [010] -Zentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden, [m, |, p| oder |m, |, p|.

Derartige Punktlagen sind vierzählig. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

^. Rhombisch hemiedrische Klasse (Rhombisch bisphenoidische Klasse)

Drei Scharen verschiedenartiger digonaler Achsen stehen gegen-

seitig aufeinander senkrecht. Zwei bedingen die dritte.

Die Perioden (Identitätsabstände) auf den digonalen Achsen geben

die Einheitsmaßstäbe a, b, c des Elementarparallelepipeds an, das entweder

einfach-, doppelt- oder vierfachprimitiv ist.

Die Raumgruppen SSi— SS4 besitzen als primitives Tripel a, b, c,

so daß die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, b, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

ni.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe W. (Siehe Fig. 86)

Untergruppen: 61, (S2\ (52S ©2^. Charakteristische Untergruppen^):

©2^ ©2^ +. Alle Achsen sind Drehungsachsen. Der Koordinatenanfangs-

punkt liegt im Schnittpunkt dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste D e ck trän sformationsbe dingungen:

l.)

—

III. siehe oben.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

^) Das Zeichen -|~ bedeutet, daß die Achsen sich schneiden, das Zeichen X, daß

die gegebenen Achsen sich kreuzen.
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Digonale Drehungsachsen: [OOlJo^; [OOlJn; [OOlli^; [OOlJ^^i;

°°[010]; 2¥[010]; 2"[010]; '2[010]; [lOOf; [100]H; [100p"; [lOOfi
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Die Symmetrie jeder dieser einzähligen Punktlagen ist gegeben

durch = V. Die Punktlagen bilden einfache Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds

.

Punktlagen auf je einer digonalen Drehungsachse besitzen einen

Freiheitsgrad. Sie sind zweizählig. Symmetriebedingung = Cs.

Beispielsweise: [[0 0p| [[0 0p| und so fort.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden vierzählig.

Uaumgruppe SS^ (Siehe Fig. 87)

Untergruppen: ßi, Sg'^, ©2^ Sa^. Charakteristische Untergruppen:

©2^, ©2^ X. Diejenige Achsenschar, die nur Schraubenachsen enthält,

soll der c- Achsenrichtung parallel gestellt werden. Der Koordinaten-

anfangspunkt wird auf eine Drehungsachse [100] in den Schnittpunkt

mit der Schraubenachse [001] gelegt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 176.

IV.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen:

"4[010] "4[010]' "^4 [010] ^^[010]. [100]'"[100]"2; [100]^" [100]"^

i

Digonale Schraubenachsen: [001]o„; [001] i; [001]ii; [001]j_„.
2 2 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| [[m, n, p+ 11 |m, n, p+ 1]1 |m, n, pj

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad auf den digonalen

Drehungsachsen. Beispielsweise: [[m, 0, 0]] dazu gehört |[m, 0, |-]] usw.

Symmetriebedingung = C2. Zähligkeit = 2.

Die übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden vierzählig.

Raumgruppe SS" (Siehe Fig. 88)

Untergruppen: ßi, 62^, ©2^, (52'. Charakteristische Untergruppen:

62^, ^2^. -\-. Die ausgezeichnete Achsenrichtung, parallel welcher nur

Drehungsachsen auftreten, sei c- Achse. Auf ihr liege in einer Ebene

der Schraubenachsen der Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) siehe Seite 176.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [001]„,, [001]j_i
; [001]-i [001]i^.

22 2 2

Digonale Schraubenachsen:

4°[010] 4°[010]; H[010] H[010]. [100]4^ [100]f '; [100]* 2 [I00]fi
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

K n, pl |m, 5, pl [[m + f, n+ ipl |m+ f, n+ |, pj.
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ilaumgruppe SS* (Siehe Fig. 89)

Untergruppen: ®S S2^ ^2", ©2^ Charakteristische Untergruppen:

ß2^ ©2^ X. Alle digonalen Achsen sind Schraubenachsen.

Der Koordinatenanfangspunkt wird am besten so gewählt, daß er

von je drei verschiedenartigen Schraubenachsen um | Kantenlänge des

Elementarparallelepipeds entfernt ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe Seite 176.

IV.) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.)|-,|-,0; 1, 0, 0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Digonale Schraubenachsen: [OOll^i [OOlJis; [001]ii [001],^3.
4 2 4 2 4 4

4"[010]H[010]; 4°[010] 4 2[010]. [100]°4 [100]H; [100]°* [lOOpf

•

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

K n, pl |m, 5+ 1, p+ ll |m+ |, n+ ^, fl Em-f|, n, p+ |l.

Alle übrigen P-unkte sind ohne Symmetriebedingung mit drei

Freiheitsgraden vierzählig.

Die Raumgruppen SS^ und SS^ besitzen als Translationsgruppe das

Elementarparallelepiped, dessen ein Flächenpaar zentriert ist. Dieses

Flächenpaar wird zu Basisflächen gewählt, so daß die ausgezeichnete

Achsenschar parallel der c- Achse liegt. Ein primitives Tripel ist dann

von der Form ^ -l- ^, ^— -^^ c, so daß die beiden Gruppen gemein-

Samen Decktransformationsbedingungen lauten

:

I.)
|, \ 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, \ 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Raumgruppe SS^ (Siehe Fig. 90)

Untergruppen: 61, S2^ S2^ ©2^ Charakteristische Untergruppen:

ßa^,
ggS Koordinatenanfangspunkt auf einer Drehungsachse [100] im

Schnittpunkt mit einer Schraubenachse [001].

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe oben.

IV.) 0, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Digonale Drehungsachsen:

[100]"" [100]2' [100]° 2 [100] ai. °i[010] °4[010] 2i[010] 2'^[010].

Digonale Schraubenachsen:

[001]„, [001]ii; [001].i [001]i„. [001]ii[001]3 3 [001]3.i [001]i3.
22 2 2 44 44 44 44

[100]*' [ioo]4*' [ioo]H [ioo]42. ii[oio] H[oio] H[oio] H[oio].
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,n,p3, [[m+J,n+ i,pl, |m, n, p + |1 |m+ },£+ip + il

Kn,p + il l[m + i,n + |,p4-il ^m, n, p| ^m-f|, n + |,p|

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad auf den digonalen Drehungs-

achsen. Es gehören zusammen: fm, 0, 0| |[m -|- ^ |, 0} [[m, 0, |])

|m+i h II einerseits, [[0, n, ^1 [[-|, n+ |,
i]

|0, n, || [[|, n+|, fl ander-

seits. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2. Alle übrigen Punkte

sind mit drei Freiheitsgraden achtzähUg.

/
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

K n, pl [[m+ 7. n+ i p3 Em, n, pl [[m+i, n+ i
p|

Im, n, p]] |m+ |, n+ i
p|, |m, n, p| |m + |-, n+ |, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: HO 0]] [(H Ol» ferner [[|0 0|

[[OiO|, ferner KO 0^3 EH 11. ferner H |1 |0||3. Somit viererlei

Punkte ohne Freiheitsgrad mit der Zähligkeit 2 und der Symmetrie-

bedingung V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Beliebige Lage auf

einer der digonalen Drehungsachsen.

Beispielsweise: |[0, 0, p]] zusammengehörig mit [[|,|-, p| E?»!, Pl EO, 0, p];

Em, 0, 03 zusammengehörig mit Em -|- Em,0,Ol |m+ i,i 03

II, I, p3 zusammengehörig mit [[|, f , pj ^f , |, p]
[[i

|, pj und so fort.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca. Die übrigen Punktlagen

sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)
|, I 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0, -, ^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0, 0, f

.

Digonale Drehungsachsen:

[001]^ [001]i, [OOlJoi [001]ii; [001]ii [001]i 3 [OOljs 1 [OOlJs 3;
2 2 22 44 44 44 44

[100]°" [ioo]2° [100]°^ [loopl; [ioo]H [ioo]H [loojH [ioo]H;

"^[010] 2°[010] "2[010] ^2[010]; 44[010] H[010] H[oiO] H[010].

y
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ferner |H 13 II! 13 El H3 ÜHI einerseits,

El! 13 IHB IH-i3 lUB anderseits.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V. Die Punktlagen bilden

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Flächen.

'Einen Freiheitsgrad besitzen beliebige Punktlagen auf einer

der 24 digonalen Achsen. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Ca.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Raumgruppe SS» (Siehe Fig. 93)

Untergruppen: Si, ßs^, ©2^, ©2^. Charakteristische Untergruppen:

©2^, ©2^. + ~t • Ein primitives Translationstripel ist für die Raum-

gruppen W und 33» gegeben iii y +y "l" y» y—y + y, c. Das

!/

I

2

Fig. 93. SS^ Digonale Achsen in einem Y-Elementarparallelepiped.

Elementarparallelepiped ist doppeltprimitiv und innenzentriert. Koordi-

natenanfangspunkt im Schnittpunkt dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

abc ^ ,^.abc
I.) g,^,^-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |, ^, ^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1,

m.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen: [OOIJq^ [OOIJü; [OOlJi^ [001]^,i

[100]'° [lOOpi; [lOOp*^ [100]'i ""[010] H[010]; 2"[010] "2[010]

Digonale Schraubenachsen: [001]ii [001]3 3 [001]i3 [OOlJsi
44 44 44 44

[ioo]H [ioo]ll [loo]*! [ioo]H. ^[010] l4[oio] H[oio] ^^[oio]
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

i[m,n,p3 Em+ |,n + i,p + il |m, n, p| [[m + |, n + i, p + §1

|m,n,pl [[m+ |,n+|,p + |l [[m, n, p| |[m + |, n + |, p + y.

Punktlagen ohne Freiheitsgrade. ®

Viererlei, nämUch: |0 0]] [[|| ^|, ferner U i Oj ^0 il

ferner ^ |1 |0 | Ol, ferner [[0 Hl li 0|-

Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = V. Sie bilden Gitter von

der Form des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad finden sich bei beliebiger

Lage auf irgend einer der 12 digonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 4.

Symmetriebedingung = Cg.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

,.'-'
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Digonale Schraubenachsen: [OOlJn [001]» 3; [001]i 3 [OOljsi;
44 4 4 4 4 44

[100]"4 [lOOjH; [lOOjH [100]'?; °"[010] H[010]; "^[oio] i*'[oio].

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p3 Im
+J-,

n+ 1, p -f II K n, pj |m+ i i-f |,
p-}-

i|

Km, n+ ip3 Im+ i n,p+ |3 |m,n+ i
p] |m+ 1 n, p+ 13.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad bei beliebiger Lage auf

einer der 12 digonalen Achsen. Es gehören beispielsweise zusammen:

[[0,0, p3 Ihh^+ E |o,iPl [Iio,p+ |3,

ferner |m, i, 03 Im+ if,!! Em, f, 0| £0+ 1,113,

oder anderseits ^ n, 13 ||, n + i
f3 Hf, n, 13 H n+ |, f3.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden
achtzählig.

In dieser Gruppe ergibt auch eine Koordinatenverschiebung um —
relativ einfache Werte. Der Nullpunkt besitzt dann selbst kein Sym-

metrieelement, ist aber von Drehungsachsen aller drei Richtungen um

— bezw. — oder — entfernt. Von Bedeutung wird eine derartige

Nullpunktswähl für das reguläre System, weil durch diesen Punkt dann

trigonale Achsen gehen. Die Koordinatenverschiebung ist leicht durch-

zuführen.

^h- Rhombisch holoedrische Klasse (Rhombisch bipyramidale Klasse)

Sie enthält die Symmetrieelemente der rhombisch hemimorphen und

rhombisch hemiedrischen Klasse gleichzeitig.

Zur Charakterisierung und Ableitung genügen als unabhängige

Elemente zwei aufeinander senkrecht stehende Achsenscharen und eine

Symmetrieebenenschar, oder zwei aufeinander senkrecht stehende Sym-

metrieebenenscharen und eine der Schnittlinie nicht parallele Achsen-

schar oder zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen- bezw. Symmetrie-

ebenenscharen mit einer Symmetriezentrumsschar.

Es sind immer drei einfache Translationen a, b, c vorhanden, die

aufeinander senkrecht stehen, Achsenrichtungen bezeichnen und ein

einfach-, doppelt- oder vierfachprimitives Parallelepiped bestimmen. Dieses

Parallelepiped ist unser Elementarparallelepiped; a, b, c werden zu

Einheitsmaßstäben. «==(5=7 = 90".

Für die Gruppen SSh^— SSh'^ ist das Elementarparallelepiped einfach-

primitiv, a, b, c bilden ein primitives Translationentripel.
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Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten

daher gemeinsam:

L) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0,b, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.
^

Raumgruppe Sßi,^ (Siehe Fig. 95)

Sie enthält als Untergruppen: ßi, 6i, ©s\ ©sS ^s\ ^2^, Sa^ ©2^

Ferner ^\ e2v\ ß2vS ©2vS ß2h', ®2h\ ß2h^ Charakteristische Unter-

gruppen z. B. SS^ und Ss^ (in Lage 0) (siehe Seite 90). Koordinaten-

anfangspunkt: ein Symmetriezentrum.

Einfachste Decktran sformationsbedingungen^):

i;)—m.) siehe oben. IV.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, I, 0; 0, 0, 1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1. VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

|ooo|; Hiioi; E}o|i; |oHl; U Hh liooi; Eo^oi; loo^i.

Digonale Drehungsachsen: [OOll^^; [001]ii; [OOl^^; [OOlj^i.

''"[OIO]; 2l[010]; 2 °[010]; '^[010]. [lOOf; [lOOjH; [lOOp"; [lOOj'i

Spiegelebenen: (001).; (OOl)i; (OlO)o; (OlO)i; (100)^; (lOO)i.
2 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n,p]l |m,n,pl K n, p| |Im,n,pl Em, n, p] [[m, n,p3 K^^pI K n, p3-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Es gibt achterlei derartige

Punktlagen. Jede entspricht einem der oben hingeschriebenen Symmetrie-

zentren. Zähligkeit = 1. Symmetriebedingung = Vh. Diese Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Sie liegen auf irgend

einer der digonalen Drehungsachsen. Zu |0 p] gehört beispielsweise

|0 p|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Cav

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie liegen auf irgend

einer der Spiegelebenen. Es gehören zu [[m p] beispielsweise |m p]

Jm p3 ([m p|. Zäfiligkeit = 4. Symmetriebedingung = Cg.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung mit drei

Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe 3Sh^ (Siehe Fig. 96)

Untergruppen: ©,, (Si, ßs', es^ es^ ßäS (^2', ©2^ Ferner 95',

1* ß2h* ß2h*. Charakteristische Untergruppen:

^) Es werden hier die voneinander unabhängigen Bedingungen hingeschrieben,

die zugleich Untergruppen der Hemimorphie und Hemiedrie bestimmen. Die Symmetrie-

zentrumsbedingung, sowie die anderen Decktransformationsbedingungen ergeben sich stets

leicht durch Kombination.
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3S\ ßs^ in Lage M. Der Koordinatenanfangspunkt falle in den Schnitt-

punkt dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe Seite 187. IV.) 0, 0, 0; T, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. VI.) j,j,j; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: einerseits
[[{ Hl Elfi]] Hill li ftI

anderseits || ffl |H !1 IH ÜiU-
Digonale Drehungsachsen: wie SSh\ doch je zwei zu-

sammengehörig.
a b

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. —-+—

;

(Ol 0)1 (010)3 Gleitkomp. 4- -^- -^ ;
(lOO)i (010)3 Gleitkomp. ^4--^.44 2 ' 2 44 22

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

_ Im, n, p| |m, n, p| [[m, n, p]] |m, n, p3_
'

[[m+|,n+ |-,p+|| |m+|,n+i p+^l [[m+j,n+|,p-f-i| [[m+in+|,p+il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

I.) 10001 mit BHI; HiiOl mit pOH; EIOII mit |0|01; |0 Hl
mit II 0|. Viererlei Punktlagen. Zähligkeit jeweilen = 2. Sym-

met^'iebedingung = V. Sie bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Innenzentrierung.

II.) Zweierlei Punktlagen entsprechend den oben hingeschriebenen

Symmetriezentren (einerseits und anderseits). Zähligkeit = 4.

S;yTnmetriebedingung = Ci. Sie bilden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit allseitiger Flächenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Beliebige Lage auf

einer der 12 digonalen Drehungsachsen. Beispielsweise gehört zu

Ih h Pl Ih h Pl EO, 0, P -h 11 |0, 0, p + il. ZähHgkeit = 4. Symmetrie-

bedingung ^ C2.

Alle übrigen Punktlagen besitzen mit drei Freiheitsgraden

keinerlei Symmetriebedingung. Sie sind achtzählig.

Baumgruppe SS^^ (Siehe Fig. 97)

Untergruppen: d,, ßi, ßsS 6s^ ^s\ ^2\ ^\ ßs^ Ferner ^\
©av^ (Ssv* ß2v*, S2h^ ß2h^ ß2h*. Charakteristische Untergruppen beispiels-

weise 35S ßs in Lage M. Die Spiegelebenen mögen parallel (001) liegen.

Koordinatenanfangspunkt im Schnittpunkt dreier digonaler Drehungs-

achsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 187.

IV.) und V.) wie SSi/ und SSh'. VI.) 0, 0, -|-; 1, 0, 0; 0, I, 0; 0, 0, 1.
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Fig. 95. 58h\ Ebene (OOl)o

(als Spiegelebene durch den großen aus-

gezogenen Kreis markiert) mit den darin

liegenden und darauf senkrecht stehenden

Symmetrieelementen.

(Ausgefüllte kleine schwarze Kreise

= Symmetriezentren in der Ebene.)

Fig. 96. SSh-. Ebene (OOl)^

mit den darin liegenden und darauf senk-

recht stehenden Symmetrieelementen.

Die zwei großen durchbrochenen Kreise

stellen die Gleitspiegelebenen parallel (001)j

iii + 7 bezw. — ^ Höhenabstand dar, die

kleinen Doppelkreise in denselben Ab-
ständen befindliche Symmetriezentren.

.4
\
\

lim lim iiii#iiii lim iiiii

-4
lim lim iii#iiii lim iiiii

ö-

Hill IIIII i!ii#jiii Hill Ulf/

i)

lllil IIIII lll#llll Hill IIIII

f/

Fig. 97. ^Sh^ Ebene (001)o.

Die großen ausgezogenen Doppelkreise stellen

zwei Spiegelebenen (001) in -j- - bezw. —j
Höhenabstand dar. Die Symmetriezentren

liegen auf digonalen Drehungsachsen in diesen

Spiegelebenen.

Fig. 98. 5?h*. Ebene (00 1)«.

Der große durchbrochene Kreis gibt an,

daß (001)(, Gleitspiegelebene ist.

Im übrigen gleiche Symbolik wie in den

vorhergehenden Figuren.
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Symmetriezentren:

|ooi-i [oofi; lioii iiofi; |o Hl foifl; UUl IH!1-
Digonale Drehungsachsen wie SSh\ doch zum Teil je zwei

zusammengehörig.

Spiegelebenen: (OOl)i, (001)3.
4 4

Gleitspiegelebenen: (lOO)o, (IOO)jl; (OlO)o, (OlO)i Gleitkomp. ^.
2 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| |m, n, p] |m, n, p3 [[m, n, p]

Im, n, p+ ll [[m, n, p+ ^l |m, n, p+ |]] [[m, n, p+ jj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

I.) 10001 mit lOOll; |H 0] mit imi; I^Oi] mit [[|00l; |OHI mit

|I0|0|. Viererlei Punktlagen. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung

= V. Diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Kanten [0 01].

n.) Viererlei Punktlagen, entsprechend den viererlei Kombinationen von

je zwei Symmetriezentren, wie sie oben hingeschrieben sind. Zählig-

keit = 2. Symmetriebedingung = C2h. Gitter konform denen von I.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Beliebige Lage auf

irgend einer der 12 digonalen Drehungsachsen. Beispielsweise gehören

zusammen: [[0, 0, p]] |0, 0, p3 {0, 0, p+ H [[0, 0, p-|-|| einerseits, oder

|m, 0, 0| [[m, 0, 0| [[m, 0, || [[m, 0, |-| anderseits. Daraus ist auch die

Achsenvertauschung erkennbar. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung

= a.
Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: [[m, u, j} oder [[m, n, |]j.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Cs.

Die übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung (mit drei

Freiheitsgraden) achtzählig.

Raumgruppe SSi^* (Siehe Fig. 98)

Untergruppen ßi, ßi, ^s', ^s', ^s', ^2', ßsS ©2^ Ferner 5ßS

ß2v^ S2v^ ß2v^, S;2h* S2h* ß2h*. Charakteristischc Untergruppen zum Bei-

spiel 93' Ss^ in Lage 0. Der Koordinatenanfangspunkt liege im Schnitt-

punkt dreier digonaler Drehungsachsen. Die Untergruppe ß2v^ der

c- Achse zugehörig.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 187.

IV.) und V.) wie $8h^ VL) ~, |-, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetriezentren: I^Ol [{fOl lU^l 1! ! Ol einerseits,

liill KHIl HIHI ÜHl anderseits.
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Digonale Drehungsachsen: wie 3ShS doch in besonderer Weise
zusammengehörig.

Gleitspiegelebenen: (001),^ (001) j. Gleitkomp. -|- + -^;

(010)1(010)3 Gleitkomp. -^; (1 00) j. (100)3 Gleitkomp. ^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

^
|m, n, p1 Im, n, pl |m, n, p| |m, n, p]

Im + i, E+ i
p3 Em+in+ |,p3 [[m+i 5+ |, p] Jm+ i, n+ |,p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

I.) Viererlei Punktlagen, wie JOOO] mit |^|0| oder [[|-0 03 mit |0|03
oder |0 0^3 mit l\\\l oder [[0|^]] mit ||0|3. Zähligkeit jeweilen

= 4. Symmetriebedingung = V. Die Punkte bilden Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Basisflächen,

n.) Zweierlei vierzähLige Punkltlagen, entsprechend den zweierlei Arten

von SjTiimetriezentren. Sj'mmetriebedingung = Ci. Sie bilden Gitter

von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Basis-

flächen und zentrierten Kanten des Basisrechteckes. Koordinaten-

werte siehe oben.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Bei beliebiger Lage

auf je einer der 12 digonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit = 4.

Symmetriebedingung = C2. Es gehören beispielsweise zusammen:

|0, 0, Pl |0, 0, p3 II, I, p3 M, i, Pl oder anderseits |0, n, Ol |0, n, Oj

11, n-j-|, Ol II, n+ l, Ol. Daraus läßt sich wiederum die Achsen-

zusammengehörigkeit erkennen.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden ohne

Symmetriebedingung achtzählig.

Raumgruppe 35h^

Untergruppen ©i , 6,, 6sS ßs", ßs', e.-, ^t\ ^-i". Ferner W,

ß^2v^ S2v^ S2v^, S2h^ S2h* S2h^ Charakteristlsche Untergruppen beispiels-

weise SS-, ©s^ (Ss^ senkrecht zu (52^). Die Schraubenachsenschar liege

parallel der c-Achse. Die vertikale Spiegelebene sei (100). Der Koordi-

natenanfangspunkt liege in einem Symmetriezentrum.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m). Siehe Seite 187.

r7.)0,0,|^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.)0,0,|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0, 0,-|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Symmetriezentren: Viererlei nämlich: |0 0] |0 I3 und

III03 IIII3 und |0||1 lOlOl und || |1
|i 63.
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Digonale Drehungsachsen.

*'4[010] '^[010]; H[010] 2l[010]. [100]°" [100]"^; [100]2° [100]ii

Digonale Schraubenachsen: [OOllo^; [OOlj^i; [OOlli^ ; [001]ii.

Spiegelebenen: (OOl)i, (001)3; (100)^, (lOO)i.44 2
Q

Gleitspiegelebenen: (OlO)o, (OlO)i. Gleitkomponente—.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p1 Km, n, p+ |l [[m, n, p-|-|-| [[m, n, p]

[[m, n, p3 [[m,.n, p+ |3 [[m, n, p+ |l |m, n, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Viererlei verschiedene Punkt-

lagen entsprechend den viererlei Symmetriezentren. Zähligkeit = 2.

Symmetriebedingung = C2h. Diese Punkte bilden Gitter von der Form

des Elementarparallelepipeds mit zentrierten Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad:

I.) Zunächst sind Punkte wie llOn|3 oder [[On|3 oder Hl n i| oder

Kl n II zweizähüg. Es gehören beispielsweise zusammen : f0. n jl

mit [[0 n 13. Symmetriebedingung = C2V.

II.) Punkte wie [[m 0] oder [[m 13 oder [[m | 0] oder Hm 1 13 sind vier-

zählig. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Beliebige Lage auf

einer der vier Spiegelebenen.

Zu [[m, n, ^3 gehören beispielsweise [[m, n, |3 |[m, n, |3 |m, n, f3;

zu HO, n, p3 gehören [[0, E, p+ i3
|0, n, p4-|3 [[0, E, p3.

ZähUgkeit = 4. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe SSh^

Untergruppen: di, ©i, 6s', ßs", 6s', 62', 62', 62^ Ferner sind in

ihr enthalten W, 62v^ 62v^ 62v'°, 62h^ 62h^ 62h^. Charakteristische

Untergruppen beispielsweise: W mit 6s^ senkrecht zu 62' und mit der

a b
Gleitkomponente -^ + ^ • 62' ist wieder der c-Achse parallel. Der

Koordinatenanfangspunkt wird zweckmäßig in ein Symmetriezentrum

verlegt, so daß die Koordinatenachsenverschiebung gegenüber der gleichen

a b
Untergruppe W in SSh^ ~ X "^X ^^^'

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 187.

IV.) y,y,y; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |-, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) y, 0,|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Symmetriezentren: |0 0]] [[0 |- 0] H || ||- Hl einerseits,

B0 0| IHOI |0 0|| HO Hl anderseits.

Digonale Drehungsachsen:

H[010] H[oiO] 4f[010] H[010]. [100]^° [lOO]*' [lOOjis [100]42.

Digonale Schraubenachsen: [001]ii [OOljs s; [OOlJis [OOljü.
44 4 4 44 44

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. — -f— ;

.

44 Ä 2i

(OlO)o (OlO)i Gleitkomp.|4-|; (100), (100)^ Gleitkomp. ^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n,p| iH+ i, n+ |,p+ ||
|m^-i n,p+ || |m, 5+ }, p]

|m, n, p| |m+ |, n+ |,p+ il Em+ |-, n, p+ |3 [[m, n+ f, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Es gibt zweierlei derartige

Punktlagen. Sie entsprechen den zweierlei Symmetriezentren. Die

Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung = Ci. Die Punkte bilden

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung,

zentrierten Flächen (010) und zentrierten Kanten [010].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Beliebige Lagen auf

irgend einer der acht digonalen Drehungsachsen sind mit einem Freiheits-

grad vierzählig. Es gehören beispielsweise zusammen:

Cl,n,i| li,5+ i
II |f,E,f3 Ein+ I,

i| oder

Em, 1 0| Em+ 1, 1 i| dm, |, 0| [m+ 1, f , |-|.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden, ohne

Symmetriebedingung, achtzählig.

Raumgruppe S5h^

Untergruppen: Si, ßi, ^s', ©s', ^.\ 62^ ^2', ^2'. Ferner gehören

ihr an Sß^ ©av', ^2^^ ^2y\ ^2^^ e2h^ e^h'. Charakteristische Unter-

gruppen sind beispielsweise 35^ mit ßg^l ©2^ und mit Gleitkomponente —

.

Den Koordinatenanfangspunkt verlegt man zweckmäßig ins Symmetrie-

zentrum. Die Spiegelebenen sollen parallel (100) stehen. Gegenüber

SS^ von SSh'^ findet eine Koordinatenverschiebung um — statt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 187.

IV.) |,0,|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, 0,|-; 1, 0, 0; 0, 1,0; 0,0,1.

VI.) ~,0,j; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 13
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Symnietriezentren: [[0 01 Ei 013. femer Hl 0| [[0 ||, ferner

EOiOl [[|H3, ferner |H 0| EO HL
Digonale Drehungsachsen:

H[oio] H[oio] H[oio] 4l[oio]. [loof" [ioo]°i [loojH [ioo]2\

Digonale Schraubenachsen: [001]i„ [001]^,,; [OOlJü [OOlJsi.
4 4 4 2 4 2

Spiegelebenen: (100)^ (lOO)i.

Gleit spiegelebenen:

(0 1 0) (0,1 0)i Gleitkomp. -^+ -^ ; (0 l)i (0 1) a Gleitkomp. ^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 Um+ i n, p+ 13 |m-|-|, n, p+ lj]
|m, n, p]

[[m,E,p| Em+ i n,p+ il Im+ |, n, p+ |3 [m, n, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Es gibt viererlei derartige

Punktlagen, die jeweilen zweizählig sind und den viererlei Symmetrie-

zentren entsprechen. Die Symmetriebedingung =: C2h. Die Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierten

Flächen (010).

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Bei beliebiger Lage

auf einer der acht digonalen Drehungsachsen sind die Punkte vierzählig.

Es geliören beispielsweise zusammen: |m, 0, 0] [m+ l, 0, |3 E™. 0, 0|

|m+ |, 0, II, oder l\, n, |3 |i 5, |3 |f, n, |3 [[|, n, \l Die Symmetrie-

bedingung lautet = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Derartige Punkte

haben das allgemeine Symbol EO. n. Pl oder E|,n, pj. Sie sind ebenfalls

vierzählig. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheit s grade n achtzählig.

Untergruppen: 61, ßi, 6s^ Gs^ 6s', ^^\ ^^\ Ss^ Außerdem sind

in ihr enthalten: 5S^ ^.J, 62v^ 62v^ 62h', S2h^ 62h^ Charakteristische

Untergruppen wie vorhin, doch mit der Gleitkomponente -—
. Ein Sym-

metriezentrum wird zum Koordinatenanfangspunkt gewählt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 187.

IV.) 0,||; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

\T) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: £0 0]] EO i 0] EO |]] EO 113 einerseits,

EH 13 E|0|3 EH 03 El 003 anderseits.
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Digonale Drehungsachsen:

'4[010] 'l[010]; H[010] 2![010). [100]*' [100]^ [lOOjH [lOOjH.

Digonale Schraubenachsen: [001]qJ_ [OOlj^s, [001]j_i [001]i_3.
4 4 2 4 24

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. —

;

(OlO)o (OlO)i Gleitkomp.|-; (100), (100)^ Gleitkomp. -5-.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n,pHm,n+ }, p+ ll [[m, n, p-^-i] [[rfi,n+ |,5|

Em, n, pl [[m, n+ l, p+ll [[m, n, p+ || [[m, n+ |, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Zweierlei derartige Punkt-

lagen, entsprechend den zweierlei SjTnmetriezentren , sind vorhanden.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C]. Sie bilden Gitter von der

Form des Elementarpallelepipeds mit zentrierten Flächen (100) und
zentrierten Kanten [010] und [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Sie haben beliebige

Lage auf irgend einer der acht digonalen Drehungsachsen. Es gehören

beispielsweise zusammen: |0, n, {| ([0, n+ |, || [[0, n, |1 |[0, n+ |, {]]

oder Km, |, 0] |m, }, |1 |m, |, 0] gm, f , |1. Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Ca.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe SSh^

Untergruppen: (5i, ßi, ^s\ es^ ßs', ^2', ^2', ©al Ferner sind

darin enthalten: SS^ ^2y^ ^2y\ S2v', ^2h\ e2h', 62h'. Charakteristische

Untergruppen sind z. B. SS^ mit ßs^ 1 ^2* in Lage 0. Der Koordinaten-

anfangspunkt wird zweckmäßig in das Symmetriezentrum gelegt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—in.) siehe Seite 187.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1. V.) |,^, 0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

VI.) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: [[0 0]] m 0], ferner || 0] |0 | 0|, ferner

lOOil eni ferner |0 Hl 110^1.

Digonale Drehungsachsen: [001],, [001]i 1; [001]i, [001]^i.

Digonale Schraubenachsen:

^•"[OIO] 4°[010]; 4l[010] 4 2[010]. [100]^' [100]4°; [100]H [100]H.

Spiegelebenen: (001),, (OOl)i.

13*
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Gleitspiegelebenen:
1 b

(OlO)i (010)3. Gleitkomp. -; (lOO)i (100)3. Gleitkomp. -.
4 4 2 4 4 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p| (m, n, p| Em+ i n-j-j, p| [[m+ |, n+ |, pl

Im, n, p1 Im, n, p| |m+ |, n+ f, p3 |m+ |, n+ |, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad, Es sind viererlei derartige

Punktlagen vorhanden gemäß den vier Arten von Symmetriezentren.

Jede Punktlage ist.zweizählig. Die Symmetriebedingung lautet: = 02h.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierten Basisflächen.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie besitzen eine be-

liebige Lage auf einer der 4 zweizähUgen Achsen. Es gehören zu-

sammen: lOOpl IHpI EHpI EOOpl oder E|Opl |0|p1 |0|p1 ||o5|.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie besitzen die all-

gemeinen Symbole |m, n, 0| oder |m, n, ||. Hire Zähligkeit ist 4, ihre

Symmetriebedingung ist Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe ^h^^

Untergruppen: (Si, (5;, 6s^ ds', ^^^ ^2', ^2^ ^2^ Außerdem sind

in ihr enthalten: 3S^ ©av', ^2v^ ^2y^ e2h^ e2h^ (S;2h^ Als charakteristische

ilaumgruppen kann man SS^ mit ßs^ 1 ©2^ bezeichnen, wobei zu Ss^ die

a b
Gleitkomponente — + —•gehört (Stellung M). Der Koordinatenanfangs-

2 2

punkt besitze die Lage eines Syrametriezentrums.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

L)—ni.) siehe Seite 187.

IV.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,||; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1:

VL) 0,^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: |0 0| ||| 0| |0 ||-3 li || einerseits,

Eiiil EOOi] ijiool EOfOl anderseits.

Digonale Drehungsachsen: [OOlJii [OOlJs 3; [OOlJs 1 [001]i3.
44 44 44 44

Digonale Schraubenachsen:

°4[010] *'4[010] 2i[010] 2l[010]. [lOO]*"* [100]°"^ [lOOjäi [lOOjH.
a b

Gleitspiegelebenen: (001)^,(001)1 Gleitkomp. --I-0

5

(0 1 0)1 (0 1 0) 3 Gleitkomp. ^ ; (10 0) 1 (1 0) 3 Gleitkomp. \.44 2 4 4 2
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Zusammengehörige Koordinaten werte:

Kn,pl |m+ |,n+ |,pl [m,n+ i,p+ i3 |m+ i 5,p+ |-l

K n, p3 |m+ |, n+ l, p] |m, n+ i, p+ |l ([m+ |, n, p+ il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Zweierlei Symmetriezentrums-

arten sind vorhanden. Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetriebedingung= Ci.

Diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit allseitiger Flächenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie liegen auf irgend

einer der 4 digonalen Drehungsachsen. Beispielsweise gehören zusammen

:

Ei, h Pl Ih !, P+ il Ih h Pl Ih h P+ Il- Die Zähligkeit ist 4, die

Symmetriebedingung C2.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe SSh^^

Untergruppen: (5i, (Si, ßs^, ©3^, ®s^, ^2\ S2*, (Sa^. Ihr gehören ferner

an: SS^ ß2v*, S2v^ S2v^, ß2h*, ß2h^, ß2h^ Als charakteristische Unter-

gruppen kann man SS^ mit 63*1^2^ in Lage (Gleitkomponente —

J

bezeichnen. Koordinatenanfangspunkt ist zweckmäßigerweise ein Sym-

metriezentrum.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) siehe Seite 187.

W.) 0,5,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |,5,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.)
|, ^, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: |0 0| HO f 0] || 0] [[| i 0| einerseits,

HHfl HiOil IHU l[0 0|3 anderseits.

Digonale Drehungsachsen: [OOlLi [OOlJ.a [OOlJn [001]i3
4 4 24 24'

Digonale Schraubenachsen:

4"[010] t°[010]; H[oi0]t|-[010]. [100]"'[100]2°; [lOOpi [loo]'^-

Spiegelebenen: (lOO)i (100)3.
4 4

Gleitspiegelebenen:
a b

(OlO)j. (010)3 Gleitkomp. -; (001). (OOl)i Gleitkomp. -.44 2 2 ^

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p| Um, n+ i
p] |m+ -|, n+ |, p] |m.+ }, n, p3

|m, n, p3 |m, n+ |-, p] Em+ |, n+ l, p] [m+ j, n, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die zweierlei Arten von je

4 Symmetriezentren bedingen zweierlei derartige vierzählige Punktlagen
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mit der Sj'mmetriebedingung d. Sie bilden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit zentrierten Basisflächen und zentrierten

Kanten des Basisrechteckes.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Es gehören zusammen:

|0, h Pl Ih h Pl |0. !> Pl Ih h vi Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Co.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehorchen den

allgemeinen Bedingungen: l\, n, p]] oder If, n, pj. Zähligkeit = 4.

Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheit sgraden achtzählig,

Raumgruppe ^h^"^

Untergruppen: ©i, ©i, ^,\ ^,\ ^,\ ^^.\ ^^, ©2^ Es gehören ihr

fernerhin an: $8», ^2v'\ Gav', ^2y\ 62h', ©ah', ^2\,^ Charakteristisch für

die Gruppe sind beispielsweise W mit Ss^ in Lage M senkrecht zu Sa *.

Der Koordinatenanfangspunkt besitzt die Symmetrie Cah-

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 187.

IV.)^ 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |, ^, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) |,^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: [[0 0] [[| Hl, ferner [[| Ol [{O f H, ferner

lOiOl ||0|1, ferner [[0 || 1^01.

Digonale Drehungsachsen: [001],^, [OOlJii; [001]i J001]^i.

Digonale Schraubenachsen:

44[oio] H[oio] H[oio] 4i[oio]. [ioo]*4 [loojH [looj^i [looj^i.

Spiegelebenen: (001)^ (OOl)i.
2

Gleitspiegelebenen:

(OlO)i (010)3 Gleitkomp. ^4-^; (lOO)i (100)3 Gleitkomp. ^ + ^.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Im, n,pl Um, E,pl [[m+ ^, n+ f, p-f |1 [[m+ |, n+ |, p+ |l

|m, n, Pl Im, n, Pl |m+ -|, n+ |, p -HU |m+ |, n+ |, p+ }l.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Von den acht Symmetrie-

zentren gehören je zwei zusammen. Es gibt somit viererlei zweizählige

Punktlagen mit der Symmetriebedingung Cah- Sie bilden Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie liegen auf den

digonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca.
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Diese Punkte gehören

den Spiegelebenen an. Einander zugeordnet sind: [[m, n, 0]] [[m, n, 0|

|m-|-^, n-f-|, II En^+2' ^+2» il- Zähligkeit = 4. Die Symmetrie-

bedingung lautet Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe SSh^^

Untergruppen: ßi, 6i, ßs^ ßs\ Ss\ ^2\ S2^ ©2^ Außerdem gehören

ihr an: 33^, ß2vS S2v^ ß2v^ (52h*, ^2h^, ß2h^ Als charakteristisch kann

man 33^ mit ©8^1(52^ in Lage M (Gleitkomponente— 4- -^) bezeichnen.
2 ' 2

Zum Koordinatenanfangspunkt ist der Schnittpunkt der digonalen Drehungs-

achse mit einer Gleitspiegelebene gewählt worden.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe Seite 187.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. Y.) |^, ^, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: 1^0} |f ^ 0| |H Ol |f f 0] einerseits,

liiil El Hl Eifil Elf 11 anderseits.

Digonale Drehungsachsen: [00l\^ [001]ii; [001]io [OOlJ^i.

Digonale Schraubenachsen:

4°[010] 4'[010]; H[010] H[010]. [lOOp' [100p"; [100]H [ioo]*i

Spiegelebenen: (010), (OlO)i; (100), (lOO)i.

ab
Gleitspiegelebenen: (001), (OOl)i Gleitkomp. -+ -.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p| |[m, n,^pl |[m+ |, n+ |-,^pl [[m + \, n+ }, p|

[[S+ l, n+ |,pl |m+ ^, n+ f, p1 |m, n, pl |[m, n, p|.

Die geringste Zähligkeit ist diesmal nicht Punkten ohne Freiheits-

grad eigen sondern Punkten mit einem Freiheitsgrad.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Je vier von den acht Sym-

metriezentren gehören zusammen. Die Zähligkeit einer derartigen Punkt-

lage ist daher 4, die Symmetriebedingung 1 Z = Ci. Die Punkte bilden

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basis

und zentrierten Kanten des Basisrechteckes.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die digonale Drehungs-

achse ist zugleich Schnittlinie der beiden Spiegelebenen. Zu |00p3 ge-

hört Ell- p|. Ebenso ist l\ p]] |0 | pj zugeordnet. Die Zähhgkeit ist 2.

Die Symmetriebedingung = C2v.
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Zusammengehörig sind

|0, n, p| |0, n, p1 Ei, n+ f, p3 ||, n+ i, p] einerseits, ferner |m, 0, p]

[[m, 0, p3 Im-f-i, l", p3 [[m+ |, |-, p] anderseits. Zähligkeit = 4. Sym-

metriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe 3}h'^

Als Untergruppen steUen sich ein: ©i, (Si, e8^ 6s', (^s^ 62', 62^ 62'.

Sie bilden fernerhin: 3S^ ©sv', 62v', 62v^ 62h^ 6211', 62h^ Als charakte-

ristisch läßt sich W mit Gs''* in Lage M (Gleitkomponente -j bezeichnen.

Der Koordinatenanfangspunkt sei in einem Symmetriezentrum.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 187.

IV.) |,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,5 |; 1,0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,5 |; i,u,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: |0 OJ || 0| |0||]] KH II einerseits,

II I 03 |0 f 03 II 13 10 13 anderseits.

Digonale Drehungsachsen: [001]i„ [OOlls. [001]ii [OOljsi
4 4 42 4 2*

Digonale Schraubenachsen:

°4[010] °^[010] l4[010] li"[010]. [lOOjH [lOOpf [100]H [100]H.

Gleitspiegelebenen: (001)„ (OOl)x Gleitkomp. ^;

(Ol 0)1 (010)3 Gleitkomp. |; (lOO)i (100)» Gleitkomp. ^ _|-

1

44 2 4: i 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,n,p3 |m+ i,n,p3 [[m, n+ i, 5+ 13 [[m + 1, n+ 1, p+ 13

|m, n,p3 [[m+ l, n,p3 |m, n+ |, p+ IB [[m+ i, n+ i p-L-f3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die dahin gehörigen Sym-

metriezentren zerfallen in zwei Gruppen. Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Ci. Die Punktlagen bilden innenzentrierte Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds mit gleichzeitiger Zentrierung der

Kanten [100] und der Flächen (100) und Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Dazu gehören irgend-

welche Punkte auf den digonalen Drehungsachsen. Die Zähligkeit ist 4,

die Symmetriebedingung = C2.

Im übrigen sind alle Punktlagen mit drei Freiheitsgraden
achtzählig.
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RaumgTuppe 93^^^

Untergruppen: 61, (Si, 6s^ ^s\ Ss^ ^2', 62^ ©2^ In ihr sind

außerdem enthalten: 9SS 62v% ßav^ e2v^ e2h^ ß2h^ ^2h^. Charakteristisch

sind 93* mit Ss^. Koordinatenanfangspunkt in einem Symmetriezentrum.

Einfachste Decktranformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 187.

IV.) 0,5 |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |,5,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) |,|o; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: [[0 0| |||- 0| |0 ||1 [[} |1 einerseits,

EUil Ei 001 EOlOl [[0 1-1 anderseits.

Digonale Schraubenachsen: [OOll.i [001]j.3 [001]ii [001], 3.'424244
i'[oio] 4f[oio] H[oio] °4[oio]. [ioo]°4 [100p! [ioo]H [looj'i

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. -;44 ^

(0 1 0)i (0 1 0) 3 Gleitkomp. | ; (10 0)i (1 0) 3 Gleitkomp. ^.44 J 4 4 iS

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m,n,pl Km, £+|,p+ |l |H+ |,n+ i,p| Em+ j, n, p+ jl

|m, n, p| |m, n+ |, p+ j] |m+ i n+ |, p] |m+ l, n, p+ i].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Je vier von den acht Sym-

metriezentren gehören zusammen und bestimmen derartige Punktlagen.

Die Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung = Ci. Die Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit allseitiger

Flächenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Raumgruppe SSh^*^

Die einfachsten Untergruppen sind: ßi, 6i, (SsS ^s\ ©s', 62', e2^ ©2^

Sie bilden unter sich: 9S*, Ssv', ^2^\ ^2v\ G2h', e2h^ e2h^ Charakte-

ristisch sind 95* mit Ss^ Die Spiegelebene wird horizontal gestellt. Ein

Symmetriezentrum wird zum Koordinatenanfangspunkt gewählt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe oben Seite 187.

r^.) 0,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |,||; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

^•) |,^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: [[0 Oj |0 |1 |H 0| li Hl einerseits,

U OHI II 10 I OHO 7 II anderseits.
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Digonale Schraubenachsen: [OOIJqq [001]ii; [001]i„ [OOIJqI.

H[010] H[010]; H[010] 4i[010]. [100]^° [100]4° [100]H [lOOpi.

Spiegelebenen: (OOI)jl (001)3.
4 4

Gleitspiegelebenen.

(010), (OlO)i Gleitkomp. ^ + ^; (lOO)i (100)3 Gleitkomp. \.
4 4 2 2 4 4 2

Zusammengehörige Koordinaten werte:

[[m,n,pl Kn,p+ i| |ni+ i, n+ |, p+ || [[m+ |, E+ |, 51

|m, n, p| |m, n, p+ jl [[m+ |, n+ |, p+ |l [[m+ ^, n+ |, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Je vier Symmetriezentren

bestimmen einen derartigen zusammengehörigen Komplex. Es gibt also

zweierlei Punktlagen mit einer jeweiligen Zähligkeit von vier. Symmetrie-

bedingung =^ Ci. Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierter Basis, zentrierten Kanten [001] und mit

Innenzentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an, beispielsweise: |[m, n, || [[m, n, || [[m-|-|, n-|-i,
|]]

|[m+ |, n+ f, II- Die Zähligkeit ist, bei der Symmetriebedingung = Cs,

vier. Die übrigen Punktlagen besitzen alle drei Freiheitsgrade und

sind achtzählig.

Den Raumgruppen SSh^''— SSh^^ ist wiederum das primitive Trans-

lationstripel gemeinsam. Das Elementarparallelepiped (mit a, /9, / = 90^

und mit a, b, c = kürzeste Perioden in der Achsenrichtung) besitzt ein

zentriertes Flächenpaar. In Analogie mit früheren Festsetzungen stellen

wir das Raumsystem so auf, daß dieses Flächenpaar zu Basisflächen

wird. Die ausgezeichnete Achsenschar fällt dann in Richtung der c-Achse.

Ein primitives Tripel ist jetzt von der Gestalt: -^ -\-
~^'i ^ ^, c, so

daß die allen diesbezüglichen Gruppen gemeinsamen drei ersten Deck-

transformationsbedingungen lauten:

I.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. D.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe SSh^^

In ihr sind enthalten erstens: (Si, (5;, ©sS ^.\ 6s', 62^ 62^ ©2^

Zweitens: 9S^ ©av'', 62v'', 62v'', 62h', 62h', Ssh^ Charakteristisch sind;

93^ und Ss^ Der Koordinatenanfangspunkt liege in einem Symmetrie-

zentrum, das zugleich Schnittpunkt einer digonalen Drehungsachse mit

einer Spiegelebene ist. Im übrigen ist die Aufstellung der von 93^ analog.
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—ni.) siehe oben.

IV.) 0, 0, |; i, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, ^; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

i. Eoool £0013 iHoi l\\\\ n. ||oo3 l\^\l 110103 |oHI-
ni. IHoj IHoi Ifiil El !ll E!!o3 IHo| IHIl IHII-
Digonale Drehungsachsen:

'^qOlO] "4[010] 2i[010] 2f[010]. [100]'" [100]2'' [lOOj^a [100]H.

Digonale Schraubenachsen:

[001],j001]ii; [001]i„ [OÖl],i. [OOlJii [001]3 3 [OOljü [001] 13.
22 2 2 44 44 44 I4

4i[oio] H[oio] H[oio] H[oio]. [loo]^' [ioo]H [loo]*" [ioo]^i

Spiegelebenen: (001)1(001)3; (100), (lOO)i.44 2

Gleitspiegelebenen: (010)^,, (OlO)i Gleitkomp. —

;

(OlO)i (010)3 Gleitkomp. ^+ ^. (100)^(100)3 Gleitkomp.^.44 2 2 4 4 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 [m, n, p+ 13 |[m, n, p+ 13 [[m, n, p3

|m, n^p3 Em, n, p+ 13 |[m, n, p -f |3^ |m, n, p3

Eni+i,n+ |,p3 |m+in+i,p+ |3 |m+ i,n+ |,p-|-|3 Em+ |,n -[-|, p3

|m+|,n+ |,p3 |m+ |,n+ A,p+ |3 |mH-|,n+i,p+ f3 |m+ i,n+ |,p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad, Den dreierlei Symmetrie-

zentren entsprechen drei verschiedene Punktarten. Die Zähligkeit für

die ersten zwei ist 4. Die Symmetriebedingung lautet C2h. Diese Punkte

bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter

Basis, zentrierten Kanten [001] und mit Innenzentrierung. Die Zählig-

keit für die dritte Art von Symmetriezentren ist 8. Die Symmetrie-

bedingung infolgedessen nur = Ci. Die zugehörigen Gitter sind von

der Form des Elementarparallelepipeds mit vollständiger Zentrierung von

Kanten, Flächen und Innenraum.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Vierzählig sind

Punkte wie [[0, n, 13- I^i^ dazugehörigen Lagen ergeben sich zu:

[[0,i,f3 [[f,n+ |,|3
[i, n-fl, 13. Die S:yTiimetriebedingung lautet = Cav.

Achtzählig sind die Punktlagen auf den [10 0] parallelen Drehungsachsen.

Ein zusammengehöriger Komplex heißt: |m, 0, 0| |m, 0, }| |[m, 0, |3 l"i) 0, 03

Hm+ I, i, Ol Km + I,
i,

\l Im-f 1 |, Oj |m+ i, \, \\ Die Symmetrie-

bedingung ist Ca.
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Cg.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16zählig.

Raumgruppe SSh^^

Untergruppen: Si, ßi, e«', ^s\ Ss^ 62^ (52^ ©2^ Weitere Unter-

gruppen sind W, ©sv'', ßov'', e2v'^ 62h', e2h', ©sh'. Charakteristisch

sind 33^ und ßs^. Der Koordinatenanfangspunkt liege in einem der vier-

zähligen Symmetriezentren. Gegenüber W findet eine Koordinatenachsen-

verschiebung um — statt. »

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 202.

IV.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:
I- 10003 11103 loiii ifo|3. IL KHIl 10013 [[I003 Eo|o3.

III. Genau gleich wie III. in Gruppe SSh^''-

Digonale Drehungsachsen:

Ti[oio] H[oio] H[oio] H[oio]. [loor [ioo]2'' [100]°^ [ioo]H.

Digonale Schraubenachsen:

[001]i„ [OOlJso [001]ii [001]3i. [001], 1 [001], 3 [001]ii [001]i3.
4 4 42 42 4 4 24 24

'4[oio] "^[010] H[oio] 2l[oio]. [100]*' [ioo]4° [ioo]H [ioo]4i

Spiegelebenen: (100)^ (lOO)i.

Gleitspiegelebenen:

(OOl)i (001)3 Gleitkomp. ^. (010), (OlO)j, Gleitkomp. ^+ ^.
4 4 2 2 2 2

(010)1(010)3 Gleitkomp.^. (lOO)i (100)3 Gleitkomp.^.44 244 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 |ni+ i, n, p4-|3 Im+ I, n, p4-|3 [[m, E, p3

|m, n, p3 [[m-|-|, n, p-1-13 [[m+ |, n, p+ fS [[m, n> Pl

|m+ i, n+ i,p3 |m, £+|,p+ i3 [[E, n+ 1, p -f |3 |m.+ 1, E+ |, p3

Em+ I, n+ |,p3 [m, n+ |,p+ i3 [[m, n+ |-, p+ i3 |m+ |,n+ i,p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die Symmetriezentren I.

und II. entsprechen zweierlei vierzähligen Punktlagen. Symmetrie-

bedingung = C2h. Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit allseitiger Flächenzentrierung. Die IIL Art von

Symmetriezentren ist analog der von SSh".
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, Bei beliebiger Lage

auf einer der 8 digonalen Drehungsachsen stellt sich die Zähligkeit 8

ein. Die Symmetriebedingung lautet d. Es gehören beispielsweise

zusammen^lm, 0, 0| Im-j-f, 0, ü [[m, 0, 0] l[m+ |, 0, |]1 Jm+ |, |, 0]

Im, h B Em+ i, i Ol Em, |, 13 oder |i, n, ^1
|i n, fHlf, n, f] E!> n, i3

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Zu EOnp| gehören

Hin, p-hjl II, n,p+ |3_ EO, n, p3
|i, n+ i, p] [[0, n+ |, p+ i3

|0, n+ l, p+ fl Ei^n-i-l-, p]. Zähligkeit= 8. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Fig. 99. SSh^9 Ebene (OOl),,. Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden

Figuren der rhombisch holoedrischen Klasse.

Raumgruppe SSu^^ (Siehe Fig. 99)

Ihre Untergruppen sind: (Si, ßi, ©sS Ss^ ^s\ S2\ ^2^, ©2=^; ferner

SS«, (Sav'S S2v'S e2v'^ ©ah', e2h', e2h'. Charakteristisch sind SS^ mit ßs'

in Lage 0. Koordinatenanfangspunkt in einem zweizähligen Symmetrie-

zentrum.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 202.

IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Symmetriezentren: [[0 03 |H OJ, ferner [[0 f ] |{H1; ferner

E0|0| liOOl, ferner || -|| [[0 1|3. Außerdem gehören zusammen:

lUOl IffOl EfiOl lifo] einerseits, ^i HS E! !il E! Hl Ei 1 11

anderseits.

Digonale Drehungsachsen:

[001],3j001]ii; [001]„i [001]i.. [001]ii [OOljss [OOljis [001]3i.
22 2 2 44 44 44 44

°'[oio] 2 ''[010]; -^^[010] "^[010]. [loor [100]2 ''j [lOOpi [ioo]°i.

Digonale Schraubenachsen:
V r^ , ^n ^ I

'[010] 4''[010]; 42[010] i2[010]. [100]4°[100]4°; [100]* 2 [loOjJä.

Spiegelebenen: (001)^; (OOl)i; (010)^ (010)^; (100)^ (lOO)i.

Gleitspiegelebenen:

a b
(010)1(010)3 Gleitkomp. -; (lOO)i (100)3 Gleitkomp. -.44 244 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p3 |m, n, pj [[m, n, p]Jm, n, pj [[m, n, p3 [[m, n, pj [[m, n, p] Jm, n, p|

|m+ i,n + |,p3 Em+ |,n+ |,p3 |m+ |,n+|,pl |ni+i5+ ip3
Km+ i n+ |,pl [[m+ f, n+ |,i3 [[m + -i, n + |, p] |m+ i n+ |,pl

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Von den einen acht Symmetrie-

zentren gehören je zwei zusammen. Viererlei zweizählige Punktlagen

sind daher vorhanden. Ihre Zähligkeit ist 2, die Symmetriebedingung

lautet Vh. Die Koordinatenwerte sind der Zusammenstellung der Sym-

metrieelemente zu entnehmen. Die Punkte bilden Gitter von der Form
des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Grundfläche.

Die acht übrigen Sjonmetriezentren teilen sich in je vier zusammen-

gehörige. Die Zähligkeit einer derartigen Punktlage ist daher 4, die

Symmetriebedingung = C2h. Es werden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds gebildet mit zentrierter Basis und zentrierten

Kanten des Basisrechteckes.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Vierzählig sind Punkte

vom allgemeinen Symbol {0 p] oder || j p| oder [[| p] oder |0 } p]],

ferner alle Punkte auf den zu [010] und [100] parallelen digonalen

Drehungsachsen. Die Symmetriebedingung ist = C2V. Achtzähhg sind

Punktlagen mit den Symbolen: EÜPl oder ||:fP3 oder |f | p] oder

[[4 IpI- Sie müssen lediglich die Symmetrie = C2 besitzen.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie befinden sich

auf den Spiegelebenen bei beliebiger Lage. Ihre Zähligkeit ist 8, ihre

Symmetrie = Cs.

Im übrigen sind die Punkte bei Anwesenheit dreier Freiheits-

grade Ißzählig.
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Eaumgriippe 9Sh'° (Siehe Fig. 100)

Untergruppen: 61, ßi, (ls\ ßs*, ^s\ ^2\ G2', ^2^ Ferner gehören

ihr an: SS^ ^2.'', ^'-ir'', ^2^'', ^2h\ e2h^ ^2h'. Als charakteristisch kann

man SS^ mit ßs^ in Lage M bezeichnen. Koordinatenanfangspunkt sei

der Schnittpunkt dreier digonaler Drehungsachsen. (Auch ein Symmetrie-

zentrum ließe sich dazu wählen.)

Einfachste Decktrans formationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 202. IV.) und V.) wie in SSh'^

VI.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Fig. 100. SSh'° Ebene (OOl)o.

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

Symmetriezentren:

I. Eooii loofi liHl liifl; ferner IL ||oi3 ||of3 |oHl |oHl;
ferner m. liHM!HM! !iMi ! f1 ;

ferner IV. lifiMIHMIHMHIl-
Die digonalenDrehungsachsen und Schraubenachsen besitzen

gleiche Lage wie in SSh^^, nur sind sie zum Teil anders zusammengehörig.

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Gleitspiegelebenen:

(Ol 0)0 (OlO)i Gleitkomp. ^; (100)^ (100)^ Gleitkomp. ^.
2 iä 2

(10 0)1 (100)3 Gleitkomp. -+ ^.44 i i(0 1 0)1 (0 1 0) 3 Gleitkomp. \-\-\44 J J
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| [[m,^n, p| |[m, n, p| |[m, n, p]

K n, p+J K n, P+ f3 K n, p + y [m, n, p + |l_

l[m+ i^n+j,p| [m-M,n+_i,p| Em+ -^,
n + |, p| |m+ ^, n+ |, pl

|Im+|,n+},p+|Hm+|,n+|,p+iMm+ i,n+|,p+|Mm+in+ip+||.
Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

a) [[0 OHO II l\ IOHH II Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V.

ß) Ei 0| II II |0 1 0| |0 1 II Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V.

/) = I der Symmetriezentren i Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

6) = II der Symmetriezentren i bedingung ^ C2h.

Diese viererlei Punktlagen bilden einzelne Gitter von der Form
des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basisfläche, zentrierten

Kanten [001] und mit Innenzentrierung.

8) =111 der Symmetriezentren \ Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

0)) = r\^ der Symmetriezentren > bedingung = C2h-

a und 09 bilden einzelne Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit allseitiger Flächenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, Beliebige andere Lage

auf irgend einer der digonalen Drehungsachsen erzeugt sie. Zähligkeit

= 8. Symnietriebedingung = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Es sind das Punkte

|[m, n, j| oder |m, n, f|. Zu jeder Ausgangslaga gehören 7 weitere Lagen

hinzu. Die Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung = Cg.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden IGzählig.

Baumgruppe 95h"^ (Siehe Fig. 101)

üntergi^uppen : (5i, 61, ßs^, ©s^, ßs^ ^2^ (S2^ ©2^. Ihre Kombination

büdet S3^ ßav'S e2v'^ ^2v'\ e2hS (52h^ ßsh'. charakteristisch sind 9S«

und (Ss^ in Lage 0. Lage des Koordinatenanfangspunktes wie in

Gruppe SSh'°.

Einfachste D e ck trans formationsbe dingungen:
I.)—in.) siehe Seite 202. IV.) und V.) wie in 3Sh'^

VI.) 0, -, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Symmetriezentren:

I. Koo| Koo| Ef|o| iHoi. IL E|o|| ||o|| EfH| |i|||.

in. [oioi |o|o| iifoi ||io|. IV. |oHI Eof |i ||f || khiI-
Die digonalen Drehungsachsen und Schraubenachsen sind

dieselben wie in SSh^^, lediglich in teilweise neuer Vertauschung.

Spiegelebenen: (OlO)i (010)3. (lOO)i. (100)3.
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a b
Gleitspiegelebenen: (001)

,j
(OOl)i Gleitkomp. - oder -;

(OlO)o (OlO)i Gleitkomp. |; (100)„ (lOO)i Gleitkomp.^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Em, n, p3 |m, n, p] [[m, n, p] |m, n, pj

|m, n+ l, ä im,n+ |-, p3 |m, E+ i
p] [[m, n+ i

p]

Em+|,n^i p3Jm+ i,n+ |,p3 £m + i, n+ |,p| |m+ i ü+ |,p3

|m-|-|, n, p3 [[m+ |, n, p3 [[m+ i n, p] |m-[-|, n, pj

.4tf-Q l im lim Hi ll % iiT üfii !
!ii

i Q Hill Hi'i mii # i : i ii um hiü Alim H ill # m üfii !! ii
i

i
mijmiammiimüiM-liDimmjmiiiiiiimj^^iijiiümMmiiJirumf limiimtiiiiiLinitnii^^
irTninTTTiifTTnuTnTii rTnifTTTnirTTTTniirni^ ^iTTiinTnitTinnii[Tri|*fT\iHnTiiifnnllfiW F

\

. , „ , \

/ i \ i ^ I
*

j —Q ii i i i Pili lim § lim
lim iipi Q mii ii iii um ^ im um iiiii Q

—

i

i
I

/

IHIfflllffllWn/jlH«limiMllWU# - - /\

I
1

llAl^«miMIMlIII-llHWIliffllHW'i

i
VlH-Q II I II I IIII UP I # IIIII U ll i l ul l Q I I I H l:l|

i |i
|ll • U ll i HUI llH I

Fig. 101. aSh'» Ebene (001)o.

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

«) |0 0] 10 ^ 03 l\ 1 03 Kl 03 Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung =.: \\

ß) |0 13 EO I f3 El i 13 li 13 Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V

7) = I

6) = IL

w) =m
Jede dieser 6 verschiedenen Punktlagen erzeugt Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basis und zentrierten

Kanten des Basisrechteckes.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 14

der Symmetriezentren. Zähligkeit jeweüen = 4. Symmetrie-

bedingung = C2h.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu [[{jp| gehören

m I p1 11 4 p1 Ei 4 p1- I^i^ Zähligkeit ist 4. Die Symmetriebedingung

lautet = C2v Auf den sich schneidenden digonalen Drehungsachsen ist

mit der S3^mmetriebedingung = Ca die Zähligkeit = 8.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Zwei Freiheitsgrade

stellen sich bei beliebiger Lage auf einer der Spiegelebenen ein. Die

Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung = Cs.

Die übrigen Punktlagen sind bei Anwesenheit von drei Freiheits-

graden 16 zählig.

Raumgruppe SSh'^ (Siehe Fig. 102)

Ihr sind die Untergruppen ßi, (Si, 6s^ ß«*, ©s*, ^2^, ©2^ ©2^ eigen.

Außerdem enthält sie SS«, (52v'^ ©2^", e2v'', e2h', (S2h^ ©sh^ Charakte-

ristisch sind 9S^ mit Ss^ in Lage M. Wiederum wählt man den Schnitt-

punkt dreier Drehungsachsen zum Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 202. IV.) und V.) wie §8h''.

VI.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

I. lioii ifoii ifoii liofi Efiii niHl BMI Hill-

n. Eoüi lofii |oHI lofil IIHS UHl EHfl IHil-

Digonale Drehungsachsen und Schraubenachsen, abgesehen

von der Vertauschbarkeit, gleich wie in SS^^^

a b
Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. - oder ^.

4 4 1 £t

(100), (lOO)i Gleitkomp. ^ + ^. (010)„ (OlO)i Gleitkomp. %-\-%

(lOO)i (100)3 Gleitkomp.^. (OlO)i (010)3 Gleitkomp. |.
4 4 2 4 4 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p| Im, n, p| |m, n, p|^ |m, n, p| ^
|m+ }, H,p + i| |m + i,n,p+ il |m-h|, n, p + |l |m + |, n, p +
|m+ i, n+ |,pl |m+ i,n+ i,p3 |m + |, n + |, p1 Em-f|, n+ },pl

|m,n+ |,p+ |l K n+ iP + IS K n+ i,p+ |3 |m, n -f |, p -f i3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

«) 10 0] |iO|3 f||03
|0i|3 ZähUgkeit = 4. Symmetriebedingung = V.

^) II|003 l[0|03 |00|3 Il-Hl Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V.

Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit allseitiger Flächenzentrierung.
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y) =z J der Symmetriezentren
j
Zähligkeit jeweilen = 8. Symmetrie-

d) = II der Symmetriezentren 1 bedingnng = Cj.

7 und ö bilden jedes für sich bitter von | Inhalt des Elementar-

parallelepipeds. (Kanten, Flächen, Innenraum zentriert.)

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Ihr geometrischer Ort

ist eine beliebige Lage auf einer der digonalen Drehungsachsen. ZähHg-

keit = 8. SymmetriebediQgung = Ca. Im übrigen gibt es nur noch

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden und mit der Zähligkeit = 16.

Fig. 102. S8h'' Ebene (001)o.

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

Raumgruppe «h^' (Siehe Fig. 103)

Den Raumgruppen SSh^^ und fßt^^ ist das primitive Tripel der

Translationen gemeinsam. Das Elementarparallelepiped ist vierfach-

primitiv (allseitig flächenzentriert), y "^
T' T "^ T' Y ~'~ T ^i^^®^

ein primitives Tripel. Die drei ersten Decktransformations-

bedingungen lauten daher für beide Gruppen:

I.) |, ^, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0: 0, 0, 1. IL) |, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

in.) 0,^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

14*
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Die Untergruppen von ^^ sind: ©i, ßi, (i,^ es^ ^s', G2^ e2^ ©2«.

Fernerhin kann man erkennen: SS'', e2v'^ ß2v^^ ß2v^^ ß2h^ ©2h', S2h'.

Charakteristisch sind SS' mit (5s^. Koordinatenanfangspunkt im Schnitt-

punkt dreier digonaler Drehungsachsen, sofern er in ein Symmetrie-

zentrum fällt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe oben. IV.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

V.) 0,0,0: 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

I. ffoooi Kiloi diofi |0H1. IL iHil Eooli |OiO| |[|00|.

in. IHOI Uffoi Bill EHIl Ifioi e|oi Hüll EHil.
IV. lioii ifHI Ifofl lilll Hoil HHil liofl EHIl-

V. EoHl EiH3 IIH3 lofU [ofii nHil BHl loifi.

Digonale Drehungsachsen:

[OOIL [001]i, [001]„i [OOlJii. [OOljii [001]i3 [001]3i [001]33.
""

2 2 22 44 44 44 44
13 31 33.

'4 4.[100]°° [ioo]2-' [ioo]°2 [ioo]H [ioo]H [ioo]H [loop* [loo]

•^[010] 2°[oio] °2[oio] 2¥[oio]. 4i[oio] H[oio] H[oio] 4l[oio]

Digonale Schraubenachsen:

[001]i, [001]3„ [001]ii [OOlJii. [001],i[001] „3 [001]ii [001]i3
4 4 42 42 4 4 24 24

ebenso die entsprechenden Schraubenachsen [100] und [010].

Spiegelebenen: (OOl)o (OOl)i; (010)« (OlO)i; (100)« (lOO)i
2 2 2"

a b
Gleitspiegelebenen: (001)^ (001)3. Gleitkomp. - oder -;

4 4 2 2

(0 1 0)i (0 1 0)3 Gleitkomp. ^ oder ^ ; (1 00)i (1 00)3 Gleitkomp. - oder ^.44 2244 2> i

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[m,n,pl |m-|-i,n+ ip| |in+ |, n, p-f ü l[m,n+ ^,p + ||

|[m,n,p| Em+ i n+ |,pl Em -fl, n, p -[- |1 |m, n-f ^ p-f |3

Em,n,pl Em-hin-hipl Eni+ i,n,p-f|l Em, n -f j, p+ IJ

|m,n,pl [[m+ |,n+ |,pl [[m + 1, n, p + }1 E™, n+ i,P+ |l

Em,n,pl Em-|-|,n+ i,pl EmH-|,n,p + i3 [[m,n+ |,p + il

Em, n,p| Em-|-|,n+ |,pl |m + 1, n, p -f
i] Em, n -f |, p + 1]1

Em, n, p1 Em + I, n+ |, p1 Em-fi n, p + || Em, n-ff, p+ |l

Em,n,pl Em-l-i, n+ ipl Em+ |,n,p + il Em,n+ |,p + |l.
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-Ebene

Fig. 103. SSh*^. a) Ebene (OOl)o.

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

'

V i \

imimimiAwiiiniiDwAll nwjiwmmi

^ J l 1 l I
\ # m tfi i i lim i iiu l im um % m m mQ m um li iu %— J

\ 1
J

i
I i /

7} Ebene
^

Fig. 103. «h*^ b) Ebene (001)jL.

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

«) = I der Sj'mmetriezentren
|

Zähligkeit jeweilen = 4. Syiumetrie-

ß) -= II der Symmetriezentren I bedingung= Vh.

Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit vollständiger Flächenzentrierung.

<^) = Eiiil llfiS IfHl EiffI 11! !1 EHIl EHfl ÜUl Zähiig-

keit = 8. Symmetriebedingung = V.

7) = in der Symmetriezentren . ^.., ,. , .^ . ., o o
'

, TXT n o . • X Zahligkeit leweilen = 8. Svmmetrie-
m) = IV der Symmetriezentren

[

"^
"^ _ '

s) = V der Symmetriezentren ^ » — ^t-

Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des Elementar-

paraUelepipeds mit Flächenzentrierung, Kantenzentrierung und Innen-

zentrierung (bezw. Gitter von | Inhalt des Elementarparallelepipeds).

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die digonalen Drehungs-

achsen zerfallen in zwei Hauptarten. Diejenigen mit den Kennziffern

00, iO, 0|, r, i sind zugleich Schnittlinien zweier Spiegelebenen. Auf ihnen

ist die Zahligkeit einer Punktlage daher 8, die Symmetriebedingung = C2V.

Die Drehungsachsen mit den Kennziffern \j, ||, f j, ff besitzen keine

weiteren Symmetrieeigenschaften. Die Zahligkeit beliebiger auf ihnen

gelegener Punkte muß daher 16 sein.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Gemäß der Symmetrie-

bedingung Cs ist die -Zahligkeit 16 vorhanden. Im übrigen ist bei An-

wesenheit dreier Freiheitsgrade die Zahligkeit 32 pro Elementar-

parallelepiped maßgebend.

. Raumgruppe ^öi,^*

Das primitive Tripel der Translationen ist von gleicher Gestalt wie

in SSh''. Die Einzelscharen heißen: 61, (Si, Gs', ©sS ©sS ^2^ ©2', ßs".

Weiterhin lassen sich folgende Untergruppen erkennen: 'iß\ ß2v^^, S;2v

19

Den Koordinatenanfangspunkt legen wir wiederum in den Schnittpunkt

dreier digonaler Achsen. Das Symmetriezentrum ist jetzt um -^, -^, -^800
davon entfernt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 211. IV.) und V.) wie in 9S,,^^

VI.) ^,^,~; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.
4 4 4

Symmetrie Zentren:

I. IHil IIHl Etifl Eilfl EiHl Elfis IIHI llftS

Eiill Elfis Hill Elf tl UIU El IIS Eins El

n. Hill Ellfl Eins Eins EfliS EllfS EIIIS E

3 31

8 8 SJJ U.8 8 8JJ Ü.8 8 Hii ItS 8 8Ji u.8 8 SJl Ü.8 S »ä lis 8 8JI U.8 » Sä

Elfis EIIIS EIIIS Eins EIIIS EIIIS EIIIS EIIIS-
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Die digonalen Drehungsachsen und Schraubenachsen haben

gleiche Lage wie in 3Sh^^ (bei anderer Vertauschbarkeit).

a b
Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)5 Gleitkomp. 7 4- - ;

8 8 4 4

,N /^^,x /-11 -.1 ' a
,
b

,
a , a

,
b

,
b/, b a , a b\

(001)3 (001)|Gleitkomp.-+ -+ 2oder-+ -+ 2(bezw.--- oder---];

(0 1 0)1 (0 1 0)5 Gleitkomp. | + 1

;

(010)| (010)| Gleitkomp.
I + 1 + 1 oder |+ |+ |;

(1 0)1 (10 0) 5 Gleitkomp. 7 + 7

:

8 8 4 4

(100)| aOO)| Gleitkomp. ^+ 1+ ^ oder
^+ |+ |.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Die ersten 16 zusammengehörigen Werte genau gleich wie in SSh^^;

die zweiten ,16 Werte lauten jetzt aber:

|[m+in+ip+ il |m+ f,n+|,p+il [[m+|,i+ip+ |l [[m+i,n+f,p+fl

|m+i,n+i,p+il |m+|,n+f,p+il |m+f,n+ip+ |l Em+i,n+f,p+fl
|m+|,n+ip+il |m+f,n+f,p+ il |m+f,n+ip+f| Hm+in+f,p+|l
|m+|,n+i,p+iMm+|,ii+f,p+iMm+f,n+ip+fMm+in+ |,p+f|

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

«) 10001 EHol lioii loili IHII El fil IfHl liffl-

ß) liHl looil Eoioi ilooi Ulli BUl EHil IIHI-
Jede dieser zwei getrennten Punktlagen ist achtzählig. Die

Symmetriebedingung ist = V. Zweierlei flächenzentrierte Gitter von

der Form des Elementai'parallelepipeds kann man sich zur Yeranschau-

lichung dieser Zusammengehörigkeiten mit dem Yerschiebungsvektor

— , — , — ineinandergeschoben denken (rhombische ,,Diamant "gitter).
4 4 4

y) = l von Symmetriezentren. ]
Zähligkeit =16. Sj'mmetriebedingung

<J) = n von Symmetriezentren. I = Cj.

Die beiden letzteren Punktlagen bilden, verglichen mit den Eck-

punkten des Elementarparallelepipeds, bereits recht komplizierte Gitter.

Punktlagen mit einem Freiheits.grad. Irgend eine konstruk-

tive Punktlage, deren notwendiges Symmetrieelement lediglich = C2 ist,

tritt im Elementarparallelepiped 16 mal auf.

Die Zusammengehörigkeit der Achsen ist durch die Zusammen-

gehörigkeit ihrer Schnittpunkte bereits genügend gekennzeichnet.

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden finden sich überall

sonst vor. Ihre Zähligkeit ist 32.
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Raumgruppe SS^'^

Für die Raumgruppen 3Sh*^— SSh*^ ist das Elementarparallelepiped
3. ll C fi Yi c

innenzentriert. Ein primitives Tripel ist in — -| 1 , 1 ^
a A i i i A

c gegeben. Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten für

die vier Gruppen gemeinsam:

L)
|, \ |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. H.) | 5, |; i, o, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Gruppe S^ enthält: (Si, ©i, 6s^ (5s^ ^.\ W, W, ^^. Sie

büden unter sich SS», ^av'«^ ©av'" Sav'", ©ah" Sah' ©2h^ Charakteristisch

sind SS» mit Gs*. Der Koordinatenanfangspunkt liegt im Schnittpunkt

dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

L)—m.) siehe oben. IV.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. VI.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetriezentren: 1(0,0,0]] l\\\X ferner |f 0| [[0 |f|, ferner

|[0 1 0||i \\ ferner [[0 ly^ i 0|. Außerdem sind als Symmetriezentren

vorhanden: 'iHil Sf ül IIHll liHI ilffl liHl lifil IHÜ^
^Digonale Drehungsachsen: [OOlJ^o [OOljii; [OOlJi^, [OOlJ^i.

[100]"'[100]H; [100]i" [100]"i ""[010] 2l[010]; i°[010] "2[010].

Digonale Schraubenachsen: [OOlJii [OOlJss [OOljis [OOlJsi;
44 44 44 4411 S^ 1^ ^1 11 % % IM Hl ^^

[lOOjIT [lOOjJi [100]i^ [100]i|i; I^[010] ^^[oiOj 4l[010] ^^[OIO].

Spiegelebenen: (001)^(001)1; (100), (lOO)i; (010)„ (OlO)i.

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 Gleitkomp. -|-+ ^.
4 4 a A

(lOO)i (100)3 Gleitkomp. ^+ 4- (OlO)i (010)3 Gleitkomp. -^+ -|-.44 A A 44 A A

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p]] Im, 5, pl |m, n, pj [[m, 5, p| |[m, n, pl |m,^n, J] [[m, n, pj [[m^n, p]

|m+|,n+|,p+il|m + |,n+f,p+|l|[m+f,n+i,p+iMm+|,n+|,p+iI

fra+f,n+ip+|3[[m+i,n+|,p+i||m+i,n+|,p+iMm+ |,n+ f,p+fl

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

10003 KiHl

fn i Ol I-!- i| <"
^^^?^^it jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Vh.

S00I3 |l|03

Jede dieser viererlei Punktlagen bildet Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung.
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li i il sowie die 7 weiteren dazugehörigen Punktlagen (siehe unter

Symmetriezentren) besitzen gleichfalls keinen Freiheitsgrad. Ihre Zählig-

keit ist 8. Die Symmetriebedingung = Ci. Es wird ein Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds gebildet mit vollständiger Flächen-

Tind Kantenzentrierung, sowie mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle digonalen Drehungs-

achsen sind zugleich Schnittlinien zweier Spiegelebenen. Die Punkte auf

ihnen besitzen daher bei der Zähligkeit 4 die Symmetriebedingung C2V.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sechs Spiegelebenen

stehen zur Verfügung. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Cs.

Weitere Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Fig. 104. SSh" Ebene (001)o. Achsen, die in ^Höhe über der Grundebene dieser

parallel gehen, sind durch Doppellinien (ausgezogen = Drehungsachsen, gestrichelt

= Schraubenachsen) kenntlich gemacht.

Die zwei zusammengehörigen vollständigen Großkreise entsprechen Spiegelebenen

(001)i_ (001)_3. Der gestrichelte Großkreis markiert die Gleitspiegelebene (OOl)o.
* * Symbolik im übrigen wie in den vorhergehenden Figuren.

Raumgruppe SSh"" (Siehe Fig. 104)

Ihre einfachsten Untergruppen sind: 61, Gi, Sa', 6s*, 6s'^, 62', 62^, S2'.

Unter sich bilden sie: 93», ^2.'' C^ov"' (S2v'^ 62h' 62h' ©oh^ Charakte-

ristisch ist SS» mit 6s^ (bezw. 1 (1/ durch den Schnittpunkt der Schrauben-
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achsen). Hinsichtlich der Achsenscharen besitze der Koordinatenanfangs-

punkt gleiche Lage wie in SSh^^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 216. IV.) und V.) wie SSh'^

VI.) 0, 0, -|-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetriezentren:
I. EooiHoofi EiHI liiil- n. Kl o fni o |Ho f fho Hl*

ni. liHI Iffo] lüil liioi 11 iii HHoi liHl Eifoi.

Digonale Drehungsachsen und Schraubenachsen besitzen,

abgesehen von der Vertauschbarkeit, gleiche Lage wie in SSh^^.

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.

Gleitspiegelebenen:

a b (lOO)o (lOO)i
] c

(001), (001). Gleitkomp.- + -; ^,^ ^,^\ ^^om,.^;

(100)1(100)3 Gleitkomp. ~; (OlO)i (010)3 Gleitkomp. -^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Km, n, p3 Um, n, pj |[m, n, pj [[m, n, p]

^ |m, 5, p+ }3 |ni, n, pH- B E^, n, p+ ij [[m, n, p+ 13

|m+i,n+_i,P+^J|m+f,n+ip4-|3[[m+i,n+|,p+|3|m+i,n+i,p+ il

|m+ |,n+ |,p3 Im+in+ ipl [[m+ f, n+ 1, p] |m-hin+ ipl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 Ol|0 fHi f 1-3 If f 0| Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung =^ V.

2. li 0311 1||0 f 13 10 1 03 Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = V.

Diese beiden Punktlagen bilden jeweilen Gitter von der Form

des Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basisfläche, zentrierten

Kanten [001] und Innenzentrierung.

3. = I von Symmetriezentren
]
ZähUgkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. = II von Symmetriezentren I bedingung = C2h.

Auch sie bilden Gitter von der gleichen Form wie 1 und 2.

5. = ni von Symmetriezentren. Zähligkeit = 8. Symmetriebeding. = C;.

Das von ihnen gebildete Gitter hat die Form eines Elementar-

parallelepipeds mit vollständig zentrierten Flächen und Kanten, sowie

mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie stellen sich bei

beliebiger übrigbleibender Lage auf einer der digonalen Drehungsachsen

ein. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie besitzen entweder

ein Symbol |[m, n, j3 oder |ni, n, f3. Zähligkeit = 8. Die Symmetrie-

bedingung lautet = Cs.
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Übrigbleibende Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden (ohne

Symmetriebedingung) 1 6 zählig.

Eaumgruppe 3Sh^' (Siehe Fig. 105)

Ihre Untergruppen sind: Si, 6i, Q,,^ (i,\ Ü,\ (E.J, 62 "l 62^ ferner

SS^ Ssv'', e2v'\ ßov'S e2h^ e2h^ e.^*^. charakterisiert wird die Raum-

gruppe durch SS^ mit ßs^. Koordinatenanfangspunkt in einem Symmetrie-

zentrum.

/ /

1

'

^ /ÄtA t* *(* *)t I - 1 -Kttt- -Htn- *)»
. » / imi w mir TW Ttw i y itTtr htt tiitt

--^:^<^.
^

I |\^N
aat Mt Mt f.i diüt M^ üät^ -Ht^ ^\
niir Tmi TTTTT l I TW TTTTt lUF ^F '""

v »

^ • I \\\
n| lliu 'llll w\ i^jf Itlu 111)1 'nii_1

^l ü i

k\ \ TT 7\
V . VM? Wß TTttr "ttf**" "^tttt" 1*1 "Hnr Itttt

\\| Y

Fig. 105. SSh^J Ebene (OOl)o.

In prinzipieller Hinsicht gleiche Symbolik wie Fig. 104.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 216.

IV.) 0, y, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) |^, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) y, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrie Zentren:
L) loooi looii liooi loioi iHfl iHoi |0H1 Eio||.

n.) IHil ttUll BUl Eifil lUB ÜUl EHIl ÜUl
Digonale Drehungsachsen: [001]^ 1 [001], 3 [OOlJ^i [001]i3.

^"[010] ^[010] H[010] T'^[010]. [100]'i [100]'^ [100]^^^ [loppl
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Digonale Schraubenachsen: [001]i. [OOII3 . [OOlli 1 [OOllsi.
4 4 42 42

''^[oio] "4[oio] H[oio] 2l[oio]. [ioop° [100p" [ioo]H [ioo]H.

Gleitspiegelebenen:

(0 01)^ (00 1)1 Gleitkomp. -^. (OOl)i (001)3 Gleitkomp. -^.

(010)„ (Ol 0)1 Gleitkomp. -^. (OlO)i (010)3 Gleitkomp. -^.

(100)^ (10 0)1 Gleitkomp. 4- (lOO)i (100)3 Gleitkomp. ^.
2 2 4t i 2

Zusammeng-ehörige Koordinatenwerte:

Im, n, pl fm, n+ |,_p3 |m+ f, n, pl [[m, n, p+ f]

|m, n, p]] [[m,n+ |,p3 |m+ |,n, p] |[ni, n, p+ j]

|ni+ |,n+ i
p+ 13 Im+ i n,p+y [[m,n+ |,p+ |l [[m+i,H+|,i|

Em+ |,n+ i,p+ i3 Eni+ |,n,p+|3 Kn+ip+fl |m+ i n+|,p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

I.) = I von Symnietriezentren. Zähligkeit = 8. Symmetriebeding.= Ci.

II.) = II von Symmetriezentren. Zähligkeit = 8. Symmetriebeding, == Ci.

.^
Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit vollständiger Flächen- und Kantenzentrierung,

sowie mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den di-

gonalen Drehungsachsen an, beispielsweise |0, f, p] oder [[|, n, 0] oder

|m, 0, ~l usf. Zähligkeit jeweilen = 8. Symmetriebedingung = C2.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Raumgruppe SSh^^ (Siehe Fig. 106)

Sie enthält die Untergruppen (S,i, ßi, Ss*, ©8^ ßs^, ßa^, 6^?', ©a*.

Außerdem lassen sich diese Scharen zusammenfassen in SS^, ®2v^® ß2v^^ S2V**,

ßoh® ß2h* (S2h'. Charakteristisch sind SS^ mit Ss^. Zum Koordinaten-

anfangspunkt wählt man ein Symmetriezentrum; die ausgezeichnete

Ebenenschar (nur Gleitspiegelebenen) wird senkrecht zur c- Achse an-

genommen. Durch das Symmetriezentrum gehe eine zu a parallele

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m). Siehe Seite 216.

IV.) 0,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.)|,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0, -, 0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.
2
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Symmetriezentren:

L 10001 Ufoii [[o|o3 lUil- n. 0003 noofs EHoi |oiil
in. [[iHl lifll El Hl K-Hfl- iv. IHfl liüS Efill If fil

Digonale Drehungsachsen: [001]^! [OOlJ^^s [OOlJn [OOlJis

1 3 3 3 1 13
4 i 2 4

4 4[010] 4^[010] i4[010] i4[010]. [lOOr [100]2" [100]"^ [100]^2

Digonale Schraubenachsen: [001]i jOOlJs „ [OOlJi i [OOljsi

"""[oio] ''2[oio] 2'^[oio] 2 2[oio]. [looiH [loojH [ioo]H [ioo]H

Spiegelebenen: (100)„ (lOO)i; (OlO)i (010)3.

// .4«i#WIWIIIHffllAmiim!fHlffl«WlH(ffllllM^^^ ^

A

I % i i 1 £ ^ ^\
/, M Tum lim lim /Wv lim i mi-teTitm—um umi^ih ii um iiiiiT \ \

,

" ' i P 4 S i I

T ^ I f ^'!

*
» \ =T i i ii i l im Hitt^ i i iii lim iiiiiTu iii um imi^ii i i um i iial= / //

V ^ r i r i J / //

\\ \ f I f i f / //

iiHHniiiiiniMHi\\ \siiiimiimiipOwmiiiiiMii4iHiiMiiiM //

Vi V T V %'/'

Xv
Fig. 106. 58^28 Ebene (OOl)«.

In prinzipieller Hinsicht gleiche Symbolik wie in Fig. 104.

Gleitspiegelebenen:
b a

(001)^, (OOl)i Gleitkomp. -. (OOl)i (001)3 Gleitkomp. -.
2 a 4 4 Ä

(lOO)i (lOO)i Gleitkomp. - + |. (010)^ (OlO)i Gleitkomp. | + 1.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p3 [[m, n+ l, p3 [[m+ l, n, p+ fj |m, n, p]

|m, n, 53 K n+ l, p3 [[m+ |, n, p-f-il |[m, n, pl

tm + f,n+ t,p+ |3 [[m+ f,5,p+ i3 |m,n+|,p3 [[m+ |, n+ i, p+ü
[[m+ i n+ i,p+ i3 N4-i n,p+ i3 Em,n+ipl Em+i, n+ ^, p+ |l.
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Piinktlagea ohne Freiheitsgrad. Jede der viererlei Arten

von Symmetriezentren ist eine vierzählige Punktlage ohne Freiheitsgrad.

Symmetriebedingung = C2h.

I und II bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierten Flächen (010), zentrierten Kanten [010] und mit Innen-

zentrierung. III und IV ergeben Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Flächen (100), zentrierten Kanten [100]

und mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die [001] parallelen

digonalen Drehungsachsen sind zugleich Schnittlinien zweier Spiegel-

ebenen. So gehören zum Punkte |0, f, p] die Punkte |0, f, p] |[f , f, p+ fl

Eijf^P+ ll- Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Coy. Auf den

übrigen digonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit einer Punktlage = 8,

die Symmetriebedingung = Ca.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie finden sich auf

den Spiegelebenen. Die Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung

lautet Cs.

Die übrigbleibenden Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden
16 zählig.

Die rhomboedrische Abteilung

Allgemeine Bemerkungen

Eine trigonale Achsenschar ohne senkrecht darauf stehende Sym-

metrieebenenschar ist in allen Klassen des Systems vorhanden. Das

hinsichtlich der Achsenschar einfachste primitive Tripel kann zwei ver-

schiedene Formen annehmen. Es bildet entweder die Periode in der

Achsenrichtung mit den kürzesten Perioden in einer dazu senkrechten

Ebene ein primitives Tripel, oder aber die drei ein primitives Tripel

bildenden Translationen sind alle gleich lang und gleichmäßig gegen die

trigonale Achse geneigt. Im ersteren Falle ist die Translationsgruppe

von hexagonalem Habitus, im zweiten Falle wird sie als rhombo-
edrisch bezeichnet. (Siehe Seite 113/114).

Besonderer Bemerkungen bedarf es nun hinsichtlich der Wahl
eines Elementarparallelepipeds.

I. Translationsgruppe vom hexagonalen Habitus

Man wird zweckmäßig das Elementarparallelepiped so wählen, daß

Strukturen pseudohexagonaler Kristalle mit Leichtigkeit darauf bezogen

werden können. Die trigonale Achsenschar wird vertikal gestellt, die

Periode in ihrer Richtung liefert die Einheit des c- Maßstabes. Senk-

recht dazu kann man AA5 und Ax^i (siehe Fig. 107) als a und b wählen.
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Beide sind gleich lang und bilden ein primitives Paar. Der Winkel, den

sie einschließen, ist 120°. Ein derartig gebildetes Elementarparallelepiped

ist einfachprimitiv. Es enthält von allen einander gleichwertigen Punkt-

scharen je einen Punkt. Die durch Drehung um 120 "^ auseinander her-

vorgehenden Punkte besitzen folgende Koordinaten:

I.) |m', n', p1. II.) |n'-m^ n7, p^. III.) K m'-n', p'l.

Der Beweis ergibt sich aus Fig. 107.

Es ist AE = AP— FE = n'— m'; AH = GA = m'

OA = OL— AL == n'— m'; AP = n'.

Wird eine Fläche mit Brav ais sehen Symbolen (hkil) bezeichnet,

wobei i = h-|-k ist, so würde sie, bezogen auf das beschriebene Ko-

ordinatensystem, die Indizes (h'k'l') bekommen, wo h = h'; k = k'; 1 = V.

Ein derartiges Elementar-

parallelepiped würde den Spe-

zialfall einer rhombischen Säule

darstellen, wie sie als Gitter-

fundamentalbereich im rhom-

bischen System bei Basis-

flächenzentrierung vorkommt.

Zum sofortigen Vergleich müß-

ten daher auch alle diesbezüg-

lichen rhombischen Gruppen

auf ein primitives Parallelepiped

berechnet werden. Da aber für

Vergleichzwecke mit kubischen

Gruppen die Darstellungsart,

die im Vorhergehenden gewählt

wurde, ebenfalls notwendig ist,

entstünde eine Komplikation,

die man am besten durch Ein-

führung eines orthohexagonalen Elementarparallelepipeds um-

geht. Von Sehr auf sind früher auch die Flächenkomplexe auf ein der-

artiges Achsensystem bezogen worden. A3A1 und A5 A4 werden neben

c als Kanten des Parallelepipeds gewählt (Fig. 107). (Siehe auch Fig. 56

und Seite 113.) a = A3A1 b = A3A4. b entspricht der a- Achsenlänge

bei Anwendung Bravais scher Koordinaten^ so daß also b :c das maß-

gebende Achsenverhältnis wäre, a = bV3. Ein basiszentriertes,

rechtwinkliges Elementarparallelepiped mit dem konstanten

Verhältnis a : b = \^\ 1 ist für eine hexagonale Translations-

gruppe charakteristisch.

Die neuen (nichthomogenen) Koordinaten eines Punktes mögen mit

mi, ni, pi bezeichnet werden, dann bestehen zwischen m', n', p' und

Fig. 107. Trigonale Koordinatenvertauschung

bei gewöhnlich hexagonalem Elementarparallel-

epiped.
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mi, ni, pi folgende Transformationsgleichungen (NB. bei gleichem

Anfangspunkt): , . j ^ j

nii =: im'; ni = n'

—

\m'\ pi = p'

dabei ist nu auf Einheiten bezogen, die sich zu denen von Ui verhalten

wie V3 : 1. Die Parameter der Koordinatenachsen liefern die Einheits-

maßstäbe. Eine durch den Koordinatenanfangspunkt gehende trigonale

Drehungsachse ergibt als gleichwertige Punkte:

L) Emi; n,; pi|. H.) E|ni— ^m,; — |-ni-|mi; p,].

m.) |_ini-|mi; — |iii+fmi; pi].

Fig. 108. Trigonale Koordinatenzusammengehörigkeit bei orthohexagonalem

Elementarparallelepiped.

Außerdem gehört zu jedem Punkt derjenige Punkt, welcher infolge

der Zusatztranslationen \, |-, aus ihm hervorgeht.

Zum Beweis möge die Figur 108 betrachtet werden. Es ist

AE = AJ— EJ; AF = AO + FO; AN = AR+ E,N; AP = AO— PO.

Nun ist AJ = AR = AB cos SO«*; EJ = RN == AD sin 30

»

AO = AB sin 30°; FO = PO = AD cos 30°

AB ist aber = m AD = miV3.
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Daraus erhält man:

AE = ni cos 30— niiVs sin SO'' = fniVs — |mi

AF = ni sin 30 + miV3 cos SO'' = fni + fmi =
Vs = m,

: — nä

mo = = ini rnii usw,

Es sind also h-2

hs =

Wir werden der Kürze halber die Punkte I, n, HI wie folgt be-

bezeichnen |[mi, Ui p]] |[mä, n2, pl |ni3, na, p]. Die Substitution kann für

jeden Spezialfall sofort vorgenommen werden. Das Elementarparallel-

epiped ist doppeltprimitiv. Eine Flächenschar, die die Bravais sehen

Indizes (h k 1 1) besitzt, hat nun die Indizes (hi ki li), mit den Beziehungen

hl = k-|-2h; ki = k; li = 1. Die mittels der trigonalen Drehungs-

achse daraus ableitbaren Flächen besitzen hinsichtlich des orthohexa-

gonalen Koordinatensystems die Indizes:

ho = k— h; k2 = h+ k = i

hs = h— 2k: ks = h, der dritte Index 1 bleibt unverändert.

3kl hl
, _ hl kl

~Y~r ^^-~2""2
Jki_hi _!ii_^
2 2' ^ ~ 2 2"

Bei Ausführung der Berechnung ist zu bedenken, daß (hkl) und

{h k 1) einander parallel sind. Die Multiplikation aller Indizes mit 1

ist daher statthaft.

Die Ableitung der oben hingeschriebenen Bedingungen ergibt sich

sofort, wenn die Achsenabschnitte einer Fläche auch für die Zwischen-

achsen (bei hexagonaler Auffassung) hingeschrieben werden. Ohne Rück-

sicht auf das Vorzeichen erhält man von rechts nach links

:

b a b ab a

¥' ir+2k' h+ k' 2h+k' ¥' h— k'

wo a = bVs. Es ist nun nur nachzusehen, mit welcher Zwischen-

achse (a) die Koordinatenachse (a) nach einer Drehung zusammenfällt.

Einige häufige Flächen sind in der nachfolgenden Vergleichstabelle

zusammengestellt

:
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Bezogen auf das orthohexagonale Elementarparallelepiped a, b, c

lautet ein primitives Tripel von Translationen: -^+ -^, ^, c.

Der Drehung von 120° um eine durch den Nullpunkt gehende Achse

parallel c genügt die Decktransformationsbedingung:

^ Vs V 3 ^ *

0,0,0-; y,^,0; ^, y, 0; 0,0,1.

n. Translationsgruppe von rhoniboedrischem Habitus

Trigonale Kristalle mit rhomboedrischer Translationsgruppe stehen

oft in nahen Beziehungen zu Kristallen mit kubischer Raumgruppe.

Zweckmäßig ist daher die Wahl desjenigen Rhomboeders zum Elementar-

parallelepiped, dessen Kanten ein primitives Tripel bilden. Die trigonale

Achse liegt dann symmetrisch zu den drei Koordinatenachsen. Diese

als a, a, a werden zu Einheitsmaßstäben. Die Winkel «, ß, /, die sie

miteinander bilden, sind alle gleich groß (a, a, a). Sie stehen mit den

Rhomboederwinkeln q in der Beziehung:

— cos p
cos a = T—i ^—.

1 + cos ()

Die Flächen erhalten die üblichen Millerschen Symbole, die mit

denen von Bravais in der bekannten Beziehung stehen^). Uns inter-

essiert besonders der Zusammenhang mit den Flächensymbolen bei Be-

nutzung des orthohexagonalen Koordinatensystems.

Es werden:

Orthohexagonal

(001)

(201)

(111)

(111)

allgemein

(hl kill) zu (2hl + 211; — hi + 3ki + 2li;

— hl— 3ki + 2li) = (h*k*l*)

oder

(2h*—k*-l*; k*-l*; h*+k*+ P)

= (hl kl li) zu (h* k* 1*)

"Die durch den Nullpunkt gehende trigonale Drehungsachse ordnet

dem Punkt xyz die Punkte zxy und yzx zu. Zu der Fläche (h*k*l*)
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gehören die Flächen (k*l*h*) und (l*h*k*). Der Drehung von 120^

um eine durch den Nullpunkt gehende trigonale Achse genügt die

Decktransformationsbedingung

:

0, 0, 0; cos a, cos «, 1 ; 1, cos a, cos «; cos a, 1, cos «.

Manchmal wird es auch erwünscht sein, eine rhomboedrische

Struktur mit einer hexagonalen Struktur zu vergleichen, indem man
beide auf ein orthohexagonales Elementarparallelepiped bezieht, b : c des

Elementarparallelepipeds kann dann dem Achsenverhältnis gleich sein,

das wir der rhomboedrisch kristallisierenden Substanz zugrunde legen.

Weiterhin ergibt sich, daß drei basiszentrierte Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds ineinandergestellt sind mit den Verschiebungs-

vektoren: HO, 0, Ol (als Grundform), l^, 0, || und |f , 0, ||. Das derart

konstruierte orthohexagonale Elementarparallelepiped ist sechsfach-

primitiv. Zu jeder Punktlage, die bei hexagonaler Translationsgruppe

vorhanden wäre, gehören [[nii -|-|, Us, p-j-^l und [[nii + |, n2, p+ fl,

sowie infolge der Basiszentrierung, die [[mi, Ui, p] |mi -|- i, na -j- !> p3

zuordnet, weiterhin [[lUi -|- 1, n2 -1- i' P 4" i3 ^^d |nii -|- 1, ng+ 1, p -f- fJ.

S3. Klasse der rhomboedrischen Tetartoedrie (Trigonal pyramidale Klasse)

Die Raumgruppen ©3^— 63^ besitzen die hexagonale Translations-

gruppe. Das orthohexagonale Elementarparallelepiped mit bl 3 = a,

b, c ist doppeltprimitiv, a, ß, y = 90^. Ein primitives Tripel heißt

— -j- -^, -^ ^, c. Der Koordinatenanfangspunkt liegt immer auf einer
2 2 2 2

trigonalen Achse. Die drei ersten Decktransformationsbedingungen sind

gemeinsam

:

I.) |,^, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. H.) |, ^, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Raumgruppe 63^

Alle trigonalen Achsen sind Drehungsachsen. Einzige Unter-

gruppe ist Si.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe oben. IV.) 0, 0, 0; }, ^ 0; ^, f, 0; 0, 0, 1.

Trigonale Drehungsachsen:

[001],, [001]ii. [001]|, [OOljii. [001]i, [001]|i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,,ni,pl 1^2, na, p1 [mg, ns, pl |mi+ 1, m + f, pl Em-. + 1, n« + f , pH
^

Ira3+ in3+ i,p3.
15*
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Punktlageu mit einem Freiheitsgrad. Auf einer der tri-

gonalen Achsen. Es gehören zusammen : |[0 p| und If | pl oder

II p| und l^ I p| oder H p| und |[|
i

p|. Zähligkeit — 2. Symmetrie-

beding-ung = C3. Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierter Basis. (Die . Achsenverteilung ist aus

Figur 110 auf Seite 233 ersichtlich.)

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden sechs-

zählig.

Raumgruppe ßs^

Vorhandene Untergruppe ßi. Alle trigonalen Achsen sind links

gewundene Schraubenachsen.

Die einfachste Decktransformationsbedingung IV. lautet:

IV^ 00 --^"O- — ^0-001
Trigonale Schrauben achsen von gleicher Lage wie die tri-

gonalen Drehungsachsen der Gruppe 63 ^

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Knii, ni, p| [[ms, na, p+ |l Ems, ns, p+ §| [[mi+ i ni+ |, pl

^ |[m2 + i, Uä+I, p+ IHms+ l, n3+ i, p+ ll-

Alle Punkte sind mit drei Freiheitsgraden, ohne Symmetrie-

bedingung, sechszählig.

Raumgruppe 6$^

Sie ist ganz analog wie ©3^ gebaut, die Schraubenachsen besitzen

nur umgekehrten Windungssinn. Die Decktransformationsbedingung IV.)

^^'^^-
0,0,4^; 1,^,0; ^,1,0; 0,0,1.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[mi, ni, pl [[m2, na, p-f |1 |m3, n3, p-f ^1 [nii + i, m+ i,
pl

|m2-|-^,n2-Hip+ |l |m3-f|,n3+ |,p-hil.

' Raumgruppe Ss^

Die Raumgruppe 63^ besitzt als primitives Tripel drei gleichmäßig

gegen die trigonale Achse geneigte Strecken. Sie bilden die Kanten

eines Rhomboeders, das zugleich Elementarparallelepiped ist. (a, a, a)

(«, a, «). (Fig. 57 auf Seite 114).

Die Decktransformationsbedingungen lauten

:

I.) a, 0, ; 1, cos a, cos a; cos «, 1, cos a ; cos a, cos a, 1.

n.) 0, a, 0; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«; cos«, cos«, 1.

III.) 0, 0, a; 1, cos a, cos «; cos «, 1, cos «; cos «, cos «, 1.

IV.) 0, 0, 0; cos«, cos«, 1; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«.
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Trigonale Drehungsachse. [111] .

11 11
Trigonale Schraubenachsen: [111]3 3 und [111]3 3 von ver-

schiedenem Windungssinn.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

[[m, n, p1 Hp, m, n] [[n, p, mj.

Punktlagen mit einem
Freiheitsgrad: Auf [111] also

gemäß der Bedingung |m, m, mj.

Symmetrie = Cs. Zähligkeit = 1.

Das gebildete Gitter ist von der

Form des Elementarrhomboeders.

Die orthohexagonale Dar-

stellung (Fig. 109) ergibt fol-

gende Beziehungen, a = bVs.

Primitives Tripel : ^ + "^ +
a.b.c ac

Das Elementarparallelepiped ist

6 fachprimitiv.

Die trigonalen Drehungs-
achsen heißen nun:

[001],j001]^i [001]xi [001]|,

[OOl]^! [001]i„.
6 2 3

Die trigonalen Schrauben-

achsen haben die Lage:

[001]i 1 [001]„2. [001]i 1 [001]5

1

6 6 3 2 6 6 6

[001]2 2 [001]i 2 [001],i [001]ii
33 33 3 33

[001]l 1 [001]5 1 [001]l 5 [001]l 5.

33 66 2 6 66

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p1 Ifn— |m, — |-n— |m, pl [[— fn— >, — |n+ fm, p|,

ferner zu jedem dieser drei Werte und zu allen daraus entstehenden

|x+ iy+ |,pl |x+ iy,z+ il |x-|-|,y,z+ ||,

so daß schließlich 18 einander zugeordnete Koordinatenwerte resul-

tieren.

Fig. 109.

Sg* Orthohexagonales Elementarparallel-

epiped. Ebene (001) mit den darauf senk-

recht stehenden trigonalen Achsen.
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(Ssi. Paramorph hemiedrische Klasse der rhomboedrischen Abteilung

(Trigonai rhomboedrische Klasse)

Die trigonale Drehungsachse ist zugleich sechszählige Drehspiegel-

achse.

Eaumgruppe ©31^

Die Translationsgruppe ist von hexagonalem Habitus. Das Elementar-

parallelepiped ist orthohexagonal. -^+ -^, -^ 5-, c bilden ein primi-

tives Tripel; der Größe nach ist a = bVs.

Die Untergruppen lauten: (Si, 63 S 6i.

Einfachste Decktransformationsbedingungen: (Koordinaten-

anfangspunkt im Schnittpunkt einer trigonalen Drehungsachse mit einem

Symmetriezentrum)

.

I.)
|, \ 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. H.)

|, ^, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. lY.) 0, 0, 0; |, ^, 0; ^,1, 0; 0, 0, 1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Symmetrieelemente:

Symmetriezentren: I.) HO 0] l\\^\ — IL) |[0
ij EHil-

ni.) Elool Eo|o3 iw^i iffoi i\\^i i\\^\
IV.) E|o|i EoHl Eiill Iffil l\\\l Efiil.

Trigonale Drehungsachsen:

[001]oo [001]ii; ferner [OOlJio [OOlJij.; [OOlJi^ [OOIJai.
22 3 6 2 3 6 2

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|mi, ni, p| Imä, ng, pj [[ms, Ua, p| [[mi, ih, p3 [ma, Us, p] [[ms, Us, p3

|mi+ },ni+ i
p3 |[m2+ in2 + |,p3 Jms -f f, Us + i Pl

|mx-f|,ni+i,pl |m2-f-in2+ i,p3 [[ms+ f, n. -f |, pj.

Die Drehspiegelebenen sind die Horizontalebenen durch die Sym-

metriezentren.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Die den Symmetriezentren

I.) und II.) entsprechenden Punkte liegen auf trigonalen Drehungsachsen.

Die ZähHgkeit ist jeweilen ^2, die Symmetriebedingung lautet Cai.

Die Gitter sind von der Form des Elementarijarallelepipeds mit zentrierter

Basis (trigonale gleichseitige Säulen).

Die Symmetriezentren HI.) und IV.) entsprechen sechszähligen

Punktlagen. Die einzige Bedingung ist = d.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den tri-

gonalen Drehungsachsen an. Gleichwertig sind beispielsweise

loopi iHpI Eoopi iHpI oder.|f op| [[HpI mopi IIIpI.

Zähligkeit = 4. Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind 12 zählig.

Raumgruppe ßsi"

Da neben Si und ßi noch ßs* eine Untergruppe ist, hat das pri-

mitive Tripel der Translationen rhomboedrische Gestalt. Als Elementar-

parallelepiped betrachten wir das primitive Rhomboeder mit a = b = c;

« = /? = 7. Ein auf der trigonalen Drehungsachse liegendes Symmetrie-

zentrum wird Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

L) a, 0, 0; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«; cos«, cos«, 1.

II.) 0, a, 0; 1, cos «, cos a; cos a, 1, cos a; cos «, cos a, 1.

m.) 0, 0, a; 1, cos a, cos «; cos a, 1, cos a; cos «, cos «, 1.

rV.) 0, 0, 0; cos «, cos «,1; 1, cos «, cos a; cos a, 1, cos «.

V.) 0, 0, 0; 1, cos «, cos «; cos «, 1, cos a; cos «, cos «, 1.

Symmetriezentren: I. = |[0 0]], ferner IL = |[|-f|j].

III. = 1110 03 Eofoi Eooii- IV. -Eiioi iloii loHl.

Trigonale Drehungsachsen: [lll]*'".

1

2

2 j.

Trigonale Schraubenachsen: [llljäa [mjas.

Die Drehspiegelebenen sind Ebenen der Symmetriezentren senk-

recht zu [111]»<>.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, p3 Ip, m, n] |[n, p, m] [m, n, pl [p, m, n| [[n, p, m|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: |0 0]] und Kflil bilden

jedes für sich Gitter von der Form des primitiven Rhomboeders. Die

Zähligkeit ist somit = 1, die Symmetriebedingung = Csi.

Die Symmetriezentren HI und IV bilden Gitter von Rhomboedern

2 R. Die Zähligkeit ist für jede Punktlage drei, die Symmetriebedingung

lautet Ci.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie stellen sich bei

beliebigen m ein, wenn m = n = p ist. Bei Zweizähligkeit ist die

Symmetriebedingung = C3.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden sechszählig.

Die Darstellung mittels eines orthohexagonalen Elementarparallelepipeds

läßt sich nach den früheren Erörterungen leicht bewerkstelligen. Die

Symmetriezentren III und IV erhalten bereits relativ komplizierte Symbole.
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@3v. Hemimorph-hemiedrische Klasse der rhomboedrischen Abteilung

(Ditrigona! pyramidale Klasse)

Den Raunigruppen ©sv^— ©sv* ist eine hexagonale Translations-

gruppe eigen, so daß man sie zweckmäßig auf ein orthohexagonales

Elementarparallelepiped beziehen kann. Den Koordinatenanfangspunkt

legt man in eine trigonale Achse. Die drei ersten Decktransformations-

bedingungen lauten:

I.)
|, l,

0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. II.)
|, | 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

IIL) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Der Größe nach ist a = bVs.

Raumgruppe ßsv^ (Fig. 110)

Sie enthält die Untergruppen (Si, SsS ^s^ ßs^ Ss^. Jede Spiegel-

ebene enthält alle drei Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) siehe oben.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ?, J, 0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

^Trigonale Drehungsachsen:

[001],, [OOlJii. [001]|, [001]ix. [001]i, [010]5i.

Spiegelebenen: (OlO)o (OlO)i; ferner (310)o und (310)o.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 Gleitkomp. -—

;

4 4 2

(310)i Gleitkomp.
|

der Größe nach -J,

(3 1 0) 1 Gleitkomp. j Richtung durch die Ebenenspur gegeben.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

l[mi, m, p| [[ms, na, p| [[ms, ns, pl [[mi, ni, p| [[mg, n^, pl [[ms, n^, pl

|[mi -|-
i, ni + i,

p| [[mg+ l, na-i-l, p1 [[ms+ f, Us + f, pl

[[nit + |,ni+ |,p| |m2+ i,F.+ i,pl [[ms+ i, ^+ |, p].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Jede trigonale Drehungs-

achse ist Schnittlinie dreier Symmetrieebenen. Es gehören zusammen:

|0 Pl und
[[| I Pl, ferner ||.0 pl und |i ^ pl, ferner |i pl und || | p|.

Die Zähligkeit ist jeweilen 2, die Symmetriebedingung = Cav Die ent-

stehenden Gitter sind von der Form des basiszentrierten Elementar-

parallelepipeds (trigonale Säulen).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie gehören den

Spiegelebenen allein an. Gleichwertig sind z. B. [[m, 0, pl [[f
m, f m, pl

|>, fm, Pl |m+ |, I, Pl |>+ i, |m+ i,
pl |im-[-i |m+ |, pl. Auf
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einer Spiegelebene (310) liegen Punkte, deren m und n in einer Be-

ziehung n := r— 3m stehen , wo r irgend eine positive oder negative

ganze Zahl (einschließlich Null) ist. Auf (3 10) -Spiegelebenen befinden

sich Punkte mit der Beziehung n = r-|-3m. So gehören zum Punkt:

fm, 3m, p| die Punkte |m, 3m, p| pm, 0, p3 Im+ f, 3m+ |, p]

im+ l, ^-3m, p3 |i-2m,|,p|.

Zähligkeit jeweilen ^ 6. S^'mmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheiisgraden 12 zählig.

h
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Fig. 111. Gav' Symmetrieebenen

und trigonale Achsen senkrecht auf (001) und trigonale Achsen senkrecht auf (001)

der orthohexagonalen Darstellung. der orthohexagonalen Darstellung.

Raumgruppe (Ssv" (Siehe Fig. 111)

Sie enthält ebenfalls die Untergruppen Si, GsS ßs' ^% Ss^ Von

den ursprünglich drei Arten trigonaler Drehungsachsen liegt aber nur

eine in den Spiegelebenen, die beiden anderen Alten werden durch die

Spiegelung vertauscht. Hinsichtlich der Achsenlage ist im folgenden das

orthohexagonale Elementarparallelepiped gleich angenommen wie bisher.

Die Spiegelebene verläuft dann nicht wde üblich von vorn nach hinten,

sondern von links nach rechts. Diesem Umstand ist in angewandten

Fällen besondere Beachtung zu schenken.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 232.

V¥W.) 0,0,0; I, Y,0; -Y^ 1.0; 0,0,1. V.) 0,0, O; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Trigonale Drehungsachsen:

[001],„ [OOlJii. Ferner [001]2„ [001]i„ [001]ii [001]5i.
22 3 3 62 62

Spiegelebenen: (100)^. (lOO)i. (110)^ sowie (iro)^.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (lOO)^^ Gleitkomp. —-;
4 4 2

(1 1 0)i und (1 10)1 der Größe nach Gleitkomponente — , die Richtung22 ^

ist durch die Ebenenspur gegeben, l^+ x) ^^^"

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|[mi, ni, p| Imo, na, pl [nis, Ug, p| |[mi, Ui, p] |[m2, na, p| Ums, n.,, p3

|[mi+i ni+|, pl |m^2-|-i n2+ |, p| [ms+ 1, Us + ^, pl

|mx+|,ni + i,p| [[m2+|,n2-h|,pl K+i n^+i pl-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Die trigonalen Drehungs-

achsen [OOlJoo und [001]|-i- sind Schnittlinien von Spiegelebenen. Punkte

darauf sind daher zweizählig, mit der Symmetriebedingung =: Csv Auf

den übrigen Drehungsachsen ist die Zähligkeit einer Punktlage, bei der

einfachen Symmetriebedingung = C3, vier.

N Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie gehören den

Spiegelebenen an. Auf Spiegelebenen (110) gelegene Punkte müssen

der Bedingung genügen m + n^i") wor = oder = irgend einer ganzen

positiven oder negativen Zahl ist. Auf Spiegelebenen (llo) liegen Punkte

mit m— n = r. Ein vollständiger Komplex lautet zum Beispiel:

|[0,n,p| [[in,-|n,pl |-in, -in,pl If, n+ |, pl

Ki+ in, |-|n,pl [[i_in,|-|n,pl.

Zähligkeit jeweilen = 6. Symmetriebedingung = Cs-

. Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 12zählig.

Raumgruppe Ssv^

Sie enthält die Untergruppen ßi, ßsS ßs* ßs* Ss^. Alle Symmetrie-

ebenen sind Gleitspiegelebenen. Diejenigen mit der Gleitkomponente ~—

gehen durch alle drei trigonalen Drehungsachsenarten. Der Koordinaten-

anfangspunkt hat beliebige Lage auf einer Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 232.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ?, J, 0^ 0,0,1. V.) 0, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Trigonale Drehungsachsen wie ßsv^

Gleitspiegelebenen mit der Gleitkomp. | : (010)^, (OlO)i; (310)^, (310)o.
a 2

Ferner sind Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3, (310)_i (310)i.44 22
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Kmi, ni, pl |[m2, ng, p]] [[ms, n«, p| |mi, ni, p+|l pn,, m, p+^3 [ms, üs, p+|3
|mi + -1, m + i

Pl im.+ 1, n2 H-
i

p| [ms+ f, na_+ i pl

H + i n,+|,p+ |3 m2+ i,n2+ |,P+ |l 11^3+ i ns+ f, p+ H-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Es sind das Punkte

der allgemeinen Symbole |0 p| |[-| ^ p] oder
|[f p]

[[i
| p| oder ||- p]

IIIpI- So gehören zu lO, 0, pj: |ii p] 10, 0,p+ i3 EiiP+ ll-

Die Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung = C3. Die Punkte bilden

Gitter von der Form des basiszentrierten Elementarpallelepipeds mit

zentrierten Kanten [001] und mit Innenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 12zählig.

Raumgruppe ßsv^

Diese Raumgruppe schließt sich an ßsv^ an. Bei gleicher Art der

Untergruppen wie ©sv^, besitzt sie die Sj^mmetrieebenenverteilung wie ©sv^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 232.

IV.) 0,0,0; I, ¥,0; ¥,1,0; 0,0, 1. V.) 0, 0, |; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Symmetrieelemente: Trigonale Drehungsachsen wie (Ssv*-

Gleitspiegelebenen: (100)„ (lOO)i (110)^ (llO)^ einerseits,

(10 0)1 (10 0)1 (11 0)1 (llo)i anderseits.
4 4 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,,ni,p3 Erna, na, p1 [[m3,n3,p3 ([mi,ni,p+ |3 |lm.2,n2,p+ il [[ms, Us, p-hfl

[[m, + i, ni+ 1, p3Jm2+ f, n.+ h Pl Kjf i, n^+ f, pj

([m,+ |, n,+ |, p+ ll ima+ l, n^+ i p+ |3 [ms+ i Us+ f, p^-|3.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Nur diejenigen auf

den trigonalen Achsen [001] 00 bezw. [001]i-i bilden ein Gitter der vor-

hin beschriebenen Art. Die Zusammengehörigkeit der Punktlagen auf

den übrigen trigonalen Drehungsachsen stellt sich folgendermaßen dar.

Ih 0, Pl Ih 0, p+ il II, I, Pl 11, 1, p + il- Die Zähhgkeit ist in beiden

Fällen 4. Die Symmetriebedingung lautet = C3.

Alle übrigen Punktlagen sind, ohne Symmetriebedingung, mit drei

Freiheitsgraden 12zählig.

Die Raumgruppen ©sv^ und ©sv*' lassen sich auf ein rhomboedrisches,

primitives Elementarparallelepiped beziehen.

a = b = c; a = ß = j. a, a, a = primitives Tripel.
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Die vier ersten Decktransformationsbedingungen sind gemeinsam:

L) a, 0, ; 1, cos a, cos « ; cos a, 1, cos a ; cos a, cos a, 1.

n.) 0, a, 0; 1, cos «, cos «: cos a, 1, cos a; cos «, cos a, 1.

III.) 0, 0, a; 1, cos a, cos a; cos a, 1, cos a; cos a, cos a, 1.

IV.) 0, 0, 0; cos a, cos a, 1; 1, cos a, cos «; cos a, 1, cos a.

Raumgruppe ßsv'

Sie enthält die Untergruppen: Si, ®3*, 6s^ 6s^ ßs^. Der Koordinaten-

anfangspunkt hat beliebige Lage auf einer trigonalen Drehungsachse.

Die V. Decktransformationsbedingung lautet:

0, 0, 0; cos a, 1, cos a; 1, cos a, cos «; cos «, cos «, 1.

Trigonale Drehungsachse: [111]*^°.'

Trigonale Schraubenachsen: [llljss [lil]33.

Spiegelebenen: (lio)o (lOl)o (Oll)o.

Gleitspiegelebenen:

(llO)i (lOl)i (011)1 (Gleitkomponente 1^ + ^ usw.).

Zusammengehörige Koordinaten werte:

^ |m, n, p3 Ip, m, n] |n, p, m] |n, m, p] |[m, p, n] [[p, n, m].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Beliebige Punkte

[[m, n, p| mit m = n = p liegen auf der Schnittlinie dreier Spiegel-

ebenen, die zugleich trigonale Drehungsachse ist. Zähligkeit = 1.

Symmetriebedingung = Csv Die Punkte bilden Gitter von der Form
des primitiven Rhomboeders.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sind zwei der 3 Ko-

ordinatenwerte eines Punktes einander gleich, so liegt der Punkt auf

einer Spiegelebene und besitzt nur die Zähligkeit 3.

Alle übrigen Punktlagen sind sechszählig und besitzen drei
Freiheitsgrade.

Raumgruppe Ssv^

Ihr- gehören die Untergruppen ßi, (Es'*, ßs* ßs'* Ss* an. Bei gleicher

Nullpunktswahl lautet die V. Decktransformationsbedingung:

V.) -, -, -; cos«, 1, cos«; 1, cos«, cos«; cos«, cos«, 1.

Trigonale Drehungsachse: [111]°°.

Trigonale Schraubenachsen: [111]23 [illjss.

Gleitspiegelebenen: (llO)o (lOlJo (Oll)o Gleitkomp. ^+ ^+ ^,
2 A Ji

(110)1 Gleitkomp. |^, (10 1)^ Gleitkomp. ^, (Oll)i Gleitkomp. ^.
- 2 2 2 2 *
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Em, n,pl |p, m, nl |n, p, ml [[n+ |, m+ |, p+ ^J [[m+ i-,
p+ ^, n+ IJ

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Zu [[m, m, m| gehört

|m+ |, m-|-|, m+ f]].
Die Zähligkeit ist zwei, die Symmetriebedingung

= C3. Die gebildeten Gitter sind von der Form des Elementarrhomboeders

mit Innenzentrierung.

A lle übrigenPunktlagen sind mit drei Freiheitsgrad en sechszählig.

5D3. Enantiomorph-hemiedrische Klasse der rhomboedrischen Abteilung

(Trigonal trapezoedrische Klasse)

Für die Raumgruppen ©3 — ®6 ist das primitive Tripel der Trans-

lationen von hexagonalem Habitus. Zur Darstellung ist daher ein ortho-

hexagonales Elementarparallelepiped gewählt mit a =• byä. «, ^, 7 = 90*^.

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten:

I.)
|, ^, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, ^, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0: 0, 0, 1.

ni.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Raumgruppe ^3^

Ihr gehören die Untergruppen ßi, ßsS ©2^ ©2^ ßo^ an. Eine di-

gonale Drehungsachse verbindet alle drei verschiedenartigen trigonalen

Drehungsachsen.

Zusätzliche einfachste Decktransformationsbedingungen bei

Wahl des Koordinatenanfangspunktes im Schnittpunkt der digonalen und

trigonalen Drehungsachsen

:

IV.) 0,0,0; f, ¥, 0; ¥,1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Lage der digonalen Drehungsachsen stimmt nicht mit der

überein, die man gewöhnlich den diesbezüglichen Kristallen zuerteilt.

Eine Drehungsachse verläuft von vorn nach hinten, statt wie üblich

von links nach rechts. Würde man das Elementarparallelepiped um 90 "^

drehen, so würde die Aufstellung richtig. In angewandten Fällen

ist darauf zu achten, die abweichende Stellung ist hier beibehalten

worden, um den Gegensatz zu der folgenden Raumgruppe unverfälscht

zum Ausdruck zu bringen.

Trigonale Drehungsachsen:

[001],j001]ii. [001]|„ [001]ii. [OOlJi, [OOlJöi.

Digonale Drehungsachsen:

[100]"' [100]^'^; [100]"2 [100]H. [130]"" [130]T [130]"'^ [130]"i
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.

Digonale Schraubenachsen:

[100]4° [100p°; [100]H [lOOjti. [130p° [130p'; [130]H [i3"o]H

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|mi, ni, p| [[ms, ns, p] [[nis, n,,, pl |mi, Ui, pj fma, na, pl [[mg, na, pl

[[mi+ i ni + |, p]] |m2+ |, n2+ |, p1 [[ms+l, Us+ i, pl

[[nii+l, m+l, p1 [[ms-f-l, na-l-^, p1 Ems +|-, n« +1, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

lOOOl mit |i|Ol, ferner [[0 |1 mit IfHl ferner || 0| mit |H 0],

ferner [[§ 11 mit || } fl, ferner |f 0] mit |f j 0], ferner [[i 11 mit || 1 11.

Es sind das sechserlei jeweilen zweizählige Punktlagen mit der

Symmetriebedingung = Ds. Sie bilden Gitter von der Form des basis-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Drehungsachsen ist der geometrische Ort für vierzählige Punkte. Bei-

spielsweise gehören zusammen: |j, 0, p]] ||, |, p] [[1, 0, p]] [[|, i, pl- Die

Symmetriebedingung heißt: = Ca.

Auf den digonalen Drehungsachsen liegen sechszählige Punkte.

So giehören beispielsweise zusammen: [[m, 0, 0| [[— ^m, — fm, 03

|-§m,+fm,03 |m+ i,|, 03
[[i->, i_|m, 03 [[i-im, |-f fm, 03.

Die Bedingung, daß ein Punkt auf einer digonalen Drehungsachse

[130]°'' oder [130]''° liegt, lautet: m ± ^n = r; p = oder ^ r ist

wieder irgend eine positive oder negative ganze Zahl einschließlich Null.

Die diesbezüglichen sechszähligen Punktlagen besitzen die Symmetrie Ca.

Weitere Symmetriebedingungen sind nicht vorhanden ; alle übrigen Punkte

sind mit drei Freiheitsgraden 12zählig.

Raumgruppe ©3^

Sie besitzt die gleichen Untergruppen wie ©sS auf den digonalen

Drehungsachsen liegt aber nur eine Art der trigonalen Achsen. Die

Aufstellung des orthohexagonalen Elementarparallelepipeds entspricht

den üblichen kristallographischen Festsetzungen. Der Nullpunkt wird

gleich gewählt wie in SDs^

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) siehe Seite 237.

IV.) 0,0,0; i, ¥, 0; %l,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Trigonale Drehungsachsen gleich wie in J)-i\ nur zum Teil

zusammengehörig.

Digonale Drehungsachsen:

°°[010] ^[010]: °t[010] i2[010]. [110]°° [110]°°; [110]°t [110]°i



Raumgruppen T'j^ — ©3' 239

Dig-onale Schraubenachsen:

^'[010] ^'[010]; H[010] H[010]. [110]2"[110F''; [1 10]H [ilojii.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|mi, ni, p| |[m2, na, p] [[mg, na, pl |mi, ni, pj [[ms, na, p| |m3, ns, pj

[[mi+ |, ni+l, p| [[ma-f-i, n2+ |,p3 [[ms+l, na+ l, p]

[[mi + i, ni+|, p| [[ma+inä+ ipl [[ms +|, ns+ f, pl-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Es gibt nurmehr zweierlei

derartige Punktlagen, nämlich |0 0] ||| 0| einerseits, |0 j]] [[||-|3

anderseits. Die Zähligkeit ist 2, die S3^mmetriebedingung lautet D3, Es
entstehen Gitter von der Form des basiszentrierten Elementarparallel-

epipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie liegen zunächst

auf den trigonalen Drehungsachsen. Nach den Zusammengehörigkeiten

kann man zwei Typen erkennen: Zu [[0, 0, p| gehören beispielsweise

Ihhvl 10,0, p3 Ihhih zu [[|,0,p3 gehören ||, 0, pl |f,|,p3
[[i

|,p3.

Die Zähhgkeit ist, gemäß der Symmetriebedingung C3, vier.

Weitere Punkte mit einem Freiheitsgrad befinden sich auf den

digonalen Drehungsachsen. So sind sich beispielsweise gleichwertig:

|0, n, 03 ||n, -in, 03 |-|n, -^n, 0] [[f, n+ f, 0] |i+|n, |-|n, 0}

Ei-in,|-|n,03.
Auf digonalen Drehungsachsen der Scharen [110]*^ [HO] liegen

Punkte mit der Beziehung m + n = r, wo r irgend eine + ganze Zahl

(einschließlich Null) ist. p muß 0, oder | sein. Alle derartigen Punkte

besitzen die Zähligkeit 6 und die Symmetriebedingung C2.

Im übrigen sind die Punkte allgemeinster Lage 12zählig.

Raumgruppe ®3^

Ihr gehören die Untergruppen: 61, Ss^, ©2^ ©2^ ©2^ an. Stellung

analog wie in ©s^ Die trigonalen Achsen sind Schraubenachsen von

gleichem Windungssinn, jede digonale Drehungsachse geht durch alle

drei Arten trigonaler Schraubenachsen. Der Koordinatenanfangspunkt

wird zweckmäßig in einer digonalen Drehungsachse im Schnittpunkt mit

einer trigonalen Schraubenachse angenommen. (Man nimmt diejenige

Drehungsachse, die einer Koordinatenachse parallel geht.)

Einfachste Decktransform atiojisbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 237.

IV.) 0,0, |; J,¥.0; ¥,i,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Trigonale Schraubenachsen:

[001]„„ [001]ii; [OOlJi, [OOlJäi; [OOl^« [OOlJu.
22 3 62 3 62
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Digonale Drehungsachsen: [100]'" [100p *"

;
[100]"2 [loojsi

[130]"^ und [130]"i [130]"I und [130]"i

Digonale Schraubenachsen:

[10 0]4'*[100]*^ [100]4^ [lOOpi [130]2 3; [I30pl. [130]H; [isojie.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Emi,ni,pHm2,n2,p+iMm3,n3,p+ fl |Imi,ni,p| [[ni2,n2,p+|| [[ni3,n3,p+ iJ

|mi+|, n, +|,p1 |Im2+ ¥»n2-hi, p+ il |m3+|, n3 + |, p+ f]

Emi4-inx + i,pl |m2+ i,n2+ i,p+ !l Ims+ i, n3+ i, p+ ü-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

Sie sind den digonalen Drehungsachsen zugehörig, [[m, 0, 0| sind

I[->,-|m,p+ il |[->,fm,p+ fl Em+ i 1,01 [i-im, |-|m, p+ ||

||— Im, |+ |m, p+ ll beigeordnet.

Zu [[m, 0, 11 gehören Punkte in | und | Höhe. Die Zähligkeit

jeglicher derartigen Punktlagen ist 6, die Symmetriebedingung = Ca.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 12 zählig.

Raumgruppe ®3^

^ Sie besitzt die gleichen Untergruppen wie 2)3^. Die eine digonale

Drehungsachse verläuft diesmal richtig von links nach rechts.

Einfachste Decktranformationsbedingungeu. (Gleiche Null-

punktswahl wie bei 2)3^.)

I.)—III.) siehe Seite 237.

IV.) 0,0, |; 1, ¥, 0; ?, f, 0; 0,0,1. V.) 0,0,0; f, 0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Trigonale Schraubenachsen:

[OOlJoo [001]ii. Ferner [001]i„ [001]^^ [OOlJsi [OOlJii.

Digonale Drehungsachsen:

[010]"" [010]^"; ^"[010] 2^10]; [110]°3; [110]°i [110]"t; [110]"^;

sowie die entsprechenden Schraubenachsen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

I[mi,n,,pl |ni2,n2,p+ il |m3,n3,pH-fl |nri,ni,pl [[m2,n2,p+f| |m3,n3,p+ |l

|m,+i m-fiPl |m2+ i n2+ |,p+ il |m3+ |, Us+ i p+ fl

|mi + |, m+ ipl [[m2+|,n2-hi,p+ |l Ems+i ns+ i, p+ ü-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sechszählig sind die

Punkte auf den digonalen Drehungsachsen. Es gehören zu |0, n, Ol

beispielsweise: Hin, — jn, |1 [[-|n, -|n, |1 ||, 1, Oj ||+|n, |— jn, ^
l\— |n, i— In, II. Die Symmetriebedingung ist C2.

Alle übrigen Punkte sind 12zählig (drei Freiheitsgrade).
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Raumgruppen ^3^ und ^3^

Ihre Untergruppen sind 61, 63^ ©2^ ©2^ ßs^. Sie sind analog gebaut

wie 3)3^ und 5)3^, lediglich der Windungssinn der trigonalen Schrauben-

achsen ist entgegengesetzt. Infolgedessen vertauschen | und f ihren

Platz, sowohl in den Koordinatenwerten als auch in den Kennziffern

der digonalen Drehungsachsen. Die vierte Decktransformationsbedingung
2c

besitzt als Translationsgröße — . Die Ableitungen über die Zähligkeiten

der : Punktlagen bleiben mutatis mutandis bestehen.

I

Raumgruppe ©s^

Da sie die Untergruppen ©1, ßs"^, ©2^ ©2^ ©2' enthält, besitzt ein

primitives Tripel rhomboedrischen Habitus. a = b = c (a, a, a)

^ = ß = y {a, a, a). Das primitive Rhomboeder ist Elementar-

parallelepiped. Der Nullpunkt ist zugleich Schnittpunkt der trigonalen

Drehungsachse mit drei digonalen Drehungsachsen.

Die einfachsten Decktransformationsbedingungen lauten:

I.) a, 0, 0; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«; cos«, cos«, 1.

IL) 0, a, 0; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«; cos«, cos«, 1.

lU.) 0, 0, a; 1, cos «, cos «; cos «, 1, cos «; cos «, cos «, 1.

IV.) 0,0,0; cos«, cos«, 1; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«.

V.) 0,0,0; cos«, r, cos«; 1, cos«, cos«; cos«, cos«, 1.

Trigonale Drehungsachse: [111]T
i 1 2.1

Trigonale Schraubenachsen: [lllj^s; [mjss.

Digonale Drehungsachsen:

[110]"'; [110]"^ [101]°°; [101]^°. °°[011]; 2*^[011].

Digonale Schraubenachsen:

[ll0]i"; [110]ii [101]°2; [101]i2. "i[011]; ^^[oil].

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p| |p, m, n] |n, p, mj [[n m pl [[m p n| |[p n m]].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. |0 0| und H ^ || sind jede

für sich einzählig. Die Symmetriebedingung lautet = D3. Die Identitäts-

scharen bilden Gitter von der Form des primitiven Rhomboeders.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle Punkte mit

m = n = p liegen auf der trigonalen Drehungsachse und sind zweizählig.

DreizähHg sind Punktlagen auf den digonalen Drehungsachsen. Während-

dem der eine Koordinatenwert + 0, 1, 2, . . . oder + |, 4, . . . ist, muß
Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 16
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die Summe der beiden anderen eine ± ganze Zahl, einscMießlicli Null,,

sein. Symmetriebedingung = Cs. Die übrigen Punktlagen besitzen

drei Freiheitsgrade und sind sechszählig.

®3d. Holoedrische Klasse der rhoraboedrischen Abteilung

(Ditrigonal skalenoedrische Klasse)

Die Raumgruppen 2)3d^— ^3/ mit hexagonaler Translationsgruppe

werden auf ein orthohexagonales Elementarparallelepiped bezogen. Das

primitive Tripel ist dann ^-\-^, ^. ^, c wobei a = by 3 ist.

(a, /9, 7 = 90«.)

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten

für 2)3d' — ®3d*:

I-) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. n.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Raumgrjappe ®3d^ (Siehe Fig. 112)

^Ihre Untergruppen sind: (5i, ßi, ßsS ^.' 6s' 6s^ 62^ 62^ ^t\ Sie

bilden miteinander ©siS S3V*, ^3'. Charakteristisch sind (Ssv^ und %%^,

Es ist zu beachten, daß die Aufstellung des Elementarparallelepipeds gegen-

über der üblichen kristallographischen Achsenwahl uiii 90 " gedreht ist.

Die IV., V. und VI. Decktransformationsbedingungen lauten:

IV.) 0, 0, 0; J, ^, 0; ¥, }, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: I. |0 0| |H Ol- — H. |[0 || l\\\\
ni. niooi loioi iHoi EH03 lifoi iHo|.
IV. lioii |[o|ii IHII llfll IHil l!HI.

Trigonale Drehungsachsen (zwei davon zugleich hexagonale

Drehspiegelachsen)

:

[001],, [OOljii; [001]|, [001]i, [OOlJii [001J51.

Spiegelebenen: (10-0), (lOO)i (HO), (llO)«.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (llO)i (110)1.
4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen:

[100]"" [100]2' [130]°" [130]""; [100]"2 [100]H [130]"^ [130]"i

Digonale Schraubenachsen:

[100]*' [100]*" [130]^" [130]2"; [lOO]^ [100]H [130]H [ISOj^i.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m,i ni, p3 |m2, n-i, pj [ms, na, pj [[mi, ni, p] |[m2, na, Im, n-s, p3

Umi, ni, p1 |[m2, na, p] [[ms, n.,, p] |[m,, n,, p| [[mg, n^, p| [[ms, ng, p]]

[[mi + |, ni+ |, p]] [[m2+ |, n2+ |,

|m, + |,ni-|-i,pl Ims+ ins + i,

|m.,-h|, ni+|,p3 [[nia+ l, n2+ |,

|flii+in: + |,p3 [[m2+ |,n2+ i,

K+ i, ns+ l, p3

Hrns+ I, n3+ i,p|

Ims+ I, n3+ |,p3

Üms + I, ns+ l, p3.

^-^r

Fig. 112. ^3d^. Ebene (OOl)o bei orthohexagonaler Darstellung.

Die darauf senkrecht stehenden trigonalen Achsen und Symmetrieebenen, sowie

die in der Ebene liegenden digonalen Achsen und Symmetriezentren.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

L von Symmetriezentren
|
Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetrie-

n. von Symmetriezentren ) bedingung = Dsd-

Die beiden Punktlagen bilden Gitter von der Form des basis-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

ni. von Symmetriezentren
|

Zähligkeit jeweilen = 6. Symmetrie-

IV. von Symmetriezentren ) bedingung = C2h.

16*
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Vierzählig sind die Punkte |[|- 0} mit |[| OJ [[|| 0} |[| f 0|, ferner

II II mit II m El I II II

1

1|. Die Symmetriebedingung lautet D3.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Punkte [[0 0p|, be-

ziehungsweise Kl I p|, sind vierzählig. Die Symmetriebedingung

heißt Csv.

Auf den übrigen trigonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit 8

vorhanden. So gehören zu [[|0p3 || p] [[f |pl |[| | pl BOpl If p]

El i Pl El 2 p1- I^i^ Symmetriebedingung wird zu C3. Zwölfzählige Punkt-

lagen befinden sich auf den digonalen Drehungsachsen (C2). (Näheres

siehe Raumgruppe ^sK)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Die Spiegelebenen

stellen den geometrischen Ort derartiger Punktlagen dar. Zähligkeit

= 12. Symmetriebedingung = Cs.

Die allgemeinste Lage ist 24 zählig.

Raumgruppe ®3d-

Die Untergruppen sind: ßi, ©i, (ls\ 6«" ©s" ©s*, ©2' ^2' e2^ ferner

ßsi*; Ssv*, ®3^ Charakteristisch sind: ©sv* und ^3^ Wiederum ist das

orthohexagonale Elementarparallelepiped gegenüber der üblich kristallo-

graphischen Aufstellung um 90*^ gedreht.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 242.

IV.) 0, 0, 0; I, ?f , 0; ^, |, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Der Koordinatenanfangspunkt liegt im Schnittpunkt dreier digonaler

Drehungsachsen mit einer trigonalen Drehungsachse, die zugleich Schnitt-

linie dreier Gleitspiegelebenen ist.

Symmetriezentren: L [[0 |H| | |H0 H lii 11-

11. lioii loHi iiHl ÜUl ÜUI ÜUl liofi I0H3
lUB BUl ÜUI BHl

Trigonale Drehungsachsen:

[001],„ [001]j.i; [OOlJio [OOlji, [OOljii [OOlJsi.
22 3 3 62 62

Gleitspiegelebenen:

(100), (loo)i (HO), (ilo),. (loo)i (010)3 (llO)i (llo)i.
2 4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen und Schraubenachsen wie in ®3ci\

nur jeweilen ganz zusammengehörig.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[mi,ni,p| |m2,no,p]l [[ms.ns.pl |mi,ni,p+i| |m2,n2,p+|l [[m3,n3,p+|l

[[m,,ni,p| |m2,n2, p1 |m3, n3,p3 |rai,ni,p+|| |E2,nä,p+ || [Im3,n3,p+ |l

|mi + 1, ni + i pl _|m2 + 1 n, -f f, p| |[m3 + 1, n3 + f , pl

|mi+ |, ni+^, p+m Im.-f-i, na-ff, p4-|3 |[m3+ i, ns + |, p+ |l

Imi + i, nx+ 1, Pl Jm2+ i, n^+ 1, pj |m3+ i, ns + i pl_

|m:+|,n:+|, p+ il [[m2 + 1, n2 +|, f+ U ^nis + }, ns+ f ,
p -f jl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. lOOOl IHOl |0 0|| 11 Hl- Zähligkeit= 4. Symmetriebedingung= D3.

Gitter von der Form des basiszentrierten Elementarparallelepipeds

mit halb so großen c werden gebildet.

2. II Ol 11 il Hf iOHH II. ZähHgkeit= 4. Symmetriebedingung= Da.

3- ii IHI Olli I II EH Ol- ZähHgkeit= 4. Symmetriebedingung= Dg.

4. = I von Symmetriezentren. Zähligkeit =: 4. Symmetriebedingung= C3i.

5. = II von Symmetriezentren. Zähligkeit= 12. Symmetriebedingung= d.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Achtzählige Punkte

gehören den trigonalen Drehungsachsen an. Zweierlei Arten sind zu

unterscheiden. Symmetriebedingung = C3. Zwölfzählige Punkte liegen

auf den digonalen Drehungsachsen.

AUe übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 24 zählig.

Die Raumgruppen ®3d^ und ®3d* besitzen die konventionelle Lage

der Drehungsachsen und Symmetrieebenen.

Raumgruppe ©sa^

Ihre Untergruppen sind: (Si, ©i, (^s\ 6s' Ss' (ls\ 62' Ss" 62^

Außerdem lassen sich erkennen SsiS SsvS ®3^. Charakteristisch sind

Ssv^ und 5)3^. Der Koordinatenanfangspunkt fällt mit einem auf einer

trigonalen Drehungsachse gelegenen Symnietriezentrum zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 242.

IV.) 0, 0, 0; I,% 0; ^f, |, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, I, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; .0,0,1.

Symmetriezentren: Gleich wie in ®3d^

Trigonale Drehungsachsen. Ebenfalls identisch mit denen

von ®3d^

Spiegelebenen: (010)^ (OlO)i; (310)^ (SlO)«.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 (310)i (310)i.
4 4 2 2
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Digonale Drehungsachsen:

"'[010] ^'^[OIO] [110]"° [110]"°: 4[010] M[oiO] [110]"i [110]"^

Digonale Schraubenachsen:

4"[010] ^"[010] [110]2'' [110]^"; 4l[oiO] 4i[oio] [110]^ [llO]^!.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[mx, ni, p3 [[niä, n^, p] |m3, Ug, pj |mi, Ui, p] fm^, ns, p] |m3, üg, p|

Km,, ni, p3 |mo, n,, p] [[ms, n,, pl [[mi, m, p] Im, na, p| Ems, ns, p]

Knii + I, ni+j, p| |m2+|,n2 + i,
p3 [[ms + i ns + |, pl

[[miH-^,ni+|,p3 Im^ + in^-l-ipl [[ms+ |, ns + f , p|

[[mi + l, ni+|, pj [[ma + l, ns + l, p3 [ms + ^ ns + |, p]

[[nii + I, ni + 1, p| [[niä + 1, n2 + f , p3 fm? +|, Us + |,p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 03 [[|| 03. ZähHgkeit = 2. Symmetriebedingung = Dsd-

2. [[0 13 [[i Hl- Zähligkeit = 2. S5mimetriebedingung = Dsd-

3.
[[i 03 [[0 I 03 li i 03 [[| f 03 e I 03 [[f { 03. ZähUgkeit = 6. Sym-

metriebedingung := C2h.

4. |i 13 |0 1
i3

|i
i 13 El 1 11 EiHHÜ il- Zähligkeit = 6, Sym-

metriebedingung = C2h.

Die Punktlagen 1 und 2 bilden jede für sich Gitter von der

Form des basiszentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle trigonalen

Drehungsachsen sind Schnittlinien dreier Spiegelebenen. Jede ihnen

angehörige Punktlage besitzt die Zähligkeit 4 und die S5anmetrie-

bedingung = Csv

Zwölfzählige Punkte mit einem Freiheitsgrad beherbergen die di-

gonalen Drehungsachsen. (Symmetriebedingung = C2.)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an, besitzen also die Symmetriebedingung Cs und somit

die Zähligkeit 12.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 24zähLig.

Über die Bedingungsgleichungen für Lagen auf Drehungsachsen und

Spiegelebenen beachte man das bei Anlaß der Diskussion der Unter-

gruppen Mitgeteilte.

E,aumgruppe 2)3d^

Ihre Untergruppen sind: ßi, 65, Ü,\ ßs* ßs* 68^ ©2^ 62' e2^ dem

Wesen nach also die gleichen wie in ®3d^. Sie bilden aber diesmal

unter sich die Gruppen: ßsi^ (Ssv^ ^s^ Charakteristisch sind ßsv^ mit 2)3".

Der Schnittpunkt einer trigonalen Drehungsachse mit drei digonalen

Drehungsachsen werde zum Koordinatenanfangspunkt gewählt.
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Einfachste Decktransformationsbedingung'eii:

I.)—III.) siehe Seite 242.

IV.) 0,0,0; i,¥.0; ¥,1,0; 0,0,1. V.) 0, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren (wie in Ssd'): I. [[0 0^1 [[f Hl [[0 11 |Hfl-
II. Eloii |0H1 liHl lüil liUl BHl

UoB Eoifl liill Hill ÜUI ÜUl
Trigonale Drehungsachsen. Sie besitzen gleiche Lage wie in ®3d*.

Oleitspiegelebenen: (OlO)o (OlO)i (310)o (310)i. (Gleitkomponente Ij.

(OlO)i (010)3 (3 10)1 (310)i. (Gleitkomponente schräg zur C- Achse.)
4 4 2 'j

Die digonalen Drehungsachsen und Schraubenachsen haben

:gleiche Lage wie ®3d^ nur sind sie jeweilen ganz zusammengehörig.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Emi,ni,p| |Im2,n2,pl |m3,n3,p| |[mi,ni,p+ |l [[m2,no,p-f |1 |m3,n3,j)+|l

[[nri,ni,p| |m2,n2,pl [[m3,n3,pl |mi,ni, p+H [[m2,n2,p+ |l [[m3,n3,p+||.

Ferner zu jedem dieser 12 Werte |x, y, z| der Wert |x+|-, y+T, z|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. EO Olli I Ol [[0 II II I II. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung

= D3.

2

.

=1 von Symm etriezentren : Zähligkeit= 4. Symmetriebedingung= C3 i.

Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des basis-

zentrierten Elementarparallelepipeds mit halb so großem c.

3. = n. S)'mmetriezentren: Zähligkeit = 12. Symmetriebedingung = Ci.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Ihre Zähligkeit ist auf

den trigonalen Drehungsachsen (C3) 8, auf den digonalen Drehungs-

achsen (C2) 12.

Weiterhin sind nur noch Punktlagen mit drei Freiheitsgraden

und der Zähligkeit 24 vorhanden.

Die Raumgruppen SDsd^ und ©sd** besitzen ein primitives Tripel von

rhomboedrischem Habitus. Die einfachste Darstellung wird daher die-

jenige sein, welche das primitive Rhomboeder zum Elementarparallel-

epiped erhebt. Da aber eine ganze Reihe von Kristallarten diesen

Gruppen angehört und die Koordinatenachsenwahl noch keine einheit-

liche ist, mag es nicht unangebracht sein, hier auch die Darstellung

mittels eines orthohexagonalen Elementarparallelepipeds anhangsweise

zu erläutern.
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Im ersten Falle ist a, a, a das primitive Tripel und
I.) a, 0, 0; 1, cos «, cos «; cos a, 1, cos a; cos a, cos a, 1,

II.) 0, a, 0; 1, cos a, cos «; cos «, 1, cos «; cos «, cos a, 1,

m.) 0, 0, a; 1, cos a, cos «; cos a, 1, cos a: cos a, cos a, 1

sind die drei ersten Decktransformationsbedingungen.

Im zweiten Falle heißt das primitive Tripel: ß + ö + ö5 ~~\ hö^
b A OD ^ o

-+ - ; die drei ersten Decktransformationsbedingungen erlangen dieWerte

:

o o

I-) |^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. K) |,||; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Eaumgruppe Ssd^

Ihre Untergruppen sind: (Si, ©i, ßsS ßs^ ©s' es^ ©2^ 62' ^2\

A. Rhomboedrische Darstellung

Der Koordinatenanfangspunkt ist der Schnittpunkt einer trigonalen

mit 4rei digonalen Drehungsachsen.

Decktransformations bedingungen:

IV.) 0,0,0; cos«, cos«, 1; 1, cos«, cos«; cos«, 1, cos«.

V.) 0, 0, 0; cos a, 1, cos a; 1, cos «, cos «; cos «, cos a, 1.

VI.) 0, 0, 0; cos a, 1, cos «; 1, cos «, cos a; cos «, cos a, 1.

Symmetriezentren: I. |0 0]1; n. |m]];
in. eooi |oio| |oo|i; IV. |i|o| moii EoHI-

Trigonale Drehungsachsen: [lll]"*' zugleich hexagonale Dröh-

spiegelachse.

Trigonale Schraubenachsen: [111]23 [iiijaa.

Spiegelebenen: (llO)o (101)0 (011)o-

Gleitspiegelebenen: (110)_i (lOl)i (Oll)i.
2 2 2

Digonale Drehungsachsen:

[110]°' [101]'° °°[011]; [ll0]°i [101]i° 2 »[011].

Digonale Schraubenachsen:

[110]^° [ioi]""2 °2[oli]; [iio]2i [Toi]i2 l2'[oii].

Zusammengehörige Koordinaten werte:

[[m, n, p1 Hp, m, n] |n, p, m] [[n, m, p] |m, p, n| |[p, n, mj

Hn, m, p3 Im, p, nj §, n, m^ [[m, n, pj |p, m, n| |n, p, m^
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

Si 1 il
I

Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedingung = Dsd.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des primitiven Rhomboeders.

3. II 0] [[0|0]] [[0 0|]]
I

Zähligkeit jeweilen = 3. Symmetrie-

4. EH 03 IJOll |0|i| J bedingung = C,^.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Punkte mit m = n = p (außer den bereits genannten). Sie sind

zweizählig mit der Symmetriebedingung Csv

2. Punkte auf den digonalen Drehungsachsen. (Siehe Untergruppe ©s'.)

Zähligkeit = 6. Symmetriebedingung = Ca.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen an (= Cs). Ihre Zähligkeit ist 6. Im übrigen sind die Punkte

allgemeinster Lage mit drei Freiheitsgraden 12 zählig.

B. Orthohexagonale Darstellung

Da das Elementarparallelepiped sechsfachprimitiv ist, ergibt sich

schon eine ganz beträchtliche Zahl von Symmetrieelementen, die nicht

durch Translationen von der Länge der Parallelepipedkanten auseinander

ableitbar sind.

Symmetrie Zentren:

I. 10001 IH03 11013 IIIH3 Bo|3 UiM-
n. Eooii iHi3 E|of3 EHfl 00^3 UHl
m. i[o|oHiooHiio3 |f |oili|o3 eio3 li o |3 1^ H3 IM 13

II H3 miBmm bhi iäus u^m ehii i^ui l^üs.
IV. |0U3B0i3IHO ÜUIÜUIIUU li o ^i E^^H i3 EÄ !i3

IHB IHH3 fUil Ko|3 IiVitl IÄH3 EHI3 Ihm IhHl
Trigonale Drehungsachsen:

[001] 00 [OOlUi [OOIU, [001]5i [001]2, [OOlJii.
22 3 62 3 6 2

Trigonale Schraubenachsen:

[OOllii [OOllii [001]„2 [OOljii [OOlJöi [001J12
66 33 3 26 66 33

[OOIL 1 [OOllöö [0011,1 [00]]iö [OOlJii [OOljiA-
33 66 3 26 33 66

Spiegelebenen: (OlO)o (OlO)i (310)« (310)o.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 (310)i (310)i.
4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen:

'•"[oio] 2°[oio] ii[oio] ti[oio] ei[oio] 3f[oio].

"^[010] 2i[010] 3 «[010] ö^[010] 6i[010] 3 6[010].

Ferner die entsprechenden digonalen Schraubenachsen:

^'[010] usw.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte: Im ganzen pro ortho-

hexagonales Elementarparallelepiped 72. Zunächst die 24 Werte von 5)3d^,

dann zu jedem Wert |x, y, z| die Werte: |x-|-|, y, z+ iS |x+|, y, z-f-fl-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

I von Symmetriezentren
]

Zähligkeit jeweilen = 6. S3^mmetrie-

n von Symmetriezentren J beding-ung: Dsd-

m von Symmetriezentren
)

Zähligkeit jeweilen = 18. Symmetrie-

IV von Symmetriezentren I bedingung: C2h.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Diejenigen, welche der

Symmetriebedingung Csv entsprechen, sind 12zähhg, diejenigen der Sym-
metriebedingung Ca = 36 zählig.

Auf den Spiegelebenen ist die Zähligkeit pro Elementarparallel-

epiped 3G mit zwei Freiheitsgraden.

Die allgemeinsten Punkte kommen im orthohexagonalen Par-

allelepiped 7 2 mal vor.

Raumgruppe ®«d^

Untergruppen: Si, ßi, ßs*, ßs" ßs" 6sS ©2^ ©2=^ ©2^ Sie bilden:

S3i^ ^3v^ ®3'. Charakteristisch sind Ssv^ mit 2)3 ^ Der Koordinaten-

anfangspunkt liege in einem auf der trigonalen Drehungsachse befind-

lichen Symmetriezentrum

.

A. Rhomboedrische Darstellung

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 248.

IV.) 0, 0, 0; cos a, cos a, 1; 1, cos a, cos «; cos a, 1, cos«.

V.) — , — , ~; cos a, 1, cos a; 1, cos a, cos «; cos a, cos a, 1.

VI.) -—
, — , — ; cos a, 1, cos «; 1, cos a, cos «; cos a, cos a, 1.

i £i a

Symmetriezentren:

I. Eoool KHil. n. E^ooi [[oio| ^oon nHoi foHi |io|i.

Trigonale Achsen wie ®3d\ Schnittpunkte der digonalen Achsen

um |, X, j verschoben.

Gleitspiegelebenen: (llO)o (lOl)o (Oll)o); (llo)i (lOl)i (Oll)i.2,2 2

Zusammengehörige Koordinatenw^erte:

|m, n, p| |p, m, n] |n, p, m|

|n+ i m+ i,p+ il |m-fip+ i,n+41 |p+ i n+ i, m+ ||

.

In+ |,m+ i,p+ || |[m+ i^p+ i,n+ || [[p+ |, n+ i, m+ fl

Um, n, p1 Ip, m, nj |[n, p, m|.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. imi El Ifl- Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Dg.

2. = I. von Symmetriezentren: Zähligkeit= 2. Symmetriebedingung= Cgi.

3. II. von Symmetriezentren: Zähligkeit= 6. Symmetriebedingung= CV

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: 1. Auf den trigonalen

Drehungsachsen bei beliebiger Lage ist die Zähligkeit = 4, entsprechend

der Symmetriebedingung Cs. 2. Auf den digonalen Drehungsachsen be-

finden sich sechszähHge Punktlagen mit der Symmetriebedingung Ca.

Weiterhin gibt es nur noch 12 zählige Punktlagen mit drei Freiheits-

graden.

B. Orthohexagonale Darstellung

Sie schließt sich an die Darstellung der Gruppe ®3d^ direkt an.

Die Symmetriezentren besitzen gleiche Lage. I und II sind zusammen-

gehörig, ni und lY ebenfalls. Die trigonalen Achsen sind dieselben.

Alle Symmetrieebenen sind (xleitspiegelebenen. Parallel ver-

schobene Lage besitzen die digonalen Achsen. 72 Koordinatenwerte.

Die tetragonale Abteilung

Eine tetragonale Achse beliebiger Art hat zur Folge, daß eine

nicht in der Achse liegende Translationsstrecke (Periode) in vier ver-

schiedenen Richtungen (eventuell Richtung und Gegenrichtung) den

gleichen Wert besitzt. (Siehe Seite 118.) Es gibt immer entweder ein

einfachprimitives oder doppeltprimitives Parallelepiped (a, b, c: «, y, ß)

mit a = b und a = / = /? = 90°. Dieses Parallelepiped sei im fol-

genden als elementar betrachtet. Ein piimitives Tripel ist im ersten

Falle ax, a.y, c, im zweiten Falle y + y + y» -^— -^ "h -^^ ^- ^^^

Ursache, warum sich die vier verschiedenen TranslationsgTuppen des

rhombischen Systemes meistens auf zwei reduzieren, ist leicht ersicht-

lich. Auch die Diagonalen der Basisflächen stehen recht\\änklig auf-

einander und halbieren sich bei gleicher Länge gegenseitig. Ist Basis-

zentrierung vorhanden, so bildet somit das primitive Tripel -ttdederum

ein Elementarparallelepiped mit zwei gleichlangen Grundkanten und mit

lauter rechten Winkeln. Es unterscheidet sich nur in der Stellung und

im Verhältnis a : c vom ursprünglichen. Das innenzentrierte Elementar-

parallelepiped wird zum allseitig flächenzentrierten, wenn an Stelle der

Grundkanten die Diagonalen der Basisquadrate zu x- und y-Koordiuaten-

achsen gewählt werden. Hier ändern sich Stellung, Koordinatenverhältnis

a : c und Absorptionsfähigkeit. Kristallographisch können die beiden

Stellungen jeweilen nur in der sphenoidischen Hemiedrie voneinander

unterschieden werden. Vom Standpunkt der reinen Symmetrielehre
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aus genügt daher die Zurückfülirung eines gegebenen Eaumsystemes auf

eine der zwei oben erwähnten Translationsgruppen.

Die vergleichende Kristallstrukturlehre wird in Sonder-

fällen mit Vorteil auch basiszentrierte (doppeltprimitive) und allseitig

flächenzentrierte (vierfachprimitive) Elementarparailelepipede in den Kreis

ihrer Betrachtungen ziehen. Besonders bei pseudokubischem Habitus

wird dies manchmal notwendig werden. Das vom Kristallographen an-

genommene Achsenverhältnis a : c der Grundgestalt wird nur zum Teil

mit dem Verhältnis der primitiven Perioden tibereinstimmen. Auf diese

Beziehungen sei nachdrücklichst aufmerksam gemacht; wenn sie weiter-

hin nur gelegentlich erwähnt werden, so liegt dies im Interesse einer

möglichst kurzen Darstellung. Schwierigkeiten wird es nie gewähren/

eine gegebene Gruppe auf ein neues diesbezügliches Koordinatensystem

zu beziehen.

'Bi. Sphenoidisch-tetartoedrische Klasse der tetragonaien Abteilung

(Tetragonal bisphenoidlsche Klasse) (II. Art)

Es ist die einer tetragonaien Drehspiegelachse isomorphe Achsen-

schar vorhanden.

Raumgruppe @4^ (Siehe Fig. 113)

Sie enthält gleichzeitig ßi und 62^ Der Koordinatenanfangspunkt

liegt auf einer tetragonaien Drehspiegelachse im Schnittpunkt mit der

Drehspiegelebene. Primitives Tripel : a, a, c ; « = ^9 = 7 = 90 °.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) a, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. II.) 0, a, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,

L

Tetragonale Drehspiegelachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen. [001]
; [001]iji.

Digonale Drehungsachsen: [001]^^^ [OOlJ^i.

Die mit den ersteren Achsen verbundenen Drehspiegelebenen sind:

(00 1)0 und (00 1)1.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p3 |n, in, p| [m, n, p3 fa, m, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10001 2. e|0| 3. |00|1 4. OHl
Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedingung = S4.

Die entstehenden Gitter sind von der Form des Elementarparallelepipeds.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie stellen sich bei

beliebiger Lage auf einer Drehspiegelachse oder digonalen Drehungsachse

ein. Zu |0 p| gehört [[OOpl; zu |^ OpJ aber [[Oip]. Die Zähligkeit

ist 2, die Sj^mmetriebedingung = C2. Die Punkte allgemeinster Lage
sind vierzählig. Fig. 113b zeigt an Hand einer Punktlage, daß die

Achse [OOlJii tatsächlich Drehspiegelachse ist.
2 2

.B

n (1^ -^D 0^/

^7^'--^ %
Fig. 113 a. (5/ Ebene (001)o.

Durchstoßpunkte der darauf senkrecht

stellenden Achsen.
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Mit den ersten zwei Drehspiegelachsen stehen die Drehspiegelebenen

(00 1)0 und (001)1 in Verbindung, mit den zweiten Drehspiegelachsen

(0 1)1 und (001)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| |n, m, p] ^m, n, p| [[n, m, pl

|m+i,n+|,p+^Mn+inr+|,f+|l|nr+f,n+i,p+ il|n+im+|,p-f-il.

<i^ # <'^'

«•r % ' ...

">?,

V' .. V'
1

<.-^;A- <0;»"'- - -^/^

o'i

'

0,i •

Fig. 114. <B^' Durchstoßpunkte der Achsen auf (001)o.

Grundquadrat bei innenzentriertem Elementarparallelepiped. Die Zahlen

geben die Höhe der Drehspiegelebenen an.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1- 10 01 UUl^
2. loofi iiioi
3. EoHl l|o|3
4. Iioii |0H1

Diese Punktlagen bilden jede für sich Gitter von der Form des

innenzentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad sind bei beliebiger Lage

auf einer der Drehspiegelachsen gegeben. Symmetriebedingung 1 ()^= C2.

Die Zähligkeit ist 4.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Die Darstellung dieser Raumgruppe mittels eines allseitig flächen-

zentrierten Elementarparallelepipeds ist aus Fig. 115 ersichtlich. Diese

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetrie-

bedingung = S4.
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Figur zeigt die Durchstoßpunkte der Achsen auf einer Fläche (001).

Die den Drehspiegelachsen beigeschriebenen Zahlen zeigen die relativen

Höhen der zugeordneten Drehspiegelebenen an, wobei zu bemerken ist,

daß außerdem noch in den jeweiligen Höhen z -\- ~ derartige Ebenen

auftreten. (Also für | und sind die gleichen Ebenen vorhanden.)

1 ¥ 1 ¥ \

¥-\ ¥ 1 #
Fig. 115. ©^* Durchstoßpunkte der Achsen auf (OOl)o.

Grundquadrat bei allseitig flächenzentriertem Elementarparallelepiped.

Die Zahlen beziehen sich auf den Höhenabstand der zu den Dreh-

spiegelachsen gehörigen Drehspiegelebenen.

(^i. Tetartoedrische Klasse erster Art der tetragonalen Abteilung

(Tetragonal pyramidale Klasse)

Es ist die einer tetragonalen Drehungsachse isomorphe Achsenschar

vorhanden. Für die Raumgruppen 64^— S4* ist a, a, c ein primitives Tripel.

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten dann:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

ni.) 0, 0, c; 1,0,0: 0, 1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe Gi^

Die tetragonalen Achsen sind Drehungsachsen. Implicite sind in

der Raumgruppe Si und 62^ enthalten. Der Koordinatenanfangspunkt

hat beliebige Lage auf einer tetragonalen Drehungsachse.

Die IV.) Decktransformationsbedingung heißt:

0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJo^; [OOljii.
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Digonale Drehungsachsen: [OOlji^, [OOlJoi-

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Km, n, p| [[n, m, p| |m, n, p| [n, m, pj.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Es sind das zunächst:

|0, 0, p3 oder l[||pl mit der Zähligkeit 1 und der Symmetriebedingung

= Ci. Derartige Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds. Weiterhin sind Punkte auf den digonalen Drehungs-

achsen (= Ca) zweizählig. Es gehören || p| und |0 | p| zusammen.

Sie bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit Basis-

flächenzentrierung.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden vier-

zähüg. (Siehe Fig. 116.)

Raumgruppe 6i-

Die tetragonalen Achsen sind rechtsgewundene Schraubenachsen

c
mit der Schraubenkomponente —~. (Untergruppe 62^ neben (5i.)

Die IV. Decktransformationsbedingung ist:

0, 0, ^; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Schraubenachsen: [OOl],,,,; [OOljii.

Digonale Schraubenachsen: [OOl]!^; [001]^,!. (Siehe Fig. 117.)

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|[m, n, p| |n, m, p+ ll [[m, n, p+ H |[n, m, p+ f|.

Alle Punkte sind ohne S3'mmetriebedingung vierzählig. .

Raumgruppe (Si'^

Die tetragonalen Achsen sind als solche Schraubenachsen mit der

Schraubungskomponente — , deshalb sind sie zugleich digonale Drehungs-
i

achsen. (^2^ neben ßi sind implicite vorhanden.

Die IV.) Decktransformationsbedingung lautet:

0, 0,-4^; 0, 1, 0: T, 0, 0; 0, 0, 1.

Symmetrieelemente: (Siehe Fig. 118.)

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [001] 00; [OOljii.

Digonale Drehungsachsen: [OOlJi^ [OOD^i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| |n, m, p+ fl Em, n, pl [[n, m, p + ||.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen, die

'digonale Drehungsachsen sind, ist bei der Symmetriebedingung C2 Zwei-

zähligkeit der Lagen vorhanden. Zu |0, 0, p]) gehört ([0, 0, p-j-|3, zu

I ' '
.

'

I 'I
I

Fig. 116. e^i Durchstoßpunkte

der Achsen auf (001)o.

(A und D = tetragonale Drehungsachsen

:

B und C = digonal Drehungsachsen.)

Fig. 117. G,2 Durchstoßpunkte

der Achsen auf (OODq.

(A und D = rechte tetragonale Schrauben-

achsen; B undjC = digonale Schrauben-

achsen.)

Fig. 118. G^ä Durchstoßpunkte

der Achsen auf (001)o.

(A und D = tetragonale Schraubenachsen

und digonale Drehungsachsen;

B und C = digonale Drehungsachsen.)

Fig. 119. e/ Durchstoßpunkte

der Achsen auf (00r)o.

(A und D = linke tetragonale Schrauben-

achsen; B und C = digonale Schrauben-

achsen.)

li» 0, p3 |0, i, p-i-il- J^ie entstehenden Gitter sind von der Form des

innenzentrierten Elementarparallelepipeds.

Sonst herrscht ohne Sj^mmetriebedingung Vierzähligkeit.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinunms 17
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Raumgruppe S4*

Sie ist analog der Raumgruppe ©4*. Die tetragonalen Schrauben-

achsen besitzen lediglich umgekehrten Windungssinn. (Siehe Fig. 119.)

Den Raumgruppen ©4^ und ©4® kann ein Elementarparallelepiped

zugeordnet werden , das zu einem primitiven Tripel : -^ + 1^ + -5-»
a a a

— ^ + IT ' ^ führt. Demgemäß lauten dann die drei ersten Deck-
A i n

transformationsbedingungen

:

!•) |. f. f;
1> 0, 0; A 1, 0; 0, 0, 1. H.) |, |,

~- 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

IIL) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Q" ^ ED-''

i

1* ?
I

Ö"^ ^ Ö""'

Fig. 120. ©^* Durchstoßpunkte der Achsen auf (OOl)o hei innenzentriertem

Elementarparallelepiped.

Achsensymbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

Raumgruppe ©4^ (Siehe Fig. 120)

©2^ ist in ihr enthalten. Der Koordinatenanfangspunkt liege auf

der tetragonalen Drehungsachse.

IV.) Decktransformationsbedingung: 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJoo [OOlJu.
2 2

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen:' [001]oi [001]io.
2 2

Digonale Schraubenachsen: [001].ii [001]3 3 [OOljis [OOlJsi.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, p1^ Kn, m, p]] |S, n, pj [[n, m, pj^

[[m+in+ip+IMn+im+ip+|Hrn:+|,S+ip+iHn+|,m+iP+|-l.
Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zweizählig auf den

tetragonalen Drehungsachsen (d). Sie bilden Gitter von der Form des

innenzentrierten Elementarparallelepipeds. Vierzählig auf den tetra-

gonalen Schraubenachsen, die ja zugleich digonale Drehungsachsen

sind (C2).

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

B- V" ° l ^

\ ^ \ ^ \

\ \ m

Ö- \ Q 1 B
Fig. 121. / Durchstoßpunkte der Achsen auf (OOl)o bei allseitig

flächenzentriertem ElementarparaUelepiped.

Raumgruppe ©4®

Alle tetragonalen Achsen sind Schraubenachsen, ßo^ ist wieder

Untergruppe. Wir legen diesmal den Koordinatenanfangspunkt in eine

digonale Drehungsachse. (Fig. 122 a zeigt die alte, Fig. 122 b die neue

Nullpunktswahl.)

IV. Decktransformationsbedingung: 0,
' 4

0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1.

Linke tetragonale Schraubenachse: [OOlJii [OOIJhs.
44 44

Rechte tetragonale Schraubenachse: [OOllis [OOllsi.
44 44

Digonale Drehungsachsen: [001]oo [001]ii [001]i^, [001]^,!.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, pl In, m+ |, p+ü |m, n, pj |n+ f, m, p+ |l

|m+in+ip+ il |n+im,p+|| Sm+i,n+ip-hil In,m+ |,p-f H.
17*
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den digonalen

Drehungsachsen sind vierzählige Punkte vorhanden mit der Synimetrie-

bedingung a. Zu |0 pj gehören [[0, i p+ i| H h p+fl ||, 0, p + fl-

Die übrigen Punkte der Raumgruppe sind mit drei Freiheitsgraden
achtzählig.

^ -^ ^ r
0^ 0^

^ 4^^ ^ ?

0^' ,^

^'- ^-
-f^

Fig. 122 a. Fig. 122b.

©4* Durchstoßpunkte der Achsen auf (OOl)o bei innenzentriertem Elementarparallelepiped.

f--r]-^: ^ r^- ^

^ G -f^ 4^

^ -f G 4^

ö-.---..-^.......0.......^_. ^

Fig. 123. S^^ Durchstoßpunkte der Achsen auf (001)o bei allseitig

flächenzentriertem Elementarparallelepiped.

Beide ßaumgruppen wollen wir auch auf ein allseitig flächen-

zentriertes Elementarparallelepiped beziehen. Dieses Elementarparallel-

epiped ist dann vierfachprimitiv. Das primitive Tripel wird zu

^ + -^; ir + -^; "^+ ir- Dementsprechend verändern sich die drei
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ersten Decktransformationsbedingungen. Fig. 121 zeigt die resultierende

AchsenVerteilung für Si^.

Tetragonale Drehungsachsen sind dann:

[OOlJoo [001]i, [001]i^ [001]„|.

Tetragonale Schraubenachsen bezw. digonale Drehungs-

achsen: [OOljii [001]i3 [001]i3 [001]3i.
i i 44 44 44

Digonale Schraubenachsen:

[001],i [001]i, [001]ii [001]ii [OOlko [OOljsi [001], 3 [001]i3.
4 4 4 2 244 42 4 2 4

Für ©4*^ ergibt sich die Fig. 123. Die Verteilung ist eine analoge,

die relativen Lagen sind daher leicht abzulesen. Die Figuren sind

wichtig, weil sie auch die Projektionen auf Würfelflächen kubischer

Eaumsysteme darstellen.

S4y. Hemimorphe Klasse der tetragonalen Abteilung

(DItetragonal pyramidale Klasse)

Außer der Achsenschar, die einer tetragonalen Achse isomorph ist,

sind vier Scharen von Sj-mmetrieebenen vorhanden. Die Gruppen ß^v^

bis ß4v* lassen sich auf ein Elementarparallelepiped beziehen, dessen

Kanten ax, a^, c ein primitives Tripel bilden, so daß die ersten Deck-

transformationsbedingungen lauten:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe ß^v^

Sie enthält die Untergruppen: ßi, G4\ ©s' 6s', Ss' Ss^ Da 64*

auch (S2* enthält, sind S2v' S2v\ S2v^^ Sov^^ ebenfalls vorhanden. Diese

Untergruppen werden späterhin nicht mehr besonders angegeben werden.

Charakteristisch sind 64' ^s\ letzteres in Lage (siehe Seite 82).

Der Koordinatenanfangspunkt liege in einer tetragonalen Drehungsachse.

Einfache Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [001],^; [001]ii.

Digonale Drehungsachsen: [OOl]!,; [OOlJ^i.

Spiegelebenen: (lOO)o (OlO)o; (lOO)i (OlO)i. (HO)« (llO)o.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i. (Gleitkomponenten ^j^).

^) d in Länge und Richtung je eine der Diagonalen des Basisquadrates.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n,p| [[n, m,p| [[m, n, p| l[n, m, p| Um, n, p| l[n,m,p| |[m, n, p||[n, m, p|.

Puuktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsachsen ([0 p| oder l^ | p|. Die Zählig-

keit ist 1, die Symmetriebedingung =:= C4V. Die Punkte bilden Gitter

von der Form des Elementarparallelepipeds.

2. Auf den digonalen Drehungsachsen: Zu ||0p| gehört |0 ^ p|. Die

Zähligkeit ist 2, die Symmetriebedingung = C2V. Die Punkte führen

zu Gittern von der Form des basiszentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an. Auf einer Spiegelebene (1 1 0) liegen Punkte, die der

Bedingung genügen m = r— n, wo r irgend eine positive oder negative

Zahl, einschließhch Null, ist. Auf Spiegelebenen (110) liegen Punkte

mit m = r -|- n.

Die Punktlagen auf Spiegelebenen sind vierzählig. Symmetrie-

bedingung = l S E. Außerdem gibt es nur noch allgemeine Punktlagen

mit drei Freiheitsgraden. Die Verteilung der Symmetrieebenen und

Achsen geht aus Fig. 124 hervor.

Raumgruppe ß^v^

Ihre Untergruppen sind: ßi, 6^*, ßs^ G^s^, 6s^ ©s^. Charakteristisch

können ß*^ mit ßs^ in Lage M und mit der Gleitkomponente —- genannt

werden. Der Koordinatenanfangspunkt falle in eine tetragonale Drehungs-

achse.

Decktransformationsbedingungen: I.)—III.) siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.)
|, |, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJoo [OOlJii.

Digonale Drehungsachsen: [001]iq [001]^,

2 2

1.
2

Spiegelebenen: (llO)i (llO)i.
2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (OlO)i; (100)3 (OlO)i Gleitkomp. ^.
4 4 4 4 2

(11 0)0 (11 0)0 Gleitkomp. ^.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

[m, n, p| Kn, m, p| [m, n, pj [n, m, pj

Em+ f, n+ |,p| |i+ i m+ |,p| [[m + i, n+ f, p] |ii -f- f , m+ f , pj.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsachsen. Zu |0, 0, p| gehört 0,|,pl.
Die Zähligkeit ist 2, die Symmetriebedingung = d.
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2. Auf den dig-onalen Drehungsachsen. 2u [[| p3 gehört |0 1 p|. Diese eben-

falls zweizähligen Punktlagen besitzen die Symmetriebedingung = C2v

In beiden Fällen entstehen Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Basiszentrierung.

liiniiiiiiiiiiiimmiiiiiniiniiiCT:>iiiiiiiiihniiiiiwiiiiiiiiiiiiii|T1„ii

= '^

iiiiiiii

^ I

ij I |ll

Fig. 124. Kiv^ Auf (OOl)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

inii lim Hill lim mii iiiii %,iini um mu m m m

v\

II mii lim lim inii um% mii inn um um mu i^j^iiiii iiiii 1(111 mu Ml im

Fig. 125. S4y- Auf (001)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

lim mii IUI! MiiiHiitMiiii lim um iiiiii

litii Hill IIIII Hill lim

'

Ulm HUI lim lim um j

ii/A(ii(jiii;i iiiii lim i/mVii^ifi^iiiii im m iiiii iiiifAliiii

i

Ulli imi iiiii lim iiiii^inii mii um mii tiii^^nii um imi um im

\ ^ = w

Fig. 126. ßiv^ Auf (OOl)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Fig. 127. G4V* Auf (OOl)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie gehorchen den

Bedingungen m = r -|- | + n, wo r die gleiche Bedeutung hat wie oben.

Die Zähligkeit ist, gemäß der Symmetriebedingung Cs, vier.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgradeu achtzählig.

Fig. 125 stellt die Achsendurchstoßpuukte und Symmetrieebenen-

spuren auf (001) dar.
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Raumgruppe ßiv^

Ihre Untergruppen lauten: (5i, ©4^, ßg^ ßs^ ßs^ Ss*. Charakteri-

sierend sind (Si^ nüt ßs^ in Lage 0. Der Koordinatenanfangspunkt liege-

auf der tetragonalen Schraubenachse, die zugleich digonale Drehungs-

achse ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [OOlJool [001]ii.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [OOIJiq [OOi]^!,

Spiegelebenen: (llO)o (llO)o.

Gleitspiegelebenen: (lOO)o (010)„; (1 0)i (OlO)i Gleitkomp.^..
2 2 2

(1 1 0) 1 (1 10)1. (Gleitkomp. ^
2 2 \ 2.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

-
_

[[m, n, p1 |n, m,j) -f || |m, n, p| [[n, m, p + 1|

Em, n, p + II |[n, m, p| [[m, n, p+ || In, m, pl.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Schraubenachsen. Zu |0,0,p| gehört |lO,0,p-|-||..

Zu 11, I, p| 11, 1, p+ ll- Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = C2V.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds^

mit zentrierten Kanten [001].

2. Auf den digonalen Achsen. Zu [[|, 0, p| gehören [[0, \, P+ il,

l\, 0> P+ II 10,
i,

p|. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören bei Vierzählig-

keit den Spiegelebenen an. Im übrigen sind die allgemeinen Lagen
achtzählig. (Siehe Fig. 126.)

Raumgruppe ß^v*

Ihre Untergruppen sind: Si, ©4^, (Ss^ ßig^, Ss^ ßs^. ß*^ mit Ss^ in

Lage M und mit der Gleitkomponente ^ "H- 9 ^^^^ charakteristisch. Den

Koordinatenanfangspunkt legen wir diesmal in eine digonale Drehungs-

achse, die nicht zugleich tetragonalen Charakter besitzt, aber als Schnitt-

linie zweier Spiegelebenen ausgezeichnete Eigenschaften aufweist.

Die Decktransformationsbedingungen lauten dann:

IV.)
|, |, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.)

|, |, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.
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Tetragonale Schraubenachsen zugleich digonale Drehungs-

achsen: [001]iq [OOIJqI.

Digonale Drehungsachsen: [001]o„ [001]ii-
„ 22

Spiegelebenen: (llO)o (llO)o.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 Gleitkomp. ^+ ^.

(0 1 0)1 (0 1 0) 3 Gleitkomp. ^+ 4- (1 1 0) 1 (1 fo) 1 Gleitkomp. ^.44 ^ J 2 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,n,p| En+ i,m + i_p-l-|l |m, n, pl_ |n+ i m + f, p + -|l

Em+ f,n+ i p+ ll |n,m,pl |m+ i n-fip + H En, m, pl.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den gewöhnlichen digonalen Drehungsachsen. Zu [[0, 0, p] gehört

li» 2 » P+ ll- Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Cav

2. Auf den digonalen Drehungsachsen, die tetragonale Schraubenachsen

sind. Zu [[0, i p| gehören H, 0, p+ |]] [[0,
i,

p + |]] li 0, pj.

Zähhgkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca.

1. bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit

Innenzentrierung, 2. mit Innenzentrierung, Basiszentrierung und

c - Kantenzentrierung.

Funktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen (110) bezw. (110) an. Zcähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C^.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzähhg.

Fig. 127 zeigt die Achsen- und SymmetrieebeuenVerteilung.

Raumgruppe ^4v^

Ihre Untergruppen sind: ßi, ^^, ©s' 6s^ ©s* ©s^ ©4^ und ©s^

in Lage bestimmen die Raumgruppe. Der Koordinatenanfangspunkt

liege in einer tetragonalen Drehungsachse.

Ei-nfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; I, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, ^; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [001]oo; [OOlJi^.

Digonale Drehungsachsen: [OOl],^! [OOlJi,,.

Gleitspiegelebenen: (100)^ (OlO)o; (lOO)i (010)_i Gleitkomp.^.

(llO)o (llO)o Gleitkomp. ^. (llO)i (llo)i Gleitkomp. ^ + -^-.

a 2 2 i A
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Km, n, p1 In, m, p| |[m, n, p| |n, m, p|

|m,n,p + il |5,m,p + fl Kn,P + il [n, m,p4-il.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Zu 10 p| gehört [[0, 0, p+ |l; die Zähligkeit ist 2, die Symmetrie-

bedingung = C4. Diese Punkte bilden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit zentrierten Vertikalkanten.

2. Zu y,0,p| sind [[0,1, pl B,0,p-f fl 1IO,|,p4-|3 zu rechnen. Die

Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung lautet = C2.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Im Grundriß ist die Ebenen- und Achsenverteilung analog der von ßivS

nur sind jetzt alle Symmetrieebenen Gleitspiegelebenen.

Raumgruppe ß4v^

Als Untergruppen sind zu bezeichnen: ßi, ßiS Ss^ ^s^, Ss* ßs*.

Charakteristisch sind ©4^ mit ös^ in Lage M und einer schräg zur Achse

gerichteten Gleitkomponente. Der Koordinatenanfangspunkt wird gleich

gewählt wie in (54v^-

Einfachste Decktransforraationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; i, 0, 0; 0, 0, 1. V.) |, |, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetrie demente: Achsen wie in ß4v^, die beiden tetragonalen

aber zusammengehörig.

Gleitspiegelebenen:

(10 0)1 (010)1 (100)3 (010)3 Gleitkomp. jeweilen - -1- - (ax oder a^).4444 j z

(llO)o (llO)o Gleitkomp. ^ -1- |. (llO)i aiO)i Gleitkomp. |.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, bI Kn, m, pj |[m, n, p]] [[n, m, pj

Em+|,n+f,p+iMn+im+f,p+i||m+i,n+|,p-h|Mn+ f,m + ip+il.
Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Zu [[0, 0, p3 gehört diesmal üi, P+ jü- Die Zähligkeit ist 2, die

Symmetriebedingung = C4. Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Innenzentrierung werden gebildet.

2. [[|,0,p| ordnen sich [[0,1, p| [[0,i,p+il [[|, 0, p+IS bei. Die vier-

zähligen Punktlagen- müssen der Symmetriebedingung Ca gehorchen.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Im Grundriß ergibt sich die gleiche Achsen- und Symmetrieebenen-

verteilung wie in Fig. 125, doch sind alle Symmetrieebenen nur Gleit-

spiegelebenen.



Raumgruppen (£4v^— G4 267

Raumgruppe ßiv'

Ihre UntergTuppen sind: ßi, (5;4^ ©s' 6s\ ßs^ (£s*. ©4' und ßs' in

Lage charakterisieren das Raumsystem. Der Nullpunkt gehört einer

tetragonalen Schraubenachse an.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— IIL) siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0: 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [001] 00; [001] 11.

^ 1 <^

hiiiiiiiiwiiiiiiiiiiiimiiiiiwi«

4lHlllllllillllllllllllltlllllllW4llllllllHllil

(II Hill Hill Hill iiiiit^iiiii 11111 um iwi m\I.

4v^^

fiiimwiiuiiiHiiHimHnnilitJiiHiiiiiiiiiiHiniiiiiiilHiiHpwij*^

Fig. 128. e4v' Auf (OOl)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

III lim Hill Hill iiiii4ij.jiiii lim lim um iiiii;

,^7<^
Hill IIIII IIHI ill

m
i %

Fig. 129. G4v^ Auf (OOl)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Gew. Digonale Drehungsachsen: [OOl]!^ [001]^,i.

Spiegelebenen: (100)^ (010),; (lOO)i (OlO)i.

Gleitspiegelebenen:

(llO)o (lIO)o Gleitkomp. ^. (1 1 0)1. (110)1 Gleitkomp. -
-|- ^.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p3 Kn, m, p+ ll K n, p| [[H, m, p+ fl

Km, n, p]] In, m, p+ i| |m, n, pl [[n, m, p+ il-

Puuktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Zu |0, 0, p| gehört ([0, 0, P+ 7I. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung

= C2V (Gitter von der Form des Elementarparalleiepipeds mit zen-

trierten Kanten [001].)
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2. Gleichwertig sind [[|, 0, p]] [[0, f, p+ -||. Zähligkeit und Symmetrie-

bedingung- sind gleich wie für 1). Die Gitter sind von der Form
des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Zusammengehörig sind

beispielsweise [[0, n, p| |n, 0, p+ ^J [[0, n, p] |n, 0, p+ ||. Die Zählig-

keit ist mit 4 zu veranschlagen, die Symmetriebedingung lautet Cs.

Die übrigbleibenden Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden
achtzählig. Der Grundriß ist durch Fig. 128 gegeben.

Raumgruppe ß^v^

Diesmal lauten die Untergruppen: 6i, ©4', ßs^ ©s^, ßs* Ss*. Cha-

rakteristisch sind ©4^. mit (5s^ in Lage M und mit horizontaler Gleit-

komponente. Der Koordinatenanfangspunkt gehört einer tetragonalen

Schraubenachse an.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III). Siehe Seite 261.

IV.) 0, 0, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) |, % 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

T^tragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [OOlJoo [001] li.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [001]i^ [OOlJpi. '

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (OlO)i (100)3 (010)^ Gleitkomp. ^.4444 2

(110), (110), Gleitkomp. ^ + 1. (llO)i (llo)i Gleitkomp. ^.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

[[m,n^p| |n,m, p+ fl Em, n, p] |n, m, p+ ||

|m+ i,n+ip3 |n+ f, m+ i,p+ i3 [[n,+|,n+i,pl |n+i,m+ip+|l.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie sind alle vier-

zähhg gemäß einer Symmetriebedingung = C2. Zu |0, 0, p| ordnen sich

|0, 0, p+ ll li I, pl- e, I, p+ ^1 zu. Gleichwertig mit [[|, 0, pl sind

|0, 1, P+ il ii 0, p+ ll |0,
i

p3. Die Gitter sind von der Form des

Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung, Zentrierung der Flächen

(001) und Kanten [001]. Außer diesen Punkten gibt es nur noch

achtzählige mit drei Freiheitsgraden. Der Grundriß entspricht der

Fig. 129.

Die Raumgruppen ßiv^ — ©4v^^ können auf ein Elementarparallel-

epiped a, a, c bezogen werden, dem als primitives Tripel 17 4""^+"^^J A A

^ — I' + oT'
c angehört.
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Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten dann:

I.) |,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. JI.) |,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

in.) 0, 0, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Auch ein vierfach primitives Parallelepiped (allseitig flächenzentriert)

kann man als elementar betrachten. Die dann in bezug auf Koordinaten-

werte, Zähligkeit und Bezeichnung der Symmetrieelemente sich einstellen-

den Verhältnisse sind in jedem Falle leicht abzuleiten.

Raumgruppe ßiv^

Ihre Untergruppen sind mit ßi, (^i^, ßs^ ©g^, Ss^ (S.s^ zu bezeichnen.

Charakteristisch sind 64^ ßs^. Der Koordinatenanfangspunkt gehöre

einer tetragonalen Drehungsachse an.

Einfachste De cktrans formationsbe dingungen:

L)—ni.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, V, 0; 0, 0, 1.

Symmetrieelemente:
Tetragonale Drehungsachsen: [001]oo [001]ii.

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [OOlJoi [OOJ]iq.

Digonale Schraubenachsen: [OOlJn [OOlJs 3 [001]i 3 [OOljs 1

44 44 44 4 4*

Spiegelebenen: (lOO)^, (010)« (lOO)i (OlO)i: (llO)^ (llO)o.
2 2

Gleitspiegelebenen:

(lOO)i (Ol 0)1 (100)3 (010)3 Gleitkomp. l -\-

%

4444 22
(110)1 (lIO)i Gleitkomp. ^ -f ^.

•2 2
' 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Km, n, p| |[n, m, p] [[nT, n, p| |n, m, p| |m, n, pl |n, m, p] |m, n, p| |n, m, p|

|[m+in+i,p+iMn+f,m+|,p+il|m+|,n+ f,p-fill[n+|,m+|,p-fi|

Em+in+|,p+|nii+im-M,p+iHm-M,n+i,p+ |l[[n+|-,m+ip+||.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Zu |0, 0, p]i gehört |-|, |, p+ i]. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung

= Civ Die Punkte bilden Gitter von der Form des iunenzentrierten

Elementarparallelepipeds.

2. Zu 11, 0,p1 müssen [[0, f, p] [[0, f, p+ |l ||-, 0, p-f i.l zugerechnet

werden. Die Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung lautet =^ C^y

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung,

Grundflächenzentrierung und c - Kantenzentrierung werden gebildet.



270 Die analytisch-geometrische Darstellung der 230 Raumsysteme

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Auf den Spiegelebenen

sind die Punktlagen achtzählig. So bilden |[0, n, p| |n, 0, p]] |[0, n, p]] |[n, 0, p]]

Ih n+i P+ il En+i i p+fl Hi n+i p+fl [[n+i f, p+ fl einen

zusammengehörigen Komplex.

Punkte allgemeiner Lage sind IGzählig.

Die Symmetrieachsen- und -ebenenVerteilung geht auch aus dem

Grundriß Fig. 130 hervor.

Qiiiiiiwii - iiiiiiiiiiüiiHEiiiiiiiiiii!;^ fillllllffllllllllllllllllllllllll - llüllllllHEl

I)) niii igi lim iiiiit#Jiii ""I 1=1 Ulli iiiiyi/i'iii II"' W "'" '"'

iiiiii; fiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
- iiiiiiiiiiyiiiiihiiiiiiiiiiiiip-

II «Hl tgl Hill lllll^P^lllll Hill m ""' lllll%lllll "III Igl Hill III

s.#
Iliul-JllllllIllllllllllllllllllfllllllllllllUn

# i%
fliiiinnniliiiiiiiiiiiiiiHif-^i iiiiiiiiil

Fig. 130. e4v* Auf (001)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Grundquadrat bei innenzentriertem

Elementarparallelepiped.

H # f'-^%
Q

111 1111 iiiuiii 1111 iiH# IUI 11" iiiU'ii IUI

IUI iii -fii IUI iiiyiii im iiiOiii Q
iiiimjiii Uli iiiQiii im

im mQiii IUI III
- Hl IUI iiiijiii 1111/

II IUI HÖH IUI iii1Îpii IUI iiiQiii IUI mM\\\ 11« liiQiii im

«

i| - |iii im
IUI nii - 111 IUI muni "'^'^l)̂ ;^'"' i'"-

Fig. 131. e^v'» Auf (001)o senkrecht

stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Grundquadrat bei innenzentriertem

Elementarparallelepiped

.

Raumgruppe di^^^

Die Untergruppen lauten: Si, (^4^, Ss* Ss^, ^b^ Ss^. Charakteristisch

sind Si^ ßs*. Der Koordinatenanfangspunkt liege in einer tetragonalen

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedinguugen:

I.)—III.) siehe Seite 269.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, |^ 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Achsen wie in Siv^. Spiegelebenen: (llO)i (llO)i.
2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)o (OlO)o (lOO)i (OlO)i Gleitkomp. ^•
2 2 2

(lOO)i (010)1(100)3 (010)3 Gleitkomp. ^. (110)« (llo)o Gleitkomp. ^.4444 2 2
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p3 In, m, p3 |[m, n, p| |[n, m, p|

[[m, n, p+ 13 |n^m, p+ |3 K n, p+ ^3 [[n, m,^p+ |3

Em+|,n+ip+|l|n + iiir+|,p+i3[[nr+i,n+ip+|3[[n+i,m+ip+|l

Em+in+ ip3 |n+im+ |,pl |m+in+ |,pl [[n+ |, m+ i,
p].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Mit [0, 0, p]] sind ver-

bunden [[0, 0, p 4- 1-3 Kl, i p+ i3 li f, p3. Die Zähligkeit ist 4, die

Symmetriebedingung C4. Zu df, 0, pj gehören |0, |, p3 |i 0, p+ |3

E0> I5 P -|- II- Zähligkeit ebenfalls gleich vier. S5'mmetriebedingung = C2V.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden befinden sich auf den

Spiegelebenen (110)^ bezw. (llO)i. Die Zähligkeit ist 8, die Symmetrie-

bedingung Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

(Siehe auch Grundriß Fig. 131.)

Raumgruppe S4v'^

Als Untergruppen figurieren: ©i, ©4^ ©«' ßs^ Ss^ Ss*. Charakte-

ristisch sind ©4^ und ®s^. Den Koordinatenanfangspunkt müssen wir

diesmal, gemäß unserer Übereinkunft, in die zweizählige Drehungs-

achse legen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—in.) siehe Seite 269.

IV.) 0, |, §; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; T, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Linke tetragonale Schraubenachsen; [OOlJii [OOlJ^s.
44 44

Rechte tetragonale Schraubenachsen: [OOlJis [OOlJsi.
44 44

Digonale Drehungsachsen: [OOlJoo [OOlJü [001]i„ [001]„i.
22 2 2

Spiegelebenen: (100)^ (OIO)« (lOO)i (OlO)i.
2 2

Gleitspiegelebenen:

(10 0)1 (Ol 0)1 (100)3 (010)3. (11 0)1 (11 0)1; (110)3 (110)3.4444 4444
Zusammengehörige Koordinaten werte:

Km, n, p3 En, m+ i, p-f 13 |m, 5, pj [[5+ |, m, p+ |3

Km, n, p3 In, m-f |, p+ i3 |m, n, p3 |n+ |, m, p-f |3

|m+ |,n+ ip-f 13 |n+i,m,p-h|3 |m+i n+ip+|3 |n,m-|-i,p+ ll

Im+ i,n+i,p+i3 |n-i-|-,m,p+ f3 |m+ |-,n-f i,p-f 13 |n,mH-i,p+ i3.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad: Zu |0, 0, p3 gehören

|0, i P+ i3 11, 0, p+ f3 l\, I, p-hf3. Die Zähligkeit ist 4, die Sym-

metriebedingung = C2V.



272 Die analytisch-geometrische Darstellung der 230 Raumsysteme

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören bei Acht-

zähligkeit den Spiegelebenen an.

Alle übrigen Punktlagen sind (mit drei Freiheitsgraden) 16-

zählig. Der Grundriß ist in Fig. 132 gegeben.

Raumgruppe (Siv^^

Ihre Untergruppen heißen: ©i, ©4«, ©s* ©s*, ©s* ©s*. ©4' und Ss*

sind charakterisierend. Gleiche Nullpunktswahl wie vorhin.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 269.

IV.) 0, |, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

iiiiiiiiiiiiiiiiyiiiiiiiiiiiiiiiiiii|iiii!iiiiiiiiiiiiiiiiHjiiiiiiiiiH^

um iiiiiliiiMiiii h :':1l:.^" iiiii1i|ii'iiiii i|jj«*»*!fti iiiiiliginiiii um

iiiiiiiiiiiiiiiißffliiiiiiiiiiiiiiinliiiiiiiiiiiiiiiittAiiiiiiiiiiiiiiiiil^^^

Ulli Hill Ig! IUI! 1^ "::(

|>^n Hill np iiiii ij^

.iiiiiiiiiiiiiiAiiiiiiiiiiiiiiiiiilii|iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiQiiiiiiiiiiii»^11

Fig. 132. ß4v^^ Auf (OOl)o senkrecht stehende Achsen und Symmetrieebenen.

Grundquadrat bei innenzentriertem Elementarparallelepiped.

Achsen wie in 64v". Gleitspiegelebenen. Alle in ©4v^* auf-

tretenden Ebenen sind Gleitspiegelebenen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Em, n,p| |n,m-f|, p+ il |m, n, pj Hn+ i, m, p+ fl

Em, n, p+ il In, m+i p+ fl Em, n, p_+il |n-i-i_m, p+ {|

|m+ i,n+ |,p-{-ilJn+j^m,p+ || [m+ l n+ip+H En,m+|,p+ il

Em+ |,n+ i
pl En+ im,p+ il |m+ |, n+ |,p3 En, m -f i, p -f f1.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den digo-

nalen Drehungsachsen an. EO, 0, Pl lO.iP+il Ei>0>P+ fl EO,0,p+ i|

|0, I, P+ fl Ei, 0, P+ il Ih i P+ Il Ih h p1 bilden einen zusammen-

gehörigen Komplex. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = d.
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Alle anderen Punktlagen sind 16 zählig. Die Achsen- und Syra-

metrieebenenverteilung ist aus Fig. 132 ersichtlich, wenn man bedenkt,

daß an Stelle der dort noch vorhandenen Spiegelebenen nun ebenfalls

Gleitspiegelebenen getreten sind.

(S^4h- Paramorph-hemiedrische Klasse der tetragonaten Abteilung

(Die tetragonal bipyramidale Klasse)

Senkrecht zu der Achsenschar, die einer tetragonalen Achse iso-

morph ist, findet sich eine Symmetrieebenenschar. Außerdem stellen

sich ohne weiteres Symmetriezentren ein. Die Raumgruppen S4h^— S4h*

lassen sich auf ein tetragonales Elementarparallelepiped mit a^, ay, c als

primitives Tripel beziehen.

Raumgruppe ß^h^

Ihre Untergruppen sind: Si, ßi, ßiS Ss^ ^4^ und ds^ mögen als

charakteristisch gelten. Der Koordinatenanfangspunkt liege in einem

auf der tetragonalen Drehungsachse befindlichen Symmetriezentrum.

Einfachste Decktransformationsbedingungen. [I.)—m.) ist

©ih^— ß4h* gemeinsam.]

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: I. = [[0 Oj; H. = |[0 fl; IH. = Ef f Ol;

iv. = [[iiil; v. = loio| Kiooi; vi. = |oHHio|l.
Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJoo; [OOlJii.

2 2

Digonale Drehungsachsen: [001]i„ [001]„i.
2 2

Spiegelebenen: (001)^; (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p1 |n, m, p| |m, n, p| |n, m, p3 [[m, n, p3 |n, m, p] [[m, n, p] |n, m, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Die viererlei Symmetrie-

zentren l, II, III, IV entsprechen jeweilen einzähligen Punktlagen mit

der Symmetriebedingung C4h. Jede Punktlage bildet einfache Gitter

von der Form des Elementarparallelepipeds.

Die Symmetriezentren V und VI bilden für sich Gitter von der

Form des Elementarparallelepipeds mit Basisflächenzentrierung. Ihre

Zähligkeit ist 2, die Symmetriebedingung = Cah-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Beliebige Punkte |0 p]]

sind zweizählig. Die Symmetriebedingung heißt C4. Gleich verhalten

sich die Punkte Ei | pI- Zu d} p3 gehören [0 ^ pl l^O'^l [I0{p3.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 18
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Dazu gehören Punkte

[[m, n, 0| oder |m, n, ||. Die Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung Cs.

Bei allgemeiner Lage herrscht Achtzähligkeit. Ein perspektivi-

sches Bild des Raumsystemes mit eingezeichneten Symmetrieeleraenten

(bezogen auf das Elementarparallelepiped) vermittelt Fig. 133.

Raumgruppe Sih^

Die Kombination der Untergruppen ist: Si, ßi, ßi^, ßs^ ©4^ Sa'

bestimmen das ganze Ptaumsystem. Der Koordinatenanfangspunkt falle

mit einem auf der tetragonalen Schraubenachse liegenden Symmetrie-

zentruni zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Sih^

IV.) 0,0,^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: I. [[0 0] |0 |1. H. |f f 0] l\\\\
iii. ilooi |0H1. VI. loioi iioii.

''Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [OOlJoo; [001] 11.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [OOlJi,. [001] i.
2 2

Spiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p1 |n, m, p + 11 [[m, H, pl |n, m, p + f

|

|m, n, p3 |n, m, p -|- 13 [[m, n, p] |n, m, p + |3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad: Die viererlei verschiedenen

Symmetriezentrumsarten sind jede für sich zweizählig. Die Symmetrie-

bedingung lautet Cah. Die Gitter sind entweder von der Form des

Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung oder mit Zentrierung der

Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den

Achsen an, die als digonal Drehungsachsen sind. Die Zähligkeit ist in

beiden Sonderfällen 4, die Symmetriebedingung = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Ebenfalls vierzählig

sind Punkte auf den Spiegelebenen (Cs).

Die allgemeine Lage (drei Freiheitsgrade) ist achtzählig. Ab-

gesehen davon, daß die tetragonalen Achsen nur digonale Drehungs-

achsen sind, ist die Verteilung der Symmetrieelemente somit eine analoge

wie in ß4h'- (Siehe daher auch Fig. 133.)
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Raumgruppe S^h'

i)iesmal heißen die Untergruppen: ®i, Si, S^S Ss*. ©4^ Ss^ be-

stimmen das Raumsystem. Den Koordinatenanfangspunkt wollen wir

auf der tetragonalen Drehungsachse im Schnittpunkt mit einer Gleit-

spiegelebene belassen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 273.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) |, |, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Fig. 133. S4h' Perspektivische Darstellung

eines Elementarparallelepipeds mit seinen

Achsen, horizontalen Spiegelebenen und

Symmetriezentren.

^
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die Symmetriezentren bilden

zwei vierzählige Gruppen. Die Symmetriebedingung dieser Punktlagen

ist lediglich = 1 Z = Ci. Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit zentrierter Grundfläche und mit zentrierten Kanten des

Basisquadrates werden gebildet.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu [[0 p] gehört

Kl f p|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = C4. Hi p3 sind |0 | p]

lO l p3 m p3 zugeordnet. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Ca.

Weiterhin gibt es nur noch Punktlagen mit drei Freiheitsgraden

und einer Zähligkeit von acht. In perspektivischer Darstellung vermittelt

Fig. 134 ein Bild von den hier obwaltenden Verhältnissen.

Raumgruppe ©41*

Ihre Untergruppen sind: ßi, ©i, di^, ßs^ ©4^ und ßs* sind für das

Raumsystem charakteristisch. Um den Vergleich nicht zu erschweren,

belassen wir den Koordinatenanfangspunkt auf der tetragonalen

Schraubenachse. Es gibt dann allerdings noch gleichzählige Punkte

ohne- Freiheitsgrad.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 273.

VI.) 0,0, |; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrie Zentren:

I. EH03 BUl llfoi IfHI. II. ÜHI liioi ilHI E!io|.

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [OOlJoo [OOlJii.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [OOlJ^^ [001](ji.
^ ^

d
Gleitspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i Gleitkomponente-.

2 iS

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p3 |[n, m, p + || |m, n, p] |[n, m, p+ ^3

|m+|,n+i,p3 In+im +ip+ll |m+ i n+ i,?! |H+ i,m + |,p+l3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Jede der beiderlei Arten von

Symmetriezentren bildet Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit allseitiger Flächenzentrierung. Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Ci.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie sind, entsprechend

der einzigen Symmetriebedingung C2, vierzähHg.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.
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Auch in diesem Fall kann, nach Anbringen der Korrektur hinsicht-

lich der Achsenschar, eine bereits gezeichnete Figur, nämlich Fig. 134,

zur Veranschaulichung des Systemes dienen.

Die Raumgruppen ß4h^ und (Sih^ können auf ein Eiernentarparallel-

epiped a, a, c bezogen werden, dem als primitives Tripel der Perioden

l + f + f, y-y + y, c, zugrunde liegt.

Die drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten dann:

I.) |, |, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. K) |, |,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IIL) 0,0, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Raumgruppe S^h^

Die Untergruppen sind: ßi, Si, ©4^, ßs^. Die beiden letzten ge-

nügen zur Charakterisierung. Der Koordinatenanfangspunkt sei mit

einem auf der tetragonalen Drehungsachse liegenden Symmetriezentrum

identisch.

Einfachste zusätzliche Decktransformationsbedingungen:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:

Symmetriezentren: I. = |0 Ol |i f Ü- II. = |0 f] IH Ol-

in. = || OHO | OHO f fHi H.

iv.^lIiHl Effil Efifl lull Hill EHil liül Hill-

Tetragonale Drehungsachsen. [001],„ [OOlli^.
2 2

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [001]oi [OOIJiq.

Digonale Schraubenachsen: [001]i i [OOlJs s [OOlJs i [OOllii.
4 4 4 4 4 4 -4 4

. Spiegelebenen: (OOl)^ (OOl)i.
2

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (OOl)a Gleitkomp. -—

.

4 4 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 In, m, p] |m, n, p3 |n, m, p] |m, n, p] [[n, m, p] |m, n, p3 [[n, m, pj

|m+in+|,p+i|[[n+iS+|,p+|3|rä+in+ip+iMn+i,m+|,_p+il
|m+in+|,p-h|3|n+i,m+|-,p + |3[im+in+i,p+ i3|n+f,m+ i,p+fl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Sie entsprechen den Sym-

metriezentren. I und II sind zweizählig mit der Symmetriebedigung

= Ci}x. Sie bilden Gitter von der Form des innenzentrierten Elementar-

parallelepipeds. III ist vierzählig, mit der Symmetriebedingung = C2h.
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Das Gitter besitzt gegenüber dem Elementarparallelepiped außer der

Innenzentrierung noch Zentrierung der Flächen (001) und Kanten [001].

IV von Symmetriezentren ist achtzählig, mit der einzigen Bedingung

= Ci. Die kleinsten Gittermaschen sind | des Volumens eines Elementar-

parallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den tetragonalen

Drehungsachsen herrscht die Zähligkeit 4, auf den tetragonalen Schrauben-

achsen (zugleich digonale Drehungsachsen) die Zähligkeit 8 bei be-

liebiger Lage.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und besitzen die Zähligkeit 8.

Weiterhin sind noch Punktlagen mit drei Freiheitsgraden und

der Zähligkeit 16 vorhanden.

Raumgruppe ß^h^

Die Untergruppen lauten: (5i, ©i, ©4^, ©s^. Charakteristisch sind

die beiden letzteren. Ein Symmetriezentrum sei diesmal Nullpunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.),— III.) siehe Seite 277. .

I^-)i'i'X' ^'^'^' ^'^'^' ^'^'^' ^-^ 0,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

I. 10001 EiHl |oio| liofi uiu ÜIU um ÜUl
II. IfooiioHS liloi looii iHIl liffl BUl EIHI-

Tetragonale Schraubenachsen:

[OOllii [001]3n einerseits (links); [001]i„ [OOlJsi anderseits (rechts).
42 4 i 4 2

Digonale Drehungsachsen: [001]„i [001],.3 [OOllii [001]j.3.
4 4 24 2 4

Gleitspiegelebenen:

(OOl)o (OOl)i Gleitkomp. ^; (00 l)i (001)3 Gleitkomp. ^.
2 2 4 4 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im,n,p| |n+ i, E_-l-ip_-hfI |m4-i,_5,P+ il |[n+ i, m + |, p-f ^
|m,n+ i,pl |n+ i,m+|,p+ il |m+ i,n+ |,p+ i| |n+ i,m+ i,p-f|l

|m-f in+j,p-f fl |n+ f^m+ f,_p-f il [[m, n +j, pjjn+ f , m+ ^j)+ fl

|m + |,n,p-Hil |n+ im+ iP+ 4-l
|m, n, pl |n+ f, m+ f, p-j-il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. Die beiden verschiedenen

Symmetriezentrumslagen sind achtzählig, mit der Bedingung d.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den di-

gonalen Drehungsachsen (Ca) an. Zähligkeit = 8.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.



Raumgruppen Sih"— 9Sd' 279

iBd- Sphenoidisch-hemiedrische Klasse der tetragonalen Abteilung

(Didigonal- oder -tetragonal-skalenoedrische Klasse) (Hemiedrie li. Art)

Eine Achsenschar ist einer tetragonalen Drehspiegelachse isomorph.

Zwei senkrecht aufeinander stehende Symmetrieebenenscharen schneiden

sich in zu diesen Achsen parallelen Schnittlinien. Parallel den Winkel-

halbierenden dieser Ebenen sind Scharen digonaler Achsen vorhanden.

Die Raumgruppen SSd^— 3Sd* können auf ein Elementarparallelepiped

bezogen werden, dessen primitives Tripel a, a, c ist. Allein nun ist es

bei den Kristallographen zur Konvention geworden, den a- Achsen die

Richtung der digonalen Achsenscharen zu geben. Tragen wir diesem

Umstände auch hier Rechnung, so müssen alle Raumgruppen mit S3^m-

metrieebenenscharen 6s' oder 6s^ und Achsenscharen (£2^ auf ein basis-

flächenzentriertes Elementarparallelepiped bezogen werden. Dann sind

die digonalen Achsen den Grundkanten des Parallelepipeds parallel, das

primitive Tripel lautet aber: ^ + %, -^. ~, c. Von dieser speziellen

Art sind die Gruppen SS^^— SSd^ währenddem für SSd*— 3Sd* die drei

ersten Decktransformationsbedingungen, die einfachen Werte:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; II.) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1;

m.) 0, U, c; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1

besitzen.

Raumgruppe SSd^

Die Untergruppen sind: Si, (SiS 6s^ ßs^, Ss^ So^ Da ©4^ auch

62^ enthält, sind außerdem die Gruppen 62v^' und W darin enthalten.

©4^ mit Ss^ (Lage siehe Seite 85) oder ©2^ charakterisieren die Raum-

gruppe. Der Schnittpunkt zwischen Drehspiegelachse und Drehspiegel-

ebene wird Koordinatenanfangspunkt. Primitives Tripel: a, a, c.

Einfachste Decktransform'ationsbedingungen:

I.)— III.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetrieelemente:

Tetragonale Drehspiegelachsen: [001]^^; [OOlJn-

Digonale Drehungsachsen: [OOlJi^ [001](,|. •

""[010] [100]""; i"[010][100]i". "^[010] [100]"i; H[010] [lOO]^.

Spiegelebenen: (llO)o (llO)o.

Gleitspiegelebenen: (110)^ (llo)i.

Drehspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|im,n,p| |n,m,pl |[m, n, pl ^H, m, p] [[m,n,p| |5, m, pl |m, E, p] |u,m,pl.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 Ol

2. lOOfl
3. Ei Hl
4. BHl

Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedingung = Vd.

5. 10 i 0| Kl Ol 1

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = V.

1 bis 4 bilden Gitter von der Form des einfachen Elementarparallel-

epipeds, 5 und 6 von der Form des Elementarparallelepipeds mit zentrierter

Basis.

\ I • '^ I
-^ %. I .^

-M

—

M

« M 0—

-ö-

Fig. 135. 58d* (OOl)o- Ebene, mit den darinliegenden und den darauf senkrecht

stehenden Symmetrieelementen.

(Einfache Linien stellen Achsen, Bandlinien Symmetrieebenen dar.)

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Punkte |[0 p]] oder

li i Pl sind zweizählig. Die Symmetriebedingung lautet C2V Punkte

[[0 I p| oder |j p| sind vierzählig mit der einzigen Symmetriebedingung

= C2. Ebenfalls vierzählig mit gleicher Symmetriebedingung sind die

Punktlagen auf den [010] und [100] parallelen digonalen Drehungsachsen.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen an und sind infolgedessen mit der Bedingung Cs vierzählig.

Punkte allgemeiner Lage (drei Freiheitsgrade) sind achtzähüg.

Zur Veranschaulichung der Verhältnisse genügt es (Fig. 135) auf einer

Ebene (OOl)o die darinliegenden Achsen, sowie die darauf senkrecht

stehenden Symmetrieelemente, einzutragen.

Raumgruppe 9Sd^

Ihre Untergruppen heißen: ßi, <Bi\ ßs* SsS ©2' ©2^: ©av" und SS^

lassen sich ebenfalls als Untergruppen erkennen. 64^ ßs* und ©4^ ßa^

sind charakteristisch, wenn noch die besondere Lage berücksichtigt wird.
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Der Schnittpunkt einer tetragonalen Drehspiegelachse mit zwei digonalen

Drehungsachsen sei Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 279.

IV.) 0,0, |; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Alle Achsen gleiche Lage wie in SSd^

Gleitspiegelebenen:

(llO)o (llO)o Gleitkomp. ^. (llO)i (llO)i Gleitkomp. -
-|- ^.

2 2 2 i Z

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[m, n, p1 |n, m, p +|1 |m, n, pl |n, m, f -f ||

|m, n, p1 |n, m, p+ ^1 |m, n, p]] |n, m, p + \\.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. Eo Ol HO ir
2. II i- 03 II 1 13 I

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung

3. II 03 |o 1 13 = V.

4. |o|o3 ||o|3
1 und 2 bilden Gitter von der Form des Eiernentarparallelepipeds

mit zentrierten Kanten [001]; 3 und 4 mit Innenzentrierung.

5. |0 13 |0 4 3
I

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung

6. II HD II H3 i
= S4.

Die Gitter sind von der Form derjenigen von 1 und 2.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen, die

digonale Drehungsachsen sind, besitzt eine beliebige Punktlage Vier-

zähligkeit. Hinsichtlich der Zusammengehörigkeit sind drei wesentlich

verschiedene Fälle zu unterscheiden.

Weiterhin gibt es nur noch Punktlagen mit drei Freiheitsgraden,

die achtzählig sind.

Raumgruppe 3Sd'

Die Untergruppen lauteni ©,, ©4', ^,^ ^,\ So« ßo^ «' und Sav^'

gehören ihr ebenfalls an. Der Koordinatenanfangspunkt falle mit dem

Schnittpunkt der Drehspiegelachse und Drehspiegelebene zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 279.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |,5 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Drehspiegelachsen: [OOlJoo [OOlJii.
2 3
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Digonale Drehungsachsen: [OOlJj^ [001] j_.

2 2

Digonale Schraubenachsen:

t'[010] [100]^° f"[010] [100p". i^[010] [100]H H[oiO] [loop^

Spiegelebenen: (llO)i (ifo)!.

Gleitspiegelebenen: (110)o(110)o Gleitkomponente jeweilen -•

Drehspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl In, m, p]] [nT, n, p| |[n, m, pl

Em +in+ ipl |n+ i,m + i,pl fm+ i n+ i pHn + i ni + 1, p|.

I
%.# !

I
i^

I
^^ "^^

I

I \
< • >

I # %.
I

,^<#

Fig. 136. %i^ (001)o- Ebene, mit den darinliegenden und den darauf senkrecht

stehenden Symmetrieelementen.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Eoooi [[Hol001 Etion

IHH il 1£" II" " 2J1 ü,2 2 2J

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = S4.

Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des basis-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Bei beliebiger Lage

auf [001]i(, oder [OOljgi stellt sich Zweizähligkeit ein mit der Sym-

metriebedingung Cjv. Punkte [[0 pl oder \\ \ p| sind vierzählig. Zu

10, 0, p| gehören [[|-, |, p]] |[0, 0, p| \\, |, p|. Die Symmetriebedingung ist C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden: Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind vierzählig.
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Alle Übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden acht-

zählig. Die Spuren der Symmetrieebenen, sowie die in (001)o liegenden

und d|rauf senkrecht stehenden Achsen zeigt Fig. 136.

Raumgruppe 3Sd*

ßi, ©4', ©s' Ss*, ß:!^ ©2' sind die Scharenuntergruppen. 9S=* ßav''

sind neben ©2' ebenfalls vorhanden. Gleiche Lage des Koordinaten-

anfangspunktes wie vorhin.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

L)—m.) siehe Seite 279.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |^,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Drehspiegelachsen: [OOlJoo [001]ii.

Digonale Drehungsachsen: [001]i^ [OOlJ^i.

Digonale Schraubenachsen:

.H[oio] H[oio] H[oio] H[oio] [loop^ [loojH [loopi [loo]^^.

Gleitspiegelebenen: (HO)« (llO)^; (llO)i (llO)i mit 2 ver-

schiedenen Gleitkomp.
Drehspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.

2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p| In, m, p] Um, n, pl |n, m, p|

|ni+in+-|,p+|Mn+|,m+f,p+iMm+f,n+iP+iMn+im+|,p+i|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1- lOOOHiT 2JI I

2ähHgkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung: S4.

Gitter von der Form des innenzentrierten Elementarparallelepipeds

werden gebildet.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

Zu HO, 0, Pl gehören |0, 0, pl Ij, ^P+ il Ihhv + U
Zu li 0, Pl gejiören [[0, i, pl |i, i P + il lüp-fll-

Beidemal ist mit der Zähligkeit 4 die Symmetriebedingung C2 verbunden.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden acht-

zählig. • Auf (00 1)1 würde man ein ähnliches Bild bekommen wie es

Fig. 136 zeigt, lediglich daß jetzt alle Syrametrieebenen Gleitspiegel-

ebenen sind.



284 Die analytisch-geometrische Darstellung der 230 Raumsysteme

Die Eaumgruppen 9Sd^— SSd" beziehen wir aus den in der Einleitung

zu dieser Klasse erwähnten Gründen auf ein basiszentriertes Elementar-

parallelepiped, so daß die drei ersten Decktransformationen laute^:

I.) |,|, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

in.) 0,0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Raumgruppe SSd^

Sie enthält die Untergruppen 6,, ©4', ©s^ 6s\ ©2' ^2". «" und

ß2v' sind ebenfalls erkennbar. Der Koordinatenanfangspunkt liege im

Schnittpunkt einer Drehspiegelachse und Drehspiegelebene.

IV.) Decktransformationsbedingung: 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

V.) „ 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Drehspiegelachsen: [001]^^ [OOljn; [OOlJ^i [OOl]!^

Digonale Drehungsachsen: [001]ii [001]i3 [001]3 3 [OOlJu.
44 44 44 44'

""[010] 2 "[010] [100]"" [100]2"; "2[010] H[010] [100]"-^ [lOOl^.

Digonale Schraubenachsen:

4"[oioJ 4«[oio] [ioo]4" [ioo]4"; H[oio] T2[oio] [ioo]H [ioo]H.

Spiegelebenen: (llO)o (llO)o; (110)^ (llO)i.

Drehspiegelebene: (001)^; (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p3 [[n, m, p] |m, n, p|Jn, m, p3 |m, n, pl Jn, m, pj [[m, n, p] |n, m, p]]

Km+ f, n+ ipl |n+ },m+|, p| Em+ i,_n4 i _p1 |n+ |, m+ i,p|

|m + |, n+ },p3 |n-i-|,m+ i,p3 Jm+ l, n+ i
pl [[n + f , m + f, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0003 iHo|]
2- |0 II [[} 1 1]] Zähligkeit jeder dieser viererlei verschiedenen Punkt-

3. fi 0| [[0 -^ 03 lagen = 2. Symmetriebedingung = Vd.

4. lio|3 |0Hl|
Die Punkte bilden Gitter von der Form des basiszentrierten

Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Vierzählige Punktlagen

mit der Symmetriebedingung Cov befinden sich auf allen Drehungs-

achsen [001]. Zu [[0 p1 gehören |0 p] [[|- f p3 || | pj. Zu ||- p] hin-

gegen 10 I p3 EO I p3
|i

p3 und schließlich bilden
[[} i pHt f Pl El l p1

EiiPl einen zusammengehörigen Komplex. Auf den [010] und [100]

parallelen Drehungsachsen herrscht Achtzähligkeit gemäß der einzigen

Symmetriebedingung = C3.
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Ihr geometrischer

Ort sind die Spiegelebenen (llO)o (llO)o; (llO)i (llO)i, beziehungs-

weise die dazugehörigen Identitätsschareu. Zähligkeit = 8. S3^mmetrie-

bedingung = Cs. 16 zählig sind die Punktlagen, welche keinerlei S3^m-

metriebedingungen unterworfen sind. Fig. 137 gibt über die Verteilung

der Symmetrieelemente auf (00 1)« Auskunft.

< (-)

;

c f-V} 1——<a-l>—

Fig. 137. SSd» (OOl)o- Ebene, mit den darinliegenden und den darauf senkrecht

stehenden Symmetrieelementen.

(Basisflächenzentriertes Elementarparallelepiped.)

Rauingruppe SS^^

Die Untergruppen sind: ©,, @4\ ©s* ©s", ©2» W. SS« und ß^v'

lassen sich gleichfalls erkennen. Der Koordinatenanfangspunkt falle auf

den Schnittpunkt einer tetragonalen Drehspiegelachse mit zwei digonalen

Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— ni.) siehe Seite 284.

IV.) 0,0,^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Alle Achsen haben gleiche Lage wie in SSd^.

Die Zusammengehörigkeit ist nur zum Teil eine verschiedene. Alle

Symmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen einer Art. (Gleitkomp. -.j

Ihre Lage entspricht der der Spiegelebenen von SSd^

Die Drehspiegelebenen liegen aber in (OOl)i (001)3.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte: '

|m, n, p| l[n,m, p+ fl |m, n, pl |[n, m, p-f|3

Im, n, p3 [[n^, m, p-ff] [[m, n, p3 [[n, m, p -hfl

|[m-f|,n-h^p3En+im-fip-H|3 |m+ |,_iiH-i_pHn+ |-, m+ i p+fl
|m + i,n+|,p3 En-|-i,m+i p+ y |m+ f,n4-|,p3 |n-h f, m-fip+|-3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. 10 03 10 13 IH 03 If 1 13 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

2. 10 ^01 Ifoy [[0||3 Kl 003 Gleiche Zähligk., gleiche Symmetriebeding.

3. 10 0^3 |0 0|3 IHil Eil 11 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S*.

4. |0 H3 Ei 13 |0 113 li f3 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S4.

Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Basiszentrierung, Innenzentrierung und Vertikal-

kantenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen, die

digonale Drehungsachsen sind, besitzt eine beliebige Lage die Zählig-

keit 8. (Symmetriebedingung = C2.) Wechselnd ist die Art der Zu-

sammengehörigkeit.

Außerdem gibt es nur noch Punkte mit drei Freiheitsgraden
und der Zähligkeit 16.

Raumgruppe SSa^

Als Untergruppen treten 6x, ©4', ßs* ^s', ©2'' ^2' auf. «« und Sav«

sind ebenfalls vorhanden. Der Koordinatenanfangspunkt stimme mit dem

Schnittpunkt: Drehspiegelachse— Drehspiegelebene überein.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 284.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:

Tetragonale Drehspiegelachsen: [001]^,j001]ii [OOlJ^i [OOlJi^,

Digonale Drehungsachsen: [OOlJn [001]i3 Eo01]33 [OOljsi;
, 44 44'44 44

^"[010] i'[010] [100]!' [100]^°; H[010] H[010] [100p2 [lOOpi

Digonale Schraubenachsen:

""[010] i"[oio] [100]'' [100p"; 4[oio] H[oio] [ioo]'2 [ioo]H.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (11 0)i (110)3 (110)3 Gleitkomp. -.4444 4

Drehspiegelebenen: (OOl)«; (OOl)i.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m^ n, p3 Hn, m, p] [[m, n, p]Jn, m, p]

|m + h n, p3 |n + 1, m,_p3 [[m + ^ _n, p3 |n +j, ra, p3

|m+ |,n+ |,p3 |n+im^+ipl Em-|- ^ n+ i,
p3 |n-|-i, m+ j, p]

|m, n + I, p3 In, m+ 1, p] |[m, n + |-, p] [[n, m -j- |, p].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 03 II 03 III 03 |0 I 03 Zähligkeit = 4. Syrametriebeding. = S4.

2. |0 13 II 13 II

1

13 |0 1 13 Zähhgkeit = 4. Symmetriebeding. = S4.

3. Iti03 |if03 |f|03 |ff03 Zähligkeit = 4. Syrametriebeding. = V.

4. II HI ItÜI liHl El! 11 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

Die Punktlagen bilden Gitter von der Form des basiszentrierten

Elementarparallelepipeds mit zentrierten Kanten des Basisquadrates.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, Auf allen Achsen, die

digonale Drehungsachsen sind, besitzt eine beliebige Lage die Zählig-

keit 8. (Symmetriebedingung C2.) Punkte mit zwei Freiheitsgraden sind

nicht vorhanden. Die allgemeine Lage ist 16 zählig.

Raumgruppe SSd^

Die Untergruppen SaS <Bi\ Ss^ 68^ ©2^ ©2^ sind der allgemeinen

Natur nach die gleichen wie in ^d\ doch ist als weitere Untergruppe

nun ß2v'^ vorhanden. .Das ist der Ausdruck dafür, daß die Gleit-

komponente der Gleitspiegelebenen schief zur c- Achsenrichtung steht.

Der Koordinatenanfangspunkt besitze gleiche Lage wie in SSd^

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— m.) siehe Seite 284.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Drehspiegelachsen: [001]oo [001]ii [OOlJ^i. [OOl]!^.

Digonale Drehungsachsen: [001]ii [OOlJis [OOlJsi [001]3i;
44 44 44 44

44[oio] H[oio] [ioo]H [ioo]H H[oio] H[oio] [loopi [ioo]44.

Digonale Schraubenachsen:

"^[010] 2i[010] "I[010] 2l[010] [100]'^ [lOOpi [lOO]-"! [lOOjH.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i (110)3 (llOjs.
4 4 4 4

Drehspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p3 |n, m, p3 |m, n, p3 |n, m, p3

|m+ |,n,p-l-|3 |n+ |,m,p+ |3 |m-H|, n, p+ |3 |n-f-|, m, p-l-|3
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|m-H|,n+|,pl In+j, m+ ipl |m+ |,n+ |,p3 |n+ i, m+ j, p]

|m, n-fip-hll |n, m+i,p+ |3 |m, n -f |, p+ il Hn, m+ 1, p+ 13-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0 03 ||0|3 IH03 10113 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S4.

2. |0 ^3 1} 03 l\ 1 13 10 I 03 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S4.

3. Ei 4- jl Ei ! !1 El ! il E! i II Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

4. El! 11 Efiil Eil 11 Eifil Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

Jede dieser Punktlagen bildet Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit allseitiger Flächenzentrierung.

# %
<Ö;—le—#-

Fig. 138. 9Sd' (001)o- Ebene, mit den darinliegenden und den darauf senkrecht

stehenden Symmetrieelementen.

Das Elementarparallelepiped ist hasisflächenzentriert.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören bei im

übrigen beliebiger Lage denjenigen Achsen an, die digonale Drehungs-

achsen sind. Zu EO, 0, p3 gehören^ |0, 0, p3 ||, 0, p+ |3 |i, 0, p+ fl

Ei h Pl Ei h Pl EO, h P+il EO, i, P+il- Zujm, i, i3 gehören Ei, m, f3

Era, I, i3 Ef, m, 13 Em+I, i, i3 Em+ f, f, i3 Ei m+i, |3 Ei, m+ l, f3 usw.

Die Zähligkeit ist immer = 8. Die Symmetriebedingung lautet C2.

Alle weiteren Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Das Bild auf einer Ebene (OOl)i entspricht in bezug auf Verteilung

der Symmetrieelemente dem der Fig. 138.
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Die Raumgruppen SSa^— ^d}^ ließen sich auf ein innenzentriertes

Eiernentarparallelepiped beziehen, gemäß der kristallographisch-üblichen

Aufstellung muß aber speziell für Sßa^ und SSd^" ein allseitig flächen-

zentriertes Parallelepiped als elementar gewählt werden.

Raumgruppe SSd^ (Siehe Fig. 139)

Ihre Untergruppen sind: (5i, @4^, 6s^ ^b^, ^2^ Ss^. Außerdem sind

58' und 62v^° darin enthalten. Eine Punktlage mit der Symmetrie Vd

sei Koordinatenanfangspunkt. Das primitive Tripel der Translationen

lautet ^ + -^; ^ + ^; ^ + 4".2^2'2'2'2'2

-<(-l>

w # I

*
I

%# '

% <^'^ r

..^^., J^^w^ ,.-^.

^V% 4>f\ ^J% #>-% #Y%
Fig. 139. 9Sd* (001)0 -Ebene, mit den darinliegenden und den darauf senkrecht

stellenden Symmetrieelementen.

(Allseitig flächenzentriertes Elementarparallelepiped.)

Die Decktransformationsbedingungen sind:

I.)
|, |, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. U.) |, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

in.) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehspiegelachsen:

[ooi]oo [001kl [ooiko [ooiJoi; [ooijii [ooi]j.3 [ooijn [ooijis.
22 2

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 19
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Digonale Schraubenachsen:

[001]i^ [OOlJii [001]3o [001]3i [OOlJoi [OOljii [001], 3 [001]i3.
4 42 4 42 4 24 4 24

Digonale Drehungsachsen:

''[010] 2«[010] '^[010] 2¥[010] [100]'' [100]2' [100]'^ [100]^^'

i4[oio] H[oio] H[oio] H[oio] [ioo]H [ioo]H [ioo]H [ioo]H.

Digonale Schraubenachsen:

4'[oio] 4°[oio] 4i[oio] 42[oio] [100]*' [100]^' [ioo]H [ioo]H;

'^[010] '^[010] 2T[010] H[010] [lOOj'l [100]'4 [100]2T [100]2i

Spiegelebenen: (llO)^ (llO)i (llO)^ (iTo)i.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (110)3 (llO)i (110)3.
4 4 4 4

Drehspiegelebenen: Teils (001)« und (OOl)i, teils (001)^ (001)3.
2 4 4

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p| |n, m, p| [[m, n, p| |[n, m, p| |m, n, p]] [[n, m, p]) |m, n, p| |[n, m, pl.

Ferner' zu jedem dieser Werte [[x, y, z| die Werte:

|x+ i,y+ i,zl [x+ iy, z-fll £x,y+ |,z+ i|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. [[0 0| ll 1 0| ||- 11 |[0 1 1|. Zusammengehörig und somit vierzählig.

Symmetriebedingung Vd.

2. IIOOl |I0|0| 1(0 11 lliil- Ebenfalls vierzählig mit der Symmetrie-

bedingung Vd.

3. liHI lUB EiHl Kill- Ebenfalls vierzählig mit der Symmetrie-

bedingung Vd.

4. If T 11 IH il Ei i fl Ei I il- Ebenfalls vierzählig mit der Symmetrie-

bedingung Vd.

Jede dieser Lagen bildet Gitter von der Form des allseitig flächen-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen tetragonalen

Drehspiegelachsen (digonalen Drehungsachsen [001]) ist die Zähligkeit

einer beliebigen Punktlage 8. Die Symmetriebedingung lautet C2V. Auf

den horizontal verlaufenden digonalen Drehungsachsen herrscht 16-Zählig-

keit, gemäß der einfachen Symmetriebedingung C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden auf den Spiegelebenen

sind 16 zählig. Allgemeine Lagen treten im Elementarparallelepiped

32 mal auf.
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Raumgruppe SSa'''

Die Untergruppen ergeben sich zu ßi, ®4^ Ss^ CSs*, Ss^ (£2^. Neben
^^ ist (S2v^^ bemerkbar. Der Koordinatenanfangspunkt sei zugleich Schnitt-

punkt einer tetragonalen Drehspiegelachse mit zwei digonalen Drehungs-

achsen. !Q|s primitive Tripel, sowie die drei ersten Decktransformations-

bedingungmi sind gleich wie in 3Sd^.

lY.) Decktransformationsbedingung: 0,0,^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

V.) „ 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Die Achsenlage entspricht der von 33d^ die Zusammengehörigkeit

ist lediglich teilweise verändert. Alle Symmetrieebenen, von im übrigen

gleicher Lage, sind Gleitspiegelebenen.

Die zu den Drehspiegelachsen gehörigen Drehspiegelebenen haben

sich vertauscht.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p3 |n, m, p -|- i| |[m, n, p| [[n, m, p+ f

3

|m, n, p3 [[n, m, p+ II |m, n, p| [[n, m, p+ fj.

Ferner zu jedem Wert |x, y, z| die Werte:

|x+ |, y+ i z3 Ex+i y, z-f 13 Ex, y+ |, z+ H-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. 10003 li|03 UoB |oH3 Eoofi BHl B^oj 10^03.

Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = V.

2. ÜU1 lUB Iffil Efiil Ififl BHl EiHl IHiS-
Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = V.

, 3. |ooi3 iHil BHl Eoif3 |oof3 liH3 Boß |oHl-
Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = S4.

4. Iii03 UIU Ef!03 IIHI EH03 Effll lifo! ÜHI-
Zähligkeit — 8. Symmetriebedingung = S4.

Alle diese Punktlagen bilden Gitter von ähnlicher Form wie das

einfache Elementarparallelepiped aber von | -Volumen.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die Zähligkeit ist auf

allen digonalen Drehungsachsen (inklusive tetragonale Drehspiegelachsen)

bei beliebiger Lage 16. Die einzige Symmetriebedingung = C2.

Weiterhin gibt es nur noch Punkte mit drei Freiheitsgraden.

Sie sind 32 zählig.

Die Eaumgruppen 3!?d" und SSd^^ müssen auf ein innenzentriertes

Elementarparallelepiped bezogen werden. Sind ax, ay, c die Kanten

dieses Parallelepipeds
,

so ist -^ + ^ + -^ ; -^— ? "i~ V' ^ ^^^ 1^''^"

jU Ji Ji ^ A A

mitives Tripel,

i 19*
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Raumgruppe 3Sd^'

©], (S-^^ ßs^ ßs^, ©2^ ßä' figurieren' als Untergruppen. SS^ und ©2v^^

kommen in Kombination vor. Der Koordinatenanfangspunkt stimme mit

einer, die Punktsymmetrie Va aufweisenden Lage überein.

Decktransformationsbedingungen: %

i-)
f' 2"'f5

1,0,0; 0,1,0; 0,0 1. IL) f , f , f,
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IIL) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; T, 0, 0; 0, 0, f. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale DrehspiegeLachsen: [OOlJoo [OOlJn; [001]io [OOlJo^.
2 2 2 2 .

Digonale Schraubenachsen: [OOljii [OOlJss [001]i3 [001] si.
44 44 44 44

Digonale Drehungsachsen:

""[010] 2l[oio] [100]"" [ioo]H-; f^[oio] "t[oio] [100]^" [ioo]"i

Digonale Schraubenachsen:

H[oio] H[oio] H[oio] H[oio] [ioo]H [ioo]H [ioo]H [loo]^*.

Spiegelebenen: (llO)^ (110)0.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i.

Drehspiegelebenen: Teils (001)« und (001) 1; teils (00 l)j_ (001)3.
2 44

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, p]| Kn, m, pl [[m, n, p| |n, m, pj [[m, n, p| [[n, ra, p| |m, n, p] |[n, m, pl.

Ferner zu jedem der Werte [[x, y, z| ein Wert |x + |, 7+ i» ^ ~h il-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 Ol 11 f II. Zähligkeit = 2. Symmetriebedinguug = Vd.

2. |0 II II I 0|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Vd.

3. II 0| |0 I 0|" |0 I II II ||. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

4. II il |0 I II |a I II 1^ f|. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S*.

1 und 2 bilden Gitter von der Form des innenzentrierten Elementar-

parallelepipeds ; 3 und 4 von der gleichen Form mit zusätzlicher Zen-

trierung der Basis und der Kanten c.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Bei beliebiger Lage

auf [001]o(j oder [001]ii herrscht, gemäß der Symmetriebedingung C2V,

die Zähligkeit 4. Die übrigen digonalen Drehungsachsen (inklusive [001]io

und [001]oi) sind nicht Schnittlinien von Spiegelebenen. Mit der Sym-

metriebedingung C2 ist daher Achtzähligkeit verbunden.



Raumgruppen SSd" — S5d* 293

Auch auf den Spiegelebenen' herrscht bei zwei Freiheitsgraden

Achtzähligkeit. Die allgemeine Lage mit drei Freiheitsgraden ist

16 zählig. Fig. 140 veranschaulicht die Verhältnisse.

Ranmgruppe SSd^*

Ihre Untergruppen sind: ßi, ©4^, Ss* (Ss*, ©2' ^2", doch bilden sie

diesmal unter sich 33^ und ßav'*- Der Koordinatenanfangspunkt liege auf

einer tetragonalen Drehspiegelachse und besitze die Punktsymmetrie S4.

;=^0>=.*=..<0^"l

Fig. 140. SSd" (OOl)o-Ebene, mit den

darinliegenden in ^ Höhe parallel ver-

laufenden Achsen, sowie den darauf senk-

recht stehenden Symmetrieelementen.

(Grundquadrat bei innenzentriertem

Elementarparallelepiped;)

Fig. 141. SSd'2 (OOl)o-Ebene (Projektion).

Die horizontalen Achsen liegen in ^ bezw.

f Höhe über der Grundfläche des innen-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

Das primitive Tripel, sowie die drei ersten Decktransformationsbedingungen,

entsprechen denen von SS^'^

IV.) Decktransformationsbedingung: 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

V.) ^,0,7; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Drehspiegelachsen (digonale Drehungsachsen):

[OOlJoo [001]„i [OOlJii [001]„i..

Digonale Schraubenachsen: [OOlJii [OOlks [001]ii [OOlJii.

Digonale Drehungsachsen;

8 [010] 4 §[010] 4l[oio] it[oio] [ioo]i8 [100]' 8 [100]'« [100]^
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Digouale Schraubenachsen:

''i[oio] H[oio] "^olo] H[oio]. °8[ioo] H[ioo] ''t[ioo] H[ioo].

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i; (110)3 (llO)i.
4 4 4 4

Drehspiegelebenen teils (OOIL (OOl)i, teils (OOl)i (001)3.
2 4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

^ _ [[m^n, p| J[n, nT, p| {m, n, p| |n, m, p|

|m+ |-,n,p4-il Eii+ f,m,p-|-il [[m + |, n,p+ il |n+ |,m,p+ il.

Außerdem gehört zu jedem Wert |[x, y, z| ein Wert |x-[-|, y+ |) z+ |-|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. lOOOl l^Oß II- III [[Olli. Zähngkeit = 4. Symmetriebeding. = S*.

2. |0 II II in II I Ol |0 I II. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = S*.

Mit einem Freiheitsgrad achtzählig sind beliebige Punktlagen

auf denjenigen Achsen, die digonale Drehungsachsen darstellen.

Beispielsweise gehören zu ||, n, |3 die Punkte |n, |, |1 |f , n, ||

In, I, 11 |n+ |, f, II In+ I, j-, |3 |f, n+ |, |1 ||, E+ |, |1.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 16zählig.

Die in |- und |-Höhe über einer Ebene (OOl)o befindlichen digonalen

Achsen sind neben den Spuren der Spiegelebenen in Fig. 141 eingezeichnet.

^4. Enantiomorph-hemiedrische Klasse der tetragonalen Abteilung

(Tetragonal trapezoedrische Klasse)

Senkrecht zu der einer tetragonalen Achse isomorphen Schar stehen

vier Scharen digonaler Achsen. Die Raumgruppen ®4^— ®4''* besitzen

ein einfachprimitives Elementarparallelepiped mit den drei ersten Deck-

transformationsbedingungen :

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

UI.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe ©4^

Die Untergruppen sind: ©i, (£4', ©2' 62', ^2^ ^2^ 33^ und SS^ sind

daher ebenfalls in dem Raumsystem enthalten. Koordinatenanfangs-

punkt sei der Schnittpunkt einer tetragonalen mit digonalen Drehungs-

achsen.

Einfachste Decktran sformationsbe dingungen:
I.)— III.) siehe oben.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:
Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJo^, [001]j_i.

2 2

/
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Digonale Drehungsachsen: [ö01]jl^ [OOlj^i.

Ferner: '"[010] [lOOf"; ^"[010] [lOO]^^ H[oiO] [100]°2; H[oio] [100]^i

[110]°" [iTo]""; [110]"^- [110]°5-.

Digonale Schraubenachseu: [110]^'' [llo]^" [110]^ 2 [iio]2 2.

(8iehe auch Fig. 142.)

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, u,p1 [[n,m,p| [[m, n, p| gn, m, p] K n,p| [[n,m,p3 fm, n, pj In, m. p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. HO on
2 IT^ ^ Oll

Jn n IT Zähligkeit — 1. Symmetriebedingung = D4.
o . |[0 yI

Diese Punkte bilden Gitter von der Form des einfachen Elementar-

parallelepipeds.

g' L f 1! !i Q J Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = V.

Beide Punktarten bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Grundflächenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu [[0 p| gehört

|0 p3, ebenso zu [[| i p| : || | p3- Diese Lagen sind mit der Symmetrie-

bedingung C4 zweizählig. Vierzählig sind irgendwelche Punkte beliebiger

Lage auf einer der digonalen Drehungsachsen. (Symmetriebedingung

= Ca.) Sonst gibt es nur noch achtzählige Punkte mit drei Freiheits-

graden. Die Achsenverteilung ist auch aus einer Fig. 142 ersichtlich.

Im Abstände — folgen sich derartige Ebenen übereinander.

Raumgruppe 2)4^

Ihre Untergruppen sind: ©i, ^i\ ©2^ e2^ (Sa' (£2'. 33^ und SS^ sind

gemeinsam vorhanden. Der Schnittpunkt dreier digonaler Drehungs-

achsen sei Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—IIL) siehe Seite 294.

IV.) |,|,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl |n+ |, m + |, pl |m, n, p]^
[[n+ |, m + i

pl

|m4-|, n+ i,
p3 Kn, m,p| |m+i n-fi p] |n, ra, pl.
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Symmetrieelemente: •'

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJi^ [001]^!.

Digonale Drehungsachsen:

[001],, [OOlJii. Ferner [110]°° [110]°°; [110]°^ [110]°i

Digonale Schraubenachsen: [110]^° [lfo]2°; [110]2¥ [iio]a i.

4°[010] t°[010] [100]4° [100]^°; 4 2[010] H[oiO] [100]H [100]H.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

o L n J Ji 1 11^
Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriehedingung = V.

^- V^ 2 J li-2 ¥ 2"!
J

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierter Basis.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu ||0p| gehört

|0|-p]l. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = C4. Auf den digonalen

Drehungsachsen ist bei beliebiger Lage Vierzähligkeit vorhanden. Bei-

spielsweise bilden |[ni, m, 0]] [[m, m, 0]] fm+ l,
m-j-i 0] [[m-|-i, m-|-|, 0|

einen zusammengehörigen Komplex.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden achtzählig.

Fig. 143 gibt die Achsenverteilung in einer Ebene (OOl)^.

Raumgruppe S)-i^

Die Untergruppen lauten: ßi, S^^, ©2^ 62*, ©2^ ©2^ Es sind dies-

mal SS^ und SS^ zu erkennen. Auf einer tetragonalen Schraubenachse

im Schnittpunkt mit einer digonalen Drehungsachse [010] liege der

Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 294.

3c - -
IV.) 0,0,--; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0, O,!.

Symmetrieelemente:

Tetragonale Schraubenachsen: [001]oo; [001]ii.
2 2

Digonale Schraubenachsen: [001], 1 [001]i,.

Digonale Drehungsachsen: °°[010] °2[010] [100]°* [100]°s

2°[oio] 2¥[oio] [ioo]H [ioo]H; [iio]°t [iio]°8 [iio]°i [iio]°i

Digonale Schraubenachsen: [110]2 s [110J28 [iio]28 [110]'28.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Im, n, pl |n,m,p+ f3 [[m,n,p+ |3 ^ m,p+ i3

|m, p, nl |n, m, p+ y |m, n, p+ |3 |n, m, p+ fj.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad gibt es nicht, hingegen liegen

die Schnittpunkte digonaler Drehungsachsen mit Schraubenachsen zu

vieren senkrecht übereinander.

-H-

t-

-m-
/ 1\

i^

e-

\ /
EH

%

^—

^

Fig. 142. %^ Ebene (OOl)o, mit den darauf

senkrecht stehenden und darinliegenden

Achsen. (Wiederholung der Achsenverhält-

nisse in , -Höhe.)

X
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Die übrigen Pimktlagen sind mit drei Freiheitsgraden acht-

zählig. Die Aufeinanderfolge der Achsen zeigt Fig. 144.

Raumgruppe ®4* (siehe Fig. 145)

Die Untergruppen lauten: (£,, ©4', ©2' 62^ 62' (52l Sie bilden

unter sich SS* und ^^. Den Koordinatenanfangspunkt legen wir diesmal

in den Schnittpunkt einer zweizähligen Schraubenachse [001] mit einer

digonalen Drehungsachse [1 1 0]. Die IV. und V. Decktransformations-

bedingungen erhalten dann die Werte:

IV.) |,|,^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Tetragonale Schraubenachsen: [001]^^ [001]^^.

Digonale Schraubenachsen: [001]^^ [OOlJu.

Digonale Drehungsachsen: [110]°" [110]°2 [iio]"4 [iIo]"i

Digonale Schraubenachsen: [110]2 [110]2 2 [iio]24 [iio]2 4.

H[010]^8[010] [lOOjH [100]*t; H[010] 4 8[010] [100]* s [100]H.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,n,p| [[n-fi,m^+i,_p4-fl |m, £, p+ HJÜ+ i m+ i p+ ^l

|m+|, n+ |,p+ il [[n, m,p4-il [[m+ |, n+ f, p+ f| [[n, m, p].

Außer den achtzähligen Punktlagen mit drei Freiheitsgraden

sind nur vierzählige Punktlagen mit einem Freiheitsgrad auf den

digonalen Drehungsachsen vorhanden. Ein zusammengehöriger Komplex

ist beispielsweise gegeben in:

Im, m, 0| |m+ i, m+ l, fl K m, ^l |m-|-i, m-j-f, fl.

Raumgruppe ©^^

Ihre Untergruppen sind: ßi, ß*^, 62^ ^i\ 62^ ©2^. Wie in ®4 sind

W und 33^ weitere Untergruppen. Der Koordinatenanfangspunkt ent-

spricht dem Schnittpunkt einer tetragonalen Schraubenachse (digonalen

Drehungsachse) mit zwei digonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 294.

IV.) 0, 0, |; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetrieelemente:

Tetragonale Schraubenachsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [001] 00; [001]ii.
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. Digonale Drehungsachsen: [OOlj^,! [OOlJig; ferner:

'"[010] [100]°2: ¥*^[010] [lOOjH; "i[010] [100]'"; i 2[01 0] [100]^';

[110]"4 [ll0]"i [110]°f [110]'4-

Digonale Schraubenachsen: [llOj^i [iio]^4; [iio]24 [iio]2i

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p1 |n, m, p+ 11 [[m, n, pl |n, m, p + fl

[[m, n, p1 In, m, p + || |m, n, pl |n, m, p + |3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0 03 10 0^3

q"
Jt

' ^! st!! Zähligkeit jeweilen = 2. Syrametriebedingung = V.
3. [[y OJ ([0 ^ o^

4. |o|-o3 0^3,

1 und 2 bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit zentrierten Kanten [001]; 2 und 3 hingegen Gitter von der Form

des Parallelepipeds mit Innenzentrierung.

Gitter der Form 1, 2 bilden noch die folgenden jeweilen zu-

sammengehörigen Punkte:

ö. 10 13 [[0 f3 \ Zähligkeit ebenfalls 2. Symmetriebedingung eben-

6. liiil UUl] falls = V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen, die

digonale Drehungsachsen sind, ist eine beliebige Punktlage vierzählig

(mit einem Freiheitsgrad) und mit der Bedingung 1 Q-l' = Cs.

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind achtzählig.

Die AchsenVerteilung geht aus Fig. 146 hervor.

Raumgruppe 'S)i^

Da ßi, S4^ ©2^ (£2^, ©2^ ©2^ die Scharenuntergruppen sind, bilden

sie diesmal unter sich W und 33^. Der Schnittpunkt dreier digonaler

Drehungsachsen wird zum Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 294.

IV.) |,|,|; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |, |, |; 1, 0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:
Tetragonale Schraubenachsen, die zugleich digonale Drehungs-

achsen sind: [OOl]^,!. [OOlJi^.

Digonale Drehungsachsen: [001]oo [OOljii.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [110]°° [110]°^; [110]°^ [110]°°.
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Digonale Schraubenachsen: [110]2° [110]2 2; [nop 2 [iioji
;

H[oio] 4i[oio] [loopi [looji*. 44[oio] H[oio] [loojH [loojH.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl |n+ }, m + |,_p + 13 |m, n, p3_ [[n+j, m+ i, p+ 11

|m + in + i,P+ ^3 |n, m,pl |m + in+ f,p + il |[n, m, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10003 El Hl
2. 10 0^3 iH.oi

Sie bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit

Innenzentrierung.

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = V,

Fig. 146. ®/ Ebenen (OOl)o und (OOl)i. Fig. 147. 2),« Ebenen (OOl)o und (OOl)j

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

Punktlagen mit einem Freih eits grad. Sie entsprechen

beliebigen Lagen auf den tetragonalen Schraubenachsen oder den di-

gonalen Drehungsachsen. Ihre Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung

= C2. Ein zusammengehöriger Komplex ist beispielsweise:

|m, m, 03 Im+ i, m + i,
|3 [[m, m, 03 [[m+ |-, m+ |, ^l

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung mit drei

Freiheitsgraden achtzählig. Fig. 147 veranschaulicht die Achsen-

verteilung.

Die Raumgruppen 2)4' und 3)4* verlangen keine besondere Er-

läuterung, sie sind enantiomorph zu ©4^ und ^4*, enthalten also als

Untergruppe Si* an Stelle von 64^. Es ändert sich die Aufeinanderfolge

der Achsen, im übrigen bleiben die Ergebnisse der Klassifikation ihrer

Punktlagen erhalten.
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Die RaumgTuppen ®4^ und S)*^® lassen sich auf ein innenzentriertes

Elementarparallelepiped beziehen. Dieses ist dann doppeltprimitiv. Auch

auf ein allseitig flächenzentriertes Elementarparallelepiped lassen sich

die Gruppen beziehen. Zum Vergleich mit kubischen Raumsystemen

wird das letztere oft zweckmäßig sein. Die besondere Ableitung dafür

ist hier nicht gegeben, weil sich die diesbezüglichen Verhältnisse, wenig-

stens für 2)i^, ohne weiteres aus der Betrachtung kubisch enantiomorpher

Gruppen ergeben. Das primitive Tripel ist daher für unsere Betrachtungen

:

a^ ay (^ a^_ ay
,

c

2'2~'2* 2 2'2'^*

Raumgruppe ®4''

Ihre Untergruppen sind außer ^8'' und SS® die folgenden: &i, (i*^,

©2^ ©2^, ©2^ ®2^. Der Koordinatenanfangspunkt fällt mit dem Schnitt-

punkt einer tetragonalen Drehungsachse und vier digonalen Drehungs-

achsen zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

!•)
I' |'|-; 1'0,0; 0,1,0; 0,0,1. n.)

|,f,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; T, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJoo [001]i i.

2 2

Tetragonale Schraubenachsen (digonale Drehungsachsen):

[001],. [OOlji,.

Digonale Schraubenachsen: [OOljii [OOlJss [OOlJis [OOlJsi.
44 44 44 44

Digonale Drehungsachsen:

""[010] 2¥[010] [100]"" [100]2i; i"[010] "2[010] [lOO]^" [100]"i

[110]"" [110]"" [iio]"i [iIo]"i [iio]2i [iio]H [iio]H [iio]H.

Digonale Schraubenachsen:

H[oio] H[oio] H[oio] H[oio] [ioo]H [100]*"^ [loo]*! [loo]*!.

[iio]2" [iio]2i [no]2" [iio]ii [110]"^ [iio]"l [110]"^ [iio]"i

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m, n, p1 Kn, m, p| [[m, n, p| |n, m, p] [[m, n, pl |n, m, p| |[m, n, pl |n, m, pj.

Ferner zu jedem der Werte |[x, y, z| ein Wert |x-|-|, y-\-^, z-|-||.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

2. lOOil itoli
^™^^^'* ^ ^' Symmetriebedingung = D4.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarparallelepipeds.
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3. II 0| |0 4 0| KO i -11 11 13 1 Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung

4. Iioii EoHl liofi Eoifl
J

=v.
Die Punkte bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarparallelepipeds mit zusätzlicher Zentrierung der Flächen

(001) und Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu |0 p| gehören

1^0 p1 lliv, P+ il U;hV-\-E- Die Zähligkeit ist 4, die Symmetrie-

bedingung = C4. Auf den übrigen Drehungsachsen ist bei beliebiger

Lage Achtzähligkeit vorhanden, entsprechend der Symmetriebedingung

= C2. Zu [[m, m -["i, il gehören beispielsweise [[m -|-|-, m, j} [[m, m-l-|, ||

|m+ i,m,|3 Em,m+ |,f3 |m-fi, m,|| [[m,5+ i,|3 |m+ i,m,|l.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Die Achsenverteilung wird hier am besten in zwei Figuren dargestellt,

die Ebenen (001) betreffen, welche um —- voneinander entfernt sind

(Fig. 148j.

Raumgruppe ©4'"

Die Untergruppen sind: ßi, ©4^, 62^(52^, (l^a^ Ss^. vSie bilden unter

sich )S^ und SS'. Der Koordinatenanfangspunkt liege im Schnittpunkt

dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—III.) wie bei ©4^ (Seite 301).

IV.) 0, |, ^; 0,1,0: 1,0,0; 0,0,1. V.) |, 0, ^^^; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

Linke tetragonale Schraubenachsen: [001]ij_ [OOljss.
44 44

Rechte tetragonale Schraubenachsen: [001]i3 [OOljsi.
4 i 4 4

Digonale Drehungsachsen: [OOlJo« [001]i 1 [OOlJi.^ [OOlJoi-

^[010] ^i[oio] it[oio] H[oio] [ioo]4"8 [loo]*« [loopt [loo]*».

[110]'' [110]'^ [iio]H [iio]24. [iio]H[iio]H [110]'^' [iio]'i

Digonale Schraubenachsen:

28[010] 'tfoiO] [100]"t [100]^« "^[010] 2t[010] [lOOjat [lOO]"«.

[110]^° [iio]^2 [iio]'4 [iio]'T [110]^' [iiojH [iio]'4 [iio]'i

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Im, n, p1 |n, m+ 1, p^+ ^3 Jeq, n, p] (o.+ i,_m, p + f

3

Um -h i, n, p +.13 In+ i^m+ j, p+ y Km + 1, n, p +J3 En, m, p3

|m+i,n+ f,p+ |3 |[n-H,m,p+ fj |[m+ i, n -fi.p+H |n,m+i,p+ 13

|m, n+ },p+ {3 |n,m, p3 [[m, n+ |,p+ |3 |n+ i, m+ |, p+ -|3-



Raumgruppen 2}^* 303

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. |0 OHO I II e fHH il 1
Zähhgkeit = 4.

2. looii |oHl lioil IHol I

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den di

gonalen Drehungsachsen an und sind jeweilen achtzählig (Ca).

Symmetriebedinguug

= V.

{i)

'm

«
*

fe

Q
'/ II

ff-

j_-föpne.0- Ebene.

Fig. 148 a. :i),» Ebene (00D« Fig. 148 b. ®,» Ebene (001 )j

Gleicbe Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

% X %.

^^/ -if^p/?^ jil- Ebene.

Fig. 149-a. X,^" Ebenen (OOl)o und (OOl)i. Fig. 149b. S)^!» Ebenen (OOl)A und
8 8

Gleiche Symbolik wie in den vorhergehenden Figuren.

(OOljj

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind 16zählig.

Zwei. Figuren dienen zur Veranschaulichung der Achsenverhältnisse.

Die eine enthält die Achsen in den Ebenen (OOl)o und (OOl)i, die

(Fig. 149).andere die Achsen der Ebenen (OOl)i (001)|



304 Die analytisch-geometrische Darstellung der 230 Raumsysteme

®4^. Holoedrische Klasse der tetragonalen Abteilung

(Ditetragonal - bipyramidale Klasse)

Eine tetragonal- isomorphe Achsenschar steht senkrecht auf einer

und parallel zu vier Symmetrieebenenscharen. Eine Schar von Sym-

metriezentren, sowie vier Scharen von digonalen Achsen stellen sich ein.

Die Raumgruppen ®4h^— ®4h'^ können auf ein einfach primitives

Elementarparallelepiped a, a, c (a = ß = y = 90^) bezogen werden.

Das eventuell auch verwendbare basiszentrierte, doppeltprimitive Parallel-

epiped würde sich davon im Punkt -Absorptionsvermögen, der Stellung

und im Achsenverhältnis unterscheiden, das einfachprimitive Basis-

diagonalparallelepiped in der Stellung und im AchsenVerhältnis. Da wir

den nachfolgenden Darlegungen den ersteren Fall zugrunde legen, sind

die drei ersten Decktransformationsbedingungen für ®4h^— 2)4h^® ge-

geben durch:

I.) a, 0, 0: 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. II.) 0, a, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

ax, ay, c ist primitives Tripel.

Von den Untergruppen werden außer den auf die Parallelachsen

bezüglichen nur die tetragonalen und rhombisch holoedrischen angegeben.

Raumgruppe ®4h^

Ihre einfachsten Untergruppen sind: Si, Si, ©4^ (^s\ ß^s* ©sS Ss^ ©s^

^2' ^-2\ ^'^^2^. Die tetragonalen lauten: (S4' (@4'), ^iy\ ßih', (SSd'),

(3Sd^) ®i^ Die rhombisch -holoedrischen Gruppen 95h^ und SSh^^ lassen

sich gleichfalls erkennen. Der Koordinatenanfangspunkt falle mit einem auf

der tetragonalen Drehungsachse liegenden Symmetriezentrum zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— III.) siehe oben.

IV.) 0, 0, 0: 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, T.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Durch Kombination ergeben sich die anderen.

Symmetriedemente:

Symmetriezentren: I. |[0 0]). IL |0 jl. HL |H Ol-

IV. iHfl- V. EoioHiooi. vi.ioHHioii.

Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJo^; [OOljii.

Digonale Drehungsachsen: [OOlj^^, [OOl]^,!.

Spiegelebenen:

(001)0; (OOl)i. (lOO)o (OlO)o; (lOO)i. (OlO)i; (HO)« (iTo)«.
2 22

Gleitspiegelebenen: (llO)i (110)1.
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Digonale Drehungsachsen: "'[010] [lOOf"; 2*'[010] [lOOp^

^^[010] [100]°2; ii[010] [lOOjH; [iiof [liof; [110]"2 [iioj'i

Digonale Schraubenachsen: [llO]^"* [110]^°; [110]22 [iiojH.

(Siehe Fig. 150.)

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

l[m, n, p| In, m, p| |[m, n, p]] [[n, m, p] ([m, n, p| [[n, m, p| [[m, n, pl [[n, ra, p]]

Um, n, p3 In, m, p3 [[m, n, p] [[n, m, p| [[m, n, p] [[n, m, p]] |m, n, pl [[n, m, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad. I, ü, III, IV von Symmetrie-

zentren sind jeweilen einzählig mit der Symmetriebedingung = Bih. Sie

bilden Gitter von der einfachen Form des Elementarparallelepipeds. Die

Fig. 150. 5)4h* Ebene (001)o, mit den darauf senkrecht stehenden Achsen und

Symmetrieebenen, sowie den in ihr liegenden Symmetriezentren und Achsen.

(OOl)o selbst ist Spiegelebene. (Großer Kreis.)

Symmetriezentrumslagen V und VI sind jede für sich zweizählig mit der

Symmetriebedinguug = Vh. Sie geben zu Gittern von der Form des

Elementarparallelepipeds mit zentrierter Basis Veranlassung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Punktlagen |0 p| oder [[i
| p]l sind zweizählig. Symmetriebedinguug

2. Beliebige Punktlagen auf irgend einer der übrigen (digonaleu)

Drehungsachsen besitzen die Zähligkeit 4, entsprechend einer Sym-

metriebedingung C2V.

Jede Drehungsachse ist somit Schnittlinie zweier Spiegelebenen.

Ni ggl i , Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuuras 20
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören in be-

liebiger Lage den Spiegelebenen an. Die Zähligkeit ist 8.

Punkte mit drei Freiheitsgraden besitzen ohne Symmetriebedingung

die Zähligkeit 16.

Raumgruppe ®4h^

Die Untergruppen lauten: ß,, (Si, (Ei\ (i,\ (S,' (is\ ßs* ßeS ^2'^,',

(£2^ ©2^ Tetragonale Untergruppen sind ßiS (©4^ ß^hS ß4v^ (3Sd^ SSd^) ®4*.

Als rhombisch-holoedrische Gruppen lassen sich SSh' und ^h^" erkennen.

Der Koordinatenanfangspunkt soll durch den Schnittpunkt einer tetra-

gonalen Drehungsachse mit vier digonalen Drehungsachsen markiert sein.

Einfachste D e ck tran sformationsbe dingungen:
I.)— ni.) siehe Seite 304.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0, 0, -|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente. Alle Achsen, ob Drehungsachsen oder

Schraubenachsen, besitzen gleiche Lage wie in ®4h^ die senkrecht über-

einander stehenden horizontalen digonalen Achsen (0 und | als zweite

Kennziffer) sind lediglich zusammengehörig.

Symmetriezentren: L = |0 iHO fl IL = |H iHH fl-

nL = ||Oil lOHS liofi loui
Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.

4 4

Gleitspiegelebenen:

(lOO)o (OlO)o; (100), (010)1. (llO)o (llo)«; (llO)i (HO),.22 22
Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p| |n, m, pj |[m, n, pl |[n, m, p|

Im, n, p+ jl [[n, m, p -f jl |[m, n, p -f || In, m, p+ f]]

|m, n, p+ II |n, m, p+ 1| |m, n, p+ 1| |n, m, p+ 11

|m, n, p1 |n, m, p| [m, n, p| |n, m, p|.

Puuktlagen ohne Freiheitsgrad.

L 1 J^ Ji 1 il \
Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = D4.

^- IJ 2^& I2 2" 2JI '

u lil lull 1
Zähligkeit ebenfalls = 2. Symmetriebedingung = C^h-

"*• U,2 2 4I IL2 2 4J -^

Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Kanten [001].

5- |0 i 0| If 0| |0 I II II 13. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

6- HO I II II II |0 I IUI ||. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = C^h.
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5 und 6 bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit Innenzentrierung, zentrierter Basis und zentrierten Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheftsgrad. Auf den tetragonalen

Drehungsachsen herrscht bei beliebiger Lage Vierzähligkeit. Die Sym-
metriebedingung ist durch C4 gegeben. Auf den digonalen Drehungs-

achsen (Co) herrscht Achtzähligkeit.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Es sind das lediglich

Punkte |m, n, || oder [[m, n, |]]. Bei beliebiger Lage auf diesen Spiegel-

ebenen stellt sich die Zähligkeit 8 ein. Alle übrigen Punkte sind mit

drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Fig. 151. 2)4h* Ebene (001)o. Analoge Darstellung wie Fig. 150.

Die Symmetriezentren und die Spiegelebenen (001) befinden sich in | über

und unter der Achsenebene (OOl),,.

Die Fig. 151 soll die Symmetrieebenenverteilung zur bildlichen

Darstellung bringen. Die horizontalen Spiegelebenen liegen nicht mehr

in der Ebene der horizontalen Achsen, sondern in fc darüber und

darunter, ebenso die Symmetriezentren. Alle vertikalstehenden Sym-

metrieebenen sind Gleitspiegelebenen.

Raumgruppe ®4h^

Ihre Untergruppen lauten: 61, iSi, iii\ Ss*, ©s' ^s\ ^s' ^.\ ^2' ^2',

ßä" (Sä». Von tetragonalem Charakter sind: 64^ (©*») ^iy\ 64h^ 0Sd' 5ßd')

5)4 ^ 3Sh* 3Sh^^ sind die darin enthaltenen rhombisch -holoedrischen

Untergruppen. Die Lage des Koordinatenanfangspunktes sei mit der

von ®4h^ ident.

20*
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Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 304.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) |-, j, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Die Lage der Achsen entspricht genau

derjenigen der beiden vorhergehenden Gruppen. Die Zusammengehörig-

keit ist lediglich geändert. Auch sind die digonalen Drehungsachsen

[001] tetragonale Drehspiegelachsen geworden.

Symmetriezentren: I. [H «1 Ei I «1 |[| f [fi

n. ÜHl EHil Iffil Ifiil-

Gleitspiegelebene: (OOl)o (OOl)i.
_ 2

Spiegelebenen: (llO)i. (llO)i.
2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (OlO)i; (100)3 (OIO)». (HO)« (llO)o.
4 4 4 4

Drehspiegelebenen für die Achsen [001]^! und [OlOji^, sind

(OOl)o und (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

^ |m, n, p1 Jn, m, pl |m, n,
p|^ |n, m^ p|

[(m-fi,n-M,pl |In+ |,m+ |,pl |Im+in+ |,p| [[n -f |, m+ f , p]

|[ra+ i n+ l, Pl jn+ l, m+ |, pl ([m+ |, n+ f, pl_En-hi m-j-f, pl

[[m, n, p1 |n, m, pl |[m, n, p] [[n, m, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

La il l^i l il] Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = D4.
2- HO -»} II2 2 2" ^

In » il Ji n 11^ 1
Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = V,i.

4- HO 2 ä"! IL7 ^ 2JI
-^

Alle diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierter Basisfläche.

5- li i Ol usw. (siehe Symmetriezentren I). Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = C2h.

^- li T II usw. (siehe Symmetriezentren II). Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = C^h.

Diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit zentrierter Basis und zentrierten Kanten des Basisquadrates.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Zu ([0 p| gehören

III I Pl U ¥ p1 |0 p1. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C4.

Zu |0|p1 gehören 11 Opino IpI Klo p1. Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = C2V. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen sind die

Punktlagen achtzählig gemäß der einfachen Symmetriebedingung = Ca.
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen (llO)i bezw. (11 0)1 an (sawie den ihnen identischen Ebenen).

Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Cs.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16zählig.

Die Figur 152 ist nach dem Vorhergehenden ohne weiteres verständlich.

/#T^i-^

Fig. 152. Dih^ Ebene (001)o = Gleitspiegelebene mit den darinliegenden und

den darauf senkrecht stehenden Symmetrieelementen.

Raumgruppe jD4h^

Die Untergi'uppen lauten: (5i, 6i, ß^S es^ ^.' ^s', ^.' es^ ^2' S^S

(Sa' 6ä^ Von tetragonalem Charakter sind: ©4', (©4^, ^iy^ e4h^ (35d' 35d'),

^4^ Die rhombisch holoedrischen heißen diesmal SSh^ SSh"". Der

Koordinatenanfangspunkt besitze gleiche Lage wie in ^a^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 304.

IV.) 0,0,0: 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) ^,^,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
a a a

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0^ 0,0,1.

Alle Achsen besitzen, abgesehen von der neuen Zusammengehörig-

keit, gleiche Lage me in %i\}. Die digonalen Drehungsachsen [001]

sind tetragonale Drehspiegelachsen.

Symmetriezentren:

IHil lifil HIHI Iflil liill lull Efifl Ifül-

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4 _

(10 0)1 (Ol 0)1 (100)3 (010)3. (11 0)0 (11 0)0; (11 0)1 (11 0)1.
4: 4 4 4 2 8
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Zu deu Achsen [OOlji^, [OOlJ^i gehören die Drehspiegelebenen

(OOl)i (001)3.
i 4

Zusammengehörige Koordinaten-werte:

|m, n, p1 Kn, m, p| |m, n, p| [[n, m, p|

Em+|,n + |,p+il |n+i,nr+i,p+il |[m+i,i-f|,p+ il [[n+i,m+|,p-f||

|m+f,n+f,p+|l[[n+f,m+f,p+j| |m+iK+f,p+|3 |[n+im+f,p+i3

Im, n, p3 |n, m, pj] [[m, n, pj |[n, m, pj.

Fig. 15.3. S)4h* Ebene (OOl)^. Die Hauptspiegelebenen und Symmetriezentren

liegen in x darüber und darunter.

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedinguug = D«.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad

1. 100 03 iHMi
2. 10013 Kffoii

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung,

3. II 03 |0 I 03 |0 113 II 13. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= V.

4. 13 |0 H3 10 1 13 II 13. Zähhgkeit = 4. Symmetriebeding.= S4.

5. Die acht zusammengehörigen Symmetriezentren. Zähligkeit = 8.

Symmetriebedingung IZ = d.

3 und 4 bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit Innenzentrierung, zentrierten Flächen (001) und Kanten [001].

Die Symmetriezentren bilden dem Elementarparallelepiped ähnliche

Gitter von | Volumen der Gittermasche.
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Punktlageu mit einem Freilieitsgrad. Sie sind vierzählig-

auf den tetragonalen Drehungsachsen, achtzählig auf den digonalen

Drehungsachsen.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden sind keine vorhanden,

-die mit drei Freiheitsgraden sind 16zählig.

In der Figur 153 bedeuten die Doppelkreise der Symmetriezentren

Lagen fc oberhalb bezw. unterhalb der Achsenebene. Die großen ge-

strichelten Doppelkreise bezeichnen die in gleicher Lage befindlichen

Gleitspiegelebenen und Drehspiegelebenen.

Fig. 154. S)4h* Ebene (001)o

Raumgruppe ®4h^

Ihr gehören die Untergruppen 6i, ßi, ^i\ i^,\ ßs' (is\ ^s' Ss',

62^ ©2^ Sa^ ©2^ an. Die tetragonalen Untergruppen lauten: ^i\ (©4):

ß4v^ S4h^. (3Sd^ 3Sd'') ^4'^ Rhombisch holoedrisch sind die Gruppen,

SSh^ SSh^^. Ein auf einer tetragonalen Drehungsachse liegendes Sym-

metriezentrum wird Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe S. 304.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) y, y, 0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: L = |0 03 |f | 0]. IL = |[0 ^3 ^ |]].

nL = |o|o3 liooi. B^ = |oiiH|öfi.
Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJo,,; [OOlJii.

2 2

Digonale Drehungsachsen: [001]j_p [001]^!.
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Spiegelebene: (001), (OOl)i. (llO)j. (iTo)i..
2^ 2 2

Gleitspiegelebenen: (HO)« (llo)«. (lOO)i (lOO)i (OlO)i (010)3.4444
Digonale Drehungsachsen: [110]^^ [iTop''; [llOjs 2 [ilop l.

Digonale Schraubenachsen: [110]'"' [liof; [llO]*''^ [llO]"^.

*"[oio] 4 "[010] [100]^° [100]!". H[oio] *2[oio] [ioo]4i [ioo]H.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

im, n, p1 [[n, m, p| |[m, n, p| |n, m, p] [[m, n, p| |[n, m, p| |m, n, p| [[n, m, pj

lE+in+ipl Ki+ i m + f,p| |m +ii+ ip3 |ii+ |, m+ f, pl

|m + i, n+ },p|4n+ |, m+ipl |m + i n+ |-,p3 [[n+ |, m-j- f, p3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

2'
10 4 f

J I ^ )
^ä^li^^^i^ jeweilen = 2. Symmetriebedingung = C^h-

m i 1^ Ji n iH Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Vh.

Die Punkte bilden Gritter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit zentrierter Basis.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Ci.

2. Auf [001]^! oder [001] i„ oder [110]2
*" [ll0]^° bezw. [llOjai [lIo]2 2.

Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2V.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind achtzählig.

16zählig sind die Punktlagen mit drei Freiheitsgraden.

Fig. 154 gibt über die Verteilung der Symmetrieelemente Aufschluß.

Raumgruppe ®4h®

Ihre Untergruppen sind: ßi, 6;, (^,\ ßsS ^s' ^s', ßs'' es^ ©2' e2^
(£2' ©2^ Tetragonale Untergruppen: (©4') ^^\ ^4h\ ^iv' (58d* ^i') S)*^

Rhombisch holoedrisch sind SSh'* und SSh^". Ein auf einer tetra-

gonalen Drehungsachse liegendes Symmetriezentrum wird Koordinaten-

anfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 304.

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) y, y, y; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.
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Symnietriezentren: I. [[0 Ol |H ll- H-
l[0 |1 HH <^1-

ni. |o|oi ||oo| 110 13 loiii.

Tetragonale Drehungsachsen: [001] [OOlJü.
2 2

Digonale Drehungsachsen: [001]i^p [OOlj^i.

Spiegelebene: (OOl)o (OOl)i.
2 .

Gleitspiegelebenen:

a00)i (OlO)i (100)3 (010)3. (llO)o (llO)o; (llO)jL (lio)i.
4 4 ' 4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen: [110]2i [lIo]H [liop* [llop^.

H[oio] H[oio] H[oio] H[oio] [ioo]H [loojH [loojH [ioo]H.

Fig. 15Ö. 3:'4h' bezogen auf die Ebene (001)_i, die Achsenebene.

Die Hauptspiegelebenen sind (001 )„ und (001 )JL, darin liegen auch die Symmetriezentren.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|[m,n,p| |In,m,p3 |^, n, p| [[n, m, p] |m, n, p3 |[n,m,p3 Im, n, pl |n, m, p]]

|m+i,n+i,p+i3|5+im+|:p+fMm+i,n+i,P+i3|n+im+i_p + i3

Im+|,n+|,p+i3|n+im+iP+ilK+|,n+ip+iMn+im+|,p+|3.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

L n J I? ? ni^ I

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = C4h.
2. [[0 -öl [[2 2 Ojj

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.
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3- U Ol EO I Ol [O Hl dl II. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = Csh-

4. 11 {1 [[0 f fI EO f Uli f|. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.

.3 und 4 bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit lunenzentrierung, Basisflächenzentrieruug und Zentrierung der

Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freilieitsgrad. Vierzähligkeit ist auf

den tetragonalen Drehungsachsen vorhanden (C4); Achtzähligkeit auf

den digonalen Drehungsachsen (C2).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Punkte |m, n, 0| oder

Km, n, II sind achtzählig (Cg).

Alle anderen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Figur 155 ist so zu verstehen, daß die Achsenebene in die Zeichnungs-

ebene zu liegen gekommen ist, dann befinden sich die horizontalen

Q
Spiegelebenen und die Symmetriezentren im Abstände — darüber und

darunter.

Raumgruppe ^4h'

Ihre Untergruppen lauten: S,, (5;, (5*', ^,\ ds' (l.\ ßs' ^s^ ^2' ^2',

(£ä^ ©2^ Von tetragonalem Charakter sind: ©4^ (@iO, (54h^ ^iv^ (^a^ ^a^)

^4^. Rhombisch holoedrisch sind: 9Sh^^ SSh^^ Der Koordinatenanfangs-

punkt falle mit einem Schnittpunkt einer digonalen Drehungsachse [001]

(die zugleich tetragonale Drehspiegelachse ist) und der zugehörigen

Drehspiegelebene zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) Siehe Seite 304.

IV.) -|,|-,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.)
f,-|,0;

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.)
f, |,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente:

Symmetriezentren: I. |H Ol ^ f Ol IH 0| If f Ol.

n. Ei Hl EHII IfHHIHI.
Tetragonale Drehjingsachsen: [001]^i [001]iq.

Digonale Drehungsachsen (Drehspiegelachsen): [001]oo [001]ij_.
23

Gleitspiegelebenen: (OOl)^ (OOl)i.

Spiegelebenen: (100)« (lOO)j. (OlO)o (010)2. (llO)i (lio)i.
2 _ 2 22

Gleitspiegelebenen: (llO)o (llO)o.

Digonale Drehungsachsen: [110]'" [00]°°; [110]"2 [lTo]*'i
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Digonale Schraubenachseu: [llOjä ° [iio]2 °; [110]2 2 [iTo]2 2.

4"[010] i"[010] [100p' [100p°; H[010] l^[010] [lOOjH [100]*i

Drehspiegelebeneii: (001)„ (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, u, p| [[n +|; m -f j-, p| |[m, n, pj^ ^ + j, m + j, pj]

|m + i n + |, p| Jn, ra, pi |m
-j- i, n -f f , pl ^H, m, p]

[[m, n, p1 In + j, m + 1, p| [[m, n, p|^ [[n+ 1, m+ i,
p|

|m-f-in + ipl [£n, m,pl |m + i, n + |,p| [[n, m, p|.

Fig. 156. Xih^ Ebene ^00 Dq. Gewöhnliche Darstellung.

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Vd.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |ooo| KHoi
2. |00|1 Hill

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.

usw. = Symmetriezentren I. 1 Zähligkeit = 4. Symmetrie-

usw. = Svmmetriezentren II. J
bedingung = Coh.

"1

1

.4 4

Punktlagen mit einem F'reiheitsgrad.

1. Zu If p| gehört |0 f p|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = C^y.

2. Zu ([0 pl gehören |[i
| p] [[||p| [[0 0p|. ZähHgkeit = 4. Sym-

metriebedingung = C2V.

3. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen sind die Punktlagen

achtzählig (d).
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören bei Acht-

zähligkeit den Spiegelebenen an.

Die übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 16 zählig.

Figur 156 stellt das Raumsystem in gewohnter Weise dar.

Raumgruppe ®4h^

Ihr gehören die Untergruppen Si, G;, ^i\ 6s', Ss' Ss^, Ss^ 6s*,

62^ S2^ 62^ 62^ an. Von tetragonalem Charakter sind (li\ C®*')) ^4ll^

64v^, (^^d'* SSd^) ®4^. Rhombisch holoedrische Untergruppen wären 58h^°

und SSh^'. Der Koordinatenanfangspunkt falle mit einem Schnittpunkt

dreier digonaler Drehungsachsen zusammen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—III.) siehe Seite 304.

IV.)
|,f,0;

0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. -V.) |-, |-, |-; 1, 0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.)
-|,f,

0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Achsenlage (abgesehen von der Zusammengehörigkeit) gleich wie

in 5D4h'. (Siehe Fig. 157.)

Symmetriezentren:

BU1 ÜUI BHl IflB ÜIB ÜjB ÜUI ÜUI
Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3.

(10 0)0 (Ol 0)0 (lOO)i (OlO)i. (11 0)0 (iro)o; (11 0)1 (iTo)i.22 22
Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3.

4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, p1 In+ {, m -I- f, p| [[m, n, p|^ {n -fj, m + i pl

|m+ i, n+ |,p+ il J[n,m,p + |l [[m+ {, i -h i P+ il En,m,p+ il

|m,n,p+_il |n+ |, m-fi^p+ iS |m, n,p + i| [[n+ i m-f i, p + i|

|m-l-^, n+ i,
p| [[n, m, p| [[m-l-|, n+ i,

p| [n, m, p|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. HO OHH OHO i|
11 i i|. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= V.

2. |0 iHH il EO |l|i i
11. Zähligkeit= 4. Symmetriebeding.= S4.

Beide Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Innenzentrierung, zentrierten Basisflächen und

zentrierten Kanten [001].

3. Die Symmetriezentren: Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung — Ci.

Es werden dem Elementarparallelepiped ähnliche Gitter von | Volumen

der Masche gebildet.
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Piinktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsachsen ist Vierzähligkeit vorhanden.

Zu Ei, 0, pl gehöi-en [[0, -f, pj [0, |, p+|]] [[|, 0, p+ |l.

2. Auf den digonalen Drehungsachsen herrscht Achtzähligkeit.

Alle übrigen Punktlagen besitzen drei Freiheitsgrade und sind

16 zählig.

Fig. 157. 2)4h^ Ebene (OOl)o. Gewöhnliche Darstellung.

Raumgruppe 2)4h^

Folgende Untergruppen sind vorhanden: Si, Si, (S4^ Ss\ ßs^ (is\

ßs'' Ss*, S2' 62\ ©2^ ßo^ Tetragonale Untergruppen sind: ßi^ (84^),

e4h^ e4v^ C^Sd^^^d^) ®4^ Rhombisch holoedrischen Charakter besitzen:

SSh^ und SSh^°. Der Koordinatenanfangspunkt falle auf den Schnittpunkt

der tetragonalen Schraubenachse mit zwei digonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 304.

IV.) 0,0,-^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: I. = [[0 Ol [0 y. IL = [[|- i Ol l\\ ||.

III. = EiooHoiii. IV. = |OiOH|Oil.

Tetragonale Schraubenachsen (digonale Drehungsachsen):

[OOllool [001]ii.
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Digonale Drehungsachsen: [001]qJ_ [OOlJi^.

Spiegelebenen: (001)'o (OOl)i. (lOO)« (OIO)«; (lOO)i (OlO)i.
2 -22

Gleitspiegelebenen: (HO)« (llo)o; (llO)i (llo)i.
2 2

Digonale Drehungsachsen: ""[010] [lOOj^s; 4[oio] [100]'";

^''[010] [100]H; H[010] [100]2"; [110]"4 [iio]4; [110]"f [110]"i

Digonale Schraubenachsen: [110]^^ [110]H; [ll0]2l [110]24.

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, p| In, m, p+ |l |m, n, p| [[n, m, p4-|-l

|m, n, p| [[n, m, p+ jl [[m, n, p| |n, m, p+ |l

|m, n, p3 In, m, p + II |m, n, p| |n, m, p-f {1

[[m, n, p| |n, m, p4-i]I [[m, n, pl |n, m, p-f|l.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

o' n ? 2 n ? t! I
Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = V,,.

^- IL2 2 '-'Jl li¥ ¥ iJ J

A li i i! 111 n] Zähligkeit ebenfalls =- 2. Symmetriebedingung = Vd.
^*

II2 2 4JI li2 2 4J j

Diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

^ epipeds mit zentrierten Kanten [001].

5. |0 I 0]] If 13
I

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung wie

6. li Ol |6 i II J
bei 1 und 2 = Vh.

5 und 6 bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den digonalen Drehungsachsen [001] sind die beliebigen Punkt-

lagen \'ierzählig; sie müssen der Symmetriebedingung = Coy genügen.

2. Gleich verhalten sich die digonalen Drehungsachsen [010] und [100].

3. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen sind, gemäß der Sym-

metriebedingung C2, die Punktlagen achtzählig.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an (Cs) und sind ebenfalls achtzählig, währenddem die

Punkte allgemeinster Lage 16 zählig sind.

Raumgruppe 3)4h^*'

Als Untergruppen ergeben sich: 61, ßi, Üi^, (5s\ ^s^ Ss^ ^s^ ^s*,

©2^ (So', (£2^ (^2^ Tetragonal sind speziell: ©4« (®4^), ^ih\ 64v^ (3Sd' W)
'^ Der Koordinatenanfangs-
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puukt liege auf einer tetragonalen Schraubeuaclise im Schnittpunkt mit

zwei digonalen Drehungsachsen der Richtungen [100] [010].

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—in.) siehe Seite 304.

IV.) 0,0, 1-; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0, -|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Alle Achsen besitzen gleiche Lage wie in ^411^-

Symmetriezentren: I. [[0 {HO |1. II. || Hl IH 11-

ni. ifoii |0H1 liofHoH-l-
Spiegelebenen: (OOl)i (001)3. (HO)« (HO)«.

Gleitspiegelebenen: (lOO)o (010)« ;
(lOO)i (OlO)i; (llO)i (ifo)!.22 22

Drehspiegelebenen: (001)« (OOl)i.
2

Zusammengehörige Koordinaten werte:

im, n, p| In, m, p+ ll |m, n, p]| |n, m, p+ ||

Im, n, p4-^| |n, m, p| |m, n, p+ ü |n, m, p|

|m, n, p+ f| |n,jn, pj. |m, n, p+ |l |n^m, p|

|m, n, p| |n, m, p+ |l |m, n, p3 [[n, m, v + jl

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

Si 1 J |i 1 iM Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Va.
2' IL-Ö Y ^Jl II2" 2" 2'JI J

A li 1 illi i tl ]
Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Vh.

Alle diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit zentrierten Kanten [001].

5. Symmetriezentren HI. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C2h.

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit Innen-

zentrieruug, Basisflächenzentrierung und Zentrierung der Kanten [001]

werden gebildet.

6. Ebenfalls vierzählig: || Ol |0 f |1 |0 1 0] |i |-|. Symmetrie-

bedingung := V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Zu |0, 0, p| gehören |0, 0, pl |0, 0, p+H |0, 0, p+ iJ. Zähligkeit = 4.

Symmetriebedingung = C2V.

2. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen ist die Zäliligkeit 8 maß-

gebend (C2).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind achtzählig.

Die allgemeine Lage ist 16zählig.
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Raumgruppe 5)4h^'

Ihre Untergruppen sind: 61, ©i, e4^ ^.\ ^.^ ^.\ ©s^ 6bS (£2^ ©2',

©2^ ©2^. Von tetragonalem Charakter lassen sich erkennen: ©4^, (©4'),

(ii^ih*, S4v^ (^d^ 35d'') 3)4^. Die folgenden rhombisch-holoedrischen Gruppen

sind darin enthalten: SSh"^ SSh^*. Der Koordinatenanfangspunkt besitze

gleiche Lage wie in %i^^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— III.) siehe Seite 304.

IV.) 0,0, |; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.)
f,|,

0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Achsenlage stimmt (abgesehen von der Zusammengehörigkeit)

mit der von ®4h^" überein. Die gewöhnlichen digonalen Drehungsachsen

[001] sind nun tetragonale Drehspiegelachsen.

Symmetriezentren:

liioi 11 ioi lifoi iff 03 iHil Efiil IHil Sit il-

Gleitspiegelebenen: (OOl)o C001)i..

(lOO)i (OlO)i (100)3 (010)3. (1^0) -"UvilO),; (llO)i (llO)i.

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3:'!*5
/-'^^

4 47
Zusammengehörige Koordinatenü?^rte:

Im, n, p3 |n, m, p+ || K n, pj [[n, m, p + |l

|[m+ i,n+ i,p3 [[n+|,m-H|,p+i3 |m+ |,n_H-{,pl In+j, m+ j, p+ü
|m4-f n+ ipl |n+im+ |,_p+i3 Em+f,n+|,p3Jn+f,m+ i,p+ |l

|m, n, p3 In, m, p + 13 [[m, n, pJ |n, m, p + \\

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. |OOOl|OOiHii03lif|3l2ähligkeitjeweilen = 4. Svmmetrie-
2. lOOiHOOfHiHHIHl bedingung = V.

^

3. Ifooi |oH3 10103 |io|3l
4. 11013 |0|fl 10113 Ii0f3. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= S4.

Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Innenzentrierung, zentrierter Basis und zentrierten

Kanten [001].

5. Die Symraetriezentren. Zähligkeit =^ 8. Symmetriebedingung = Ci.

Die entstehenden Gitter sind dem Elementarparallelepiped ähnlich,

aber von 1 Volumen der Gittermasche.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle den digonalen

Drehungsachsen angehörige, beliebige Punktlagen sind achtzählig.

Außerdem gibt es nur noch Punktlagen mit drei Freiheits-

graden. Sie sind 16 zählig.
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RaunigTuppe ®4h'^

Ihre Untergruppen lauten: (E,, ßi, (ii\ ßs", ßs' ^s\ ßs' (is", 62' (Sä>,

eo^ea». Ferner sind in ihr enthalten: ßi^ ((g_^.)^ (^^^^4^ g^^4 («g^i
33^8^

2)4^ und 5ßh-, ^-l^h^'. Der Koordinatenanfangspunkt entspricht einem

Punkte mit der Symmetrie ^d auf den digonalen Drehungsachsen der

tetragonalen Schar.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)— III.) siehe Seite 304. (Abbildung von 3Sh' auf Seite 189, von 3Sh"

auf Seite 209.)

IV-)
f'f'|-;

0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) |, |, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0, 0, 0; i, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Sjnnmetriezentren:

I. EiHl EIHI lüB lüil- n. ifHi lifü iHü IHII-

Tetragonale Schraubenachsen (digonale Drehungsachsen):

[001]i, [001],,.

Digonale Drehungsachsen (tetragonale Drehspiegelachsen):

[001],, [001]i,.

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
J: 4

Spiegelebenen: (llO)o (llO)^.

Grleitspiegelebenen: _
(lOO)j. (100)3 (Ol 0)1 (010)3. (11 0)1 (11 0)1.44 4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen: '^o^^^^-j
^^^q^q^ ^loo]"' [lOO]^;

2"[oio] '2[oio] [ioo]2" [ioo]'h [110]^^ [iio]H [iio]H [iio]ii

Digonale Schraubenachsen: [1 10]'^ [110]°^ [1 10]"* [iio]"i

Drehspiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

l[m, u, pl |n +j, m + 1, p + || [[m, n, pl_ |n -f j, m + ^^p+ fl

Im + I, n+ip+ il In, m, Pl Im + i, n+ i p + fj |n, m, p|

Im + l^n + ip + il |n,_m, Pl |m -f|, n+ i p+ ü |n,_m, pl

Im, n, Pl |n + i, m + i, p+ ll |m, n, pl |n + |, m + }, p-h P.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

iL 1
iLi 1 yJ

Zähligkeit ieweilen = 2. Symmetriebedingung = Vj.

2. IHo| looiiJ
Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.
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3. li OHO HHO I Ol II 13 ) Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. 11 ^HO 1 11 [[0 HHi f 1 1 bedingung = V.

5. Symmetriezentren I
] „-ii- i -. . ^ • , i-

^^ \ Zanligkeit — 4. Symmetriebedinguug = C2h.
6. Symmetriezentren II

j

3 und 4 bilden Gitter von der Form des Eiernentarparallelepipeds

mit Innenzentrierung, Basisflächenzentrierung und Zentrierung der

Kanten [001].

5 und 6 bilden Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds

mit allseitiger Flächenzentrierung.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf [OOlJoo ^^^

[OOlJii müssen sie der Bedingung C2v gehorchen, sind daher vierzählig.

Im übrigen sind die Punktlagen auf den digonalen Drehungsachsen

achtzählig.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind achtzählig. 16 zählig sind die Punkte all-

gemeiner Lage.

Raumgruppe ®4h'^

Als Untergruppen lassen sich erkennen: 6i, (Si, S*^, ßs\ Ss^ Ks^

ßs-^ (is^ (ii' ©2-, e-/ ^2'. Von tetragonalem Charakter sind: e4^ (©4^),

S4h^ ^iv"*, {35d'* 3Sd') ^4". Die beiden eingeschlossenen rhombisch holo-

edrischen Kaumgruppen lauten: 33h^. SSh^°. Der Koordinatenanfangs-

punkt besitzt die Lage eines Symmetriezentrums auf den tetragonalen

Schraubenachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 304. (Abbildung von SSh'*" auf Seite 207.)

IV.) 0, 0, -|; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0: 0,1,0; 0,0,1.

VI.)
f, |, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: L = [[0 0] ([0 || |f | 0| If i i|.

n. = lioo| ifofi Eofoi lofii.

Tetragonale Schraubenachsen und Drehspiegelachsen (digonale

Drehungsachsen): [00 1],,« [OOljii.

Digonale Drehungsachsen: [001]i [001] 1.
•2 2

Spiegelebenen: (001)^ (OOl)i.
2

Gleitspiegel ebenen:

(lOO)i (OlO)i (100)3 (010)3. (llO)o (llO)o; (llO)i (llO)i.4444 22
Digonale Drehungsachsen: [110]l4 [iio]2 4 [110]^ 4 [ifojH.
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Digonale Schraiibenachsen: [110]°^ [llO]"* [noj't [110]°i

i°[010] 4°[010] [100]H [lOOpi; il[010] H[oio] [100]4" [100p'.

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

[[m, n, pH [[n, m, p+ fj [[m, n, pj |[n, m, p+H
Im, n^pl |n, m, p+ ll |m, n, pl |n, m, p+ i|

|[m.+ i,n+ |,p| |n+|,m+ i
p+ i| [[m+ |,_n-l-i_pl [[n+ f, m+ ^p+ il

|m+|,n+|,p||n+ i,m+ |,p+il |m+|,n-hi,pl [[n+ i,m+ |,p+ il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0 0| [[OOfl UHOl lim Zähligkeit=4. Symmetriebeding. = Cai,.

2. lOOil lOOfl 11 Hl IHil Zähngkeit = 4. Symmetriebeding. = 84.

3. li 03 II II [0 I 03 |0||-1 Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = C21,.

4. Ei 13 II 13 |0 Hl 10 I f3 Zähligkeit = 4. Symmetriel)eding. = V.

Alle diese Punkte bilden Gitter von der Form des Elementar-

parallelepipeds mit Innenzentrierimg , zentrierter Basis und zentrierten

Kanten [001].

Punktlageu mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören denjenigen

Achsen an, die digonale Drehungsachsen sind und zeigen bei beliebiger

Lage Acht zähligkeit. (Ca.j

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden sind durch die all-

gemeinen Sj^mbole |m, n, 03 oder |m, n, || gekennzeichnet. Zählig-

keit = 8.

Drei Freiheitsgrade und 16 -Zähligkeit sind zusammengehörig.

Raumgruppe ^^h^^

Ihre Untergruppen ergeben sich zu: ßi, (£i, ©4^, ßsS Ss^ SB^ t£s' Ss^,

^2' e2^ (So« e3^ Von tetragonalem Charakter sind: 64«, (©4') ^a\ ^iy\

(3Sd^ 3]ci^) ®4^. Als Repräsentanten der rhombisch-holoedrischen Gruppen

treten 3Sh^^ und ^h^'' auf. Der Koordinatenaufangspunkt besitze die

Lage eines Symmetriezentrums auf einer digonalen Drehungsachse der

tetragonalen Schar, die zugleich Schnitthnie zweier Spiegelebenen ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

L)-III.) siehe Seite 304. (Abbildung von SSh^^ auf Seite 205.)

IV.) ~,
I-, 1; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

ji ^ A

VL) |-,|-,|-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

21^
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Symmetriezentreu: I. ([0 Ol ff Hl- H- |0 il Ei i 0|.

ni. £0^03 iioii liooi loiii-

Tetragouale Schraubenachsen (Drehspiegelachsen) (Ugonale

Drehungsachsen: [OOl]^! [001]i^j.

Digonale Drehungsachsen: [001],^^^ [001]ii.

Spiegelebenen: (OOl)o (OOl)i. (HO)« (iTo)o.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (OlO)i (OlOjs. (llO)i (llO)i.14 4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen: [1 10]'' [110]' 2; [1 I0]'i [llo]".

Digonale Schraubeuachsen: [110]2 ' [110]^^; [110]^2 [iio]i'.

44[oio] H[oio] 4![oio] iT[oio] [ioo]H [ioo]H [ioo]H [loojH.

Drehspiegelebenen: (OOl)i (OOl)i.
4 4

Zusammengehörige Ko orclin ate nwerte

:

Im,n,p3 In + im + l, p + 13 |m, n, p] |n -f|, m + |, p + i3 .

.
|m,n,p3 |[n + |, m + i

p + ll Im', n, p3 [[n + i m + i,
p + i|

|[m + i,n4-ip + il |n,m,pl |m + i, n+ i p + ^ .|n, m, pl

|m + |,n + ^,p + i3 |n,m, pl |„i +1 n + 1, p + |3 |n, m, pl.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

,.. ,.T ! ^^ 1 Zähligkeit jeweilen = 2. Symnietriebedingung = Vh.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.

3. Symmetriezentren III. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C211.

4. II 13 |0 i 13 |0 ii3 Ei 13. ZähHgkeit = 4. Symmetriebeding. = S4.

3 und 4 bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung, zentrierten Basisflächen und zentrierten

Kanten [001].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Sie sind gemäß der Bedingung C2V vierzählig auf [001]o„ bezw. [001]ii.

2. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen besitzen beliebige Punkte

Achtzähligkeit.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören entweder

den Spiegelebenen (110)« (iTo)o oder (00 1)^ (OOl)i an. Die Zähligkeit

ist, der Symmetriebedingung Cs entsprechend, 8.

Alle übrigen Punktlagen sind mit dreiFreiheitsgraden 16 zählig.



Kaunigruppeu Tjü^* — Xih" 325

RaumgTuppe ®ih^^

Sie enthält die Untergruppen: C£i, ßi, ^i^, (£s^, ßs^ SsS Ss* (£s*,

ßa' ©2*, e.' G2^ Von tetragonalem Charakter sind: e4^ (@4') 6:4h', ß^v',

(3Sd* 33d^) ®4®. Die rhombisch holoedrischen Untergruppen müssen als

SSh^^ 3Sh^^ bezeichnet werden. Der Koordinatenanfangspunkt liege im

Schnittpunkt dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktrausformationsbedingungeu:

I.)—m.) siehe Seite 304. (Abbildung von «h'' auf Seite 211.)

IV.)
-|.f'|-;

0.1« 0; 1,0,0; 0,0,1. V.) -|, f , |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.j
-|,f>|-;

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Die Achsenlage stimmt (abgesehen von

der Zusammengehörigkeit) mit der von ^411^* überein. Die gewöhnlichen

digonalen Achsen [001] sind diesmal tetragonale Drehspiegelachsen.

Symmetriezentren:

iHii ifHi II Hl liüi ein um KU 11 um
Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3.

4 4

Spiegelebenen: (100)« (lOO)i (OlO)o (OlO)i.
2 2

Gleitspiegelebenen: (llO)o (110),,: (llO)i (llo)!.
2 -2

Drehspiegelebenen: (OOl)o (001)^.
2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, pl Kn + I, m + |,p+ il K H, pl_ [[E+ |, m + i^p+ ^|

Em-j-i n + l, p + ll In, m, p| Em+ |, n-hi, p -f il En, m, p|

|m^,n,pl [[n+ |,m+ i,_p + y |m, n, pl_ Hn+ j, m+ }, p + |l

Im + I, n + i,p + il |n, m, Pl [[m + 1, n + |, p+ |1 |n, m, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

il 112 2 2JI I zähliskeit ieweilen = 2. Svinmetriebedingung = Vd.

Die Punkte liilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.

3. Die Symmetriezentren. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Ci.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den vertikalen

digonalen Drehungsachsen herrscht Vierzähligkeit , da die Symmetrie-

bedingung C2V ist. Auf den Drehungsachsen [110] [llo] sind die

Punktlagen achtzähüg (C2).
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Dazu gehören die

Punkte Im, 0, pj [[m, |, p| bezw. {0, n, p|
[[i n, p|. Die betreffenden

Punktlagen sind achtzählig und besitzen die Symmetriebedingung C«.

16 zählig sind die Punkte mit drei Freiheitsgraden.

Raumgruppe ®4h^^

Diesmal lauten die Untergruppen: ßi, ßi, ß^', ßs', S«' üs\ ©8^ (^A
^2^ Ss^, ©2^ ©/. Vertreter der tetragonalen Unterklassen sind: ©4* (©4^),

Sih^, ß4v^ (^d^ SSd^) ^4^ Rhombisch holoedrischen Charakter besitzen

SSh*° 3Sh^'. Wiederum sei der Schnittpunkt dreier digonaler Drehungs-

achsen Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— in.) siehe Seite 304.

IV-) |,-|,|-; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.)-|-,|,0; 1, 0, 0; 0, 1,0; 0, 0, 1.

VI-)
f'l'l-;

I'Ö,0; 0,1,0; 0,0,1.

Abgesehen von der Zusammengehörigkeit ist gleiche Achsenlage
wie in der vorhergehenden Gruppe vorhanden.

Symmetriezentren: I. [(H 0| If HS E!|0| IH iS-

n. IIHI Elioi ifHi |i|o|.

Gleitspiegelebeuen: (OOl)^ (OOl)i.
_ 2

Spiegelebenen: (llO)i (110)j_.
2 2

Gleitspiegelebenen: (llO)o (iTo)o. (lOO)o (lOO)i (OlO)o (OlO)i.
2 2

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3. Die gewöhnlichen digonalen
4 4

Drehungsachsen [001] sind tetragonale Drehspiegelachseu.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m, n, pl |n+ i, m + f,p + i| |m, n, p|_|5+ |, m + i,
p
+

i|

Hm^+i n+ -^,p3 En,m, p + fl |m -ff, n + |, pl |n, m,p-f|l

|m,n,p-fil |n + |,m+ i,p3 |m, n, p + |3 |[n + i, m+ f, p|

|m+ i,n + |,p+ i3
[[n, m,pl |m + f, n + f, p + H |n, m, pj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 03 imi II I 03 10 -13. ZähHgkeit = 4. vSymmetriebeding. = V.

2. |0 0{3 IHfl IHil lOOfl- Zälüigkeit = 4. Symmetriebeding.= S4.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds mit lunenzentrierung, zentrierter Basis und zentrierten

Kanten [0 Ol].
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3. Symmetriezentreu I.
j
Zähligkeit jeweilen = -i.

4. Symmetriezentren II.
J
Symmetriebedingung- = C^h-

Gitter von der Form des Elementarparallelepipeds mit allseitiger

Flächenzentrierung werden gebildet.

Punktlagen mit einem Freilieitsgrad. VierzäUigkeit herrscht

auf den tetragonalen Schraubenachsen (C2v). Achtzähligkeit ist auf den

übrigen digonalen Drehungsachsen vorhanden (Ca).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie liegen auf den

Spiegelebenen und sind achtzählig. 16 zählig sind alle übrigen Punktarten.

Die Raumgruppen 3^41.'' — ^a^^ müssen auf ein inuenzentriertes

oder allseitig flächenzentriertes Elementarparallelepiped bezogen werden.

Die erstere einfachere Möglichkeit ^drd hier befolgt. Das primitive
o o f* fi f\ r*

Tripel läßt sich dann jeweilen zu -| + '̂+ -^, -^
o"

"^ Y' ^ angeben.

Die gemeinsamen drei ersten Decktransformationsbedingungen lauten

:

!•)
I'f'l-;

1'0>0; 0,1,0; 0,0,1. Y.) f , f , f;
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, c: 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Raumgruppe S)4h'^

Ihre Untergruppen lauten: 6„ Si, (5,^ ^s', ^s' ^.', ^s' ©s«, ^^J ^2',

es^ßs^ Tetragonal sind: ^4", (©4'), ^ih^ ^iv', i^i'W), ®4^ Rhom-

bisch holoedrischen Charakter besitzen: 35h^^ 3Sh^'. Der Koordinaten-

anfangspunkt habe die Lage eines auf einer tetragonalen Drehungsachse

liegenden Symmetriezentrums.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe oben.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Symmetriezentren:

I. 10001 iHii. IL iooii iHoi. iiL liooi |oio| |0H1 tioii.

IV. liiil lüil Hill liHl El ffl ÜUI lifil ÜUl
Tetragonale Drehungsachsen: [OOlJoo [OOljii.

Tetragonale Schraubenachsen (digonale Drehungsachsen):

[001], i [001k,.

Digonale Schraubeuachsen: [001]ii [OOlJss [OOljis [OOljsi.4444 44 44

Spiegelebenen: (OOl)o (OOl)i.
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Gleitspieg-elebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Spiegelebeuen: (lOO)« (OlO)o 100)i (010)^; (HO)« (HO),,.

Gleitspiegelebeneh: (100) i (010) i (100) 3 (010)3 ; (llO)i (llO)i..4444 22
Digonale Drehung-Sachsen:

""[010] H[oio] [100]'° [ioo]H; ¥^[010] "2[oio] [loo]^' [ioo]'i

[110]"° [110]°"; [110]° 2 [110]°2\ [110]2i [110]H [110]H [lIojH.

Ferner die zugehörigen digonalen Schraubenachsen. (Siehe

z. B. 2)4^)

Drehspiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n, pI |n, m, p| [[m, n, p] [[n, m, p| |m, n, p| |n, m, p| |[m, n, p| |In, m, ip|

|[m, n, p1 |n, m, p| {m, n, pl |[n, m, p| [[m, n, p| |n, m, p| |m, n, pj |n, m, p|.

Ferner zu jedem dieser Werte: [x + i, y+ i, z + 1|.

Puuktlagen ohne Freiheitsgrad:

• II J IL2 2 tJI I Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = D^h-
2. Eooii liloi)

Die Punkte bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarparallelepipeds.

3. Symmetriezentren III. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung := Vh.

4. li iHO 1 11 Kl fHo 1 11. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= V.u

5. Symmetriezentren TV. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = C2h.

3 und 4 bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarparallelepipeds mit Basisflächenzentrierung und zentrierten

Kanten [001].

5 ergibt dem einfachen Elementarparallelepiped ähnliche Gitter

von ^ Volumen.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den vierzähligen Drehungsachsen herrscht bei beliebiger Lage

Vierzähligkeit entprechend der Symmetriebedingung C4V.

2. Auf den digonalen Drehungsachsen, mit Ausnahme von [110]^ 4 usw.,

herrscht der Symmetriebedingung C2V gemäß AchtzähUgkeit.

3. 16 zählig sind die Punktlagen auf den Drehungsachsen [110]2 4 usw.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen an und sind 16 zählig. Die allgemeine Lage ist 32zähng.
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KaiiDigruppe SJji/'*

Ihre UutergTuppeu sind: (S,, (Si, ©4^ (&.\ d.' ^.\ C^«^ (£«', ^2' iiA
ßä^ ßs'. Deu tetragonalen Klassen gehören an: Si^ (®4^), ^a^ ßiv^",

(5Sd^^ 3Sd'°) 2)4®. Die rhombisch holoedrischen Untergruppen lauten. 3Sh^^

3?h^'^- Der Koordinatenanfaugspunkt ist Schnittpunkt einer tetragonalen

Drehungsachse mit vier digonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 327.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Abgesehen von der Zusammengehörigkeit entspricht die Achsen-
lage der von ®4h". (Abbildung von 33,,^- auf Seite 217.)

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Gleitspiegelebenen: (OOl)^ (OOl)i.
2

Spiegelebeneu: (llO)i (110)1.
2 2

Gleitspiegelebenen: (100)« (OlO)o (lOO)j. (OlO)i..

(lOO)i (OlO)i (100)3 (010)3. aio]o (llO)o.4444
Drehspiegelebenen: (OOl)o (001)^.

2

Symmetriezentren:

I. looii |oo|i iHfl UUl n. ifoii üofi |oHl loüi.

in. düoi lifoi Elf Ol Kioi iHil UUl BUl BHl
Zusammengehörige Koordinatenwerte:

^
|m, n, p| Jn,^m, pj |m, n, p| [[n, m,_p|

Im, n, p + ll [[n, in, p -I- f1 [m, n, p+ f3 |[n, m, p+ |3

([m,n,p+ f3 |n, m,_pj-|3 |m,n, p + fl In^m.p + fl

|m, n, p3 |n, m, p]] [[m, n, pl [n, m, p3.

Ferner gehört zu jedem dieser Werte ein Wert [[x-|-|, y-^j, z-|-|3.

Punktlageu ohne Freiheitsgrad.

1. ([0603 |IOO|3 Ei Hl [[Hol- Zähügkeit= 4. Symmetriebeding. = D4.

2. Symmetriezentren I. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = C4h.

3. Symmetriezentren IL Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Vi,.

4. 11 03 |0 i
II El |3|0 I 03. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = V.,.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarparallelepipeds mit zusätzlicher Zentrierung "der Basis-

flächen und der c- Kanten.
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5. Symmetriezentren III. Zähligkeit — 8. Symmetriebedingung- = Oai,.

Diese Gitter sind dem einfachen Elementarparallelepiped ähnlich,

die Masche besitzt aber nur | des Volumens.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit 8 maßgebend,

damit verknüpft ist die Symmetriebedingung C4.

2. Ebenfalls achtzählig sind die beliebigen Punktlagen auf den tetra-

gonalen Schraubenachsen, die der Symmetriebedingung C2V gehorchen

müssen. Gleicherweise verhalten sich die Punkte auf den [110] 2 4

entsprechenden digonalen Drehungsachsen.

3. Sonst ist mit einfachen digonalen Drehungsachsen 16 -Zähligkeit

verbunden.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Den Spiegelebenen

zugehörig sind sie 16 zählig. Die allgemeine Lage ist 32 zählig.

Raumgruppe ®4h^^

Ihr gehören die Untergruppen: (£,, C£i, ©4", ©/, ©s' ©e', ©s' ©sS

©2^ ©2^, ©2* ©2^ an. Tetragonalen Charakter besitzen^ üi^ (®4^) S4h^,

^iy'\ (5Sd'^ 5ßd^) ©4^". Rhombisch holoedrisch sindT^h^» )8i^K Der

Koordinatenanfangspunktes stimme mit dem Schnittpunkt dreier digo-

naler Drehungsachsen überein.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— III.) siehe Seite 327. (Abbildung von ^h'^ auf Seite 221.)

IV-)
Ö'f'-|;

»^'l'O; 1>0,0; 0,0,1. V.) 0,-|,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,4,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren:

I. |o, h 11 Ih h 11 [[0, 1, il Ih 0, B Ih h ti Ih h II II, h II If , 0, B-

IL e,o,f| 10,1,11 11,0,11 |ii,ii |f,i|i El, 1,11
|l f,l| EO,f,||.

Tetragonale Schraubenachsen: [001]i 1 [OOlja 3; [OOlJs 3 [OOII3 1.
44 44 44 ii

Digonale Drehungsachsen: [001]^^ [OOlJn [OOlJi^ [OOl]^!.

Dazu die digonalen Schraubenachsen.

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)5; (001)3 (001)?.
8 8 8 8

Spiegelebenen: (lOO)o (OlO)o (lOO)i (OlO)i.
2 2

Gleitspiegelebeuen:

(10 0)1 (Ol 0)1 (100)3 (010)3. (11 0)1 (11 0)1; (110)3 (110)3.
4 4 4 4 4 44 4
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Digonale Drehungsachsen:

H[oio] H[oio] 4l[oio] H[oio] [ioo]H [ioo]H [loojH [loopi

[110]°' [iio]"2 [iio]H [iio]M. [iio]M [iiopf [110]'' [iio]'i

Ferner die dazugehörigen digonalen Schraubenachsen (siehe bei-

spielsweise 2)4 ^°j.

Drehspiegelebenen: (OOl)o (Ool)i (OOlji (001)3.
2 4 i

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|[m,n,Pl |n, m+ i_p4-il_[[m,E,p| [[n4-_i_m, p+ f]

|m-f|,_n, p4|l_l[H-im +ip+ |l_ |m + 1, n, p+ f| [n, m, p|

Im, n_,p| lln,m+ |,p+ il_|m, n,p| En + im,p+ f|

|m+ i,n,p-H|l £n+ |, m+ ip+il Km+in,p+ f3 |n, m, pl-

Außerdem gehört zu jedem Wert ein Wert [[x+ i, y+ l» z + H-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 Ol 10 1 illi 13 II Hl \
Zähligkeit jeweileu = 4. Symraetrie-

2. |0 1310 i !l li {3 IH 03 j
bedingung = Vd.

3. Symmetriezentren I. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = C2h.

4. Symmetriezentren II. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = C2h.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Achtzählig sind mit

der Bedingung C2v die Punkte auf den digonalen Drehungsachsen par-

allel [001]. Sonst ist die Zähligkeit auf den digonalen Drehungsachsen 16.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 16 zählig.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 32zählig.

Raumgruppe 3!)4h^'

Die zugehörigen Untergruppen lauten: Si, Üi, ©4^, ßs*, Ss* Ss*,

^s^^s\ ^2^^2\ (S2^ ßä". Von tetragonalem Charakter sind: ©4' (©i')

e4h^ (£4v^- (3Sd^^ 3Sd'^) ®/'. Rhombisch holoedrische Symmetrie besitzen

die Untergruppen SS^^^ ^i,''. Der Koordinatenanfaugspunkt ist Schnitt-

punkt dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktrausformationsbedingungen:

1.)—m.) siehe Seite 327.

iV.) 0,j,~- 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1. V.) 0, |-, ^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) jO, — 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Achsen läge entspricht (abgesehen von Zusammengehörig-

keiten) der von ®4h'^
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Symmetrie Zentren:

üoii |oHl Ifoll U\B Ifoll ^oHl ÜH)\ lUII
OHl UlB liHl lofll Ü-Hl IHIl EIHI |of|i.

Gleitspie gel ebenen:

(OOl)i (001)3 (OOl)ö f001)i; ferner (lOO)« (OlO)o (lOO)i (010)_l.
8 8 8 8 2 2

(lOO)i (OlO)i (100)3 (010)3. (llOji (llOji; (110)3 (ll0)3.4244 44 44
Drehspiegelebenen: (001). (OOl)i (OOl)i (OOl)i.

2 4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Um, n,pl |n, E+|,j3-f-il^|m,_n, p| |n-f i, m, p+ ||_

|[mH-|, n, p+ iljn+i m + l, pl |m_+i n, p+ jl [[n, m, p+ fl

Jm,-n, p+ il [[n,m + i,j)+ || |m, n, p-f II In+ i, m, p-f i|_

|m+ |, n,p+|l In+ i, m+ |,p-h|| [[m + j, n, p + f1 |n, m, p].

Ferner zu jedem Werte [[x + |, x -|- 1, z+ 1|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10001 |0H3 liofi uoß iHoi looü |oH3 IIHI-
Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = V.

2. Eooii |oH| Eiooi Sio}! IIHI loofl |o|oi |H!3-
Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = »S4.

3. Symmetriezentren: Zcähligkeit = 16. Symmetriebedingung = Ci.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Bei beliebiger Lage

auf einer der digonaleu Drehungsachsen stellt sich immer 16 -Zähligkeit

ein. (Symmetriebedingung Co.)

Die mit drei Freiheitsgraden versehenen Punktlagen sind

32 zählig.

Hexagonale Abteilung

Alle liiehergehörigen Raumsysteme lassen sich auf eine hexagonale

Translationsgruppe beziehen. Ein orthohexagonales Elementarparallel-

epiped ermöglicht den Vergleich mit den übrigen Raumsystemen:

a = b^3; a, /9, 7 = 90*^. Ein primitives Tripel ist gegeben in

— -|-— ,
— ^, c. Über die Transformationsgieichungen wurde be-

reits bei Anlaß der Besprechung der rhomboedrischen Raumgruppen

das Nötige mitgeteilt.

G.^h. Trigonale Tetartoedrie der hexagonalen Abteilung (Paramorphe Hemiedrie

der trigonalen Abteilung) (Trigonal bipyramidale Klasse)

Eine Achsenschar, die einer trigonalen Achse isomorph ist, steht

senkrecht auf einer Svmmetrieebenenschar.
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Raumgruppe ßsh^

Als Untergruppen figurieren ßi, GaS ßs'- Der Schnittpunkt einer

trigonalen Drehungsachse mit einer Spiegelebene ist Koordinaten-

anfangspunkt.

Einfachste Decktrans formationsbedingungeu:

I.) |,^,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |, 5, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0,0,0; |, ^#,0; ^f, J, 0: 0,0,1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Trigonale Drehungsachsen:

[OOlJoo [OOlJjij.; [001]2„ [001]ii; [OOlji, [OOlln.
2 2 -.i 6 2 3 Ü 2

Spiegeleheueu: (OOl)o fOOl)!.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|mi,ni,p3 [[ma, n., p3 [[nis, Us, pl |m,, ni, p| Img, na, pj [[ma, ns, p3

Inii + i, ni + i,p3 [[m2+ i, n2+|,p3 Enis+ i, n3+ |, pl

Inu + i, n: + |,p3 [1112+ 1, n2+ ip3 K + i n^ -h|, p]|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. 10003 iHoi- 2. 1I00I3 iHil- 3. |f 003 Uh^oj.

4. l|oi3 um 5. eoo3 11103. 6. ||o|i ilHi.

Alle 6 Punktlagen sind zweizählig und besitzen die Symmetrie = Csi,.

Sie bilden Gitter von der Form des basisflächenzentrierten Elementar-

parallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie liegen auf den

trigonalen Drehungsachsen und sind vierzählig. (C3 = Symmetrie-

bedingung.) |Zu I p3 gehören beispielsweise |^ | p3 || p| |{ ^ p]].

Punktlageu mit zwei Freiheitsgraden haben ihren Sitz auf

den Spiegelebenen und sind bei beliebiger Lage 6zähKg.

Zwölfzählig sind alle übrigen Punkte, die keiner Symmetriebedingung

genügen müssen.

®3ii- Trigonale Hemiedrie der hexagonalen Abteilung (Trigonale Hoioedrie

der trigonalen Abteilung) (Ditrigonal bipyramidale Klasse)

Außer den Scharen von Symmetrieelemeuten, welche die soeben

besprochene Klasse besitzt, sind senkrecht zu den trigonalen Achsen

drei Scharen digonaler Achsen und parallel zu den Hauptachsen drei

Scharen von Spiegelebenen vorhanden.
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Auf das orthohexagonale Elementarparallelepiped bezogen lauten

die drei ersten Decktransformationsbedingungen gemeinsam.

I.) j, j, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0: 0, 0, 1. IL) |-, |-, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0, 0, c; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Raumgruppe ®3h^

Ihre Untergruppen sind: ©i, (is\ (is\ ßs' 6«^ es^ (Ss^ ©2^ ßs^.

Ferner sind vorhanden ©shS ßsvS ®3^ Der Koordinatenanfangspunkt

besitze die volle Symmetrie der ditrigonal bipyramidalen Klasse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe oben. (Abbildung von Ssv^ auf Seite 233.)

IV.) 0.0,0; 1,^,0; ^^, 1,0; 0,0,1. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0:0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Trigonale Drehungsachsen:

[001],, [OOlUi; [001]|, [OOlUi; [001]^, [OOlki.

Spiegelebenen: (OOl)o; (001)^. (OIO)« (010)i_ (310)o (310)o.

Gleitspiegelebenen: (OlO)i (010)3 (310)i (3"l0)i.
4 4 -' 2

Digonale Drehungsachsen:

[100]"" [100]2^' [130]"" [130]°": [lOO]"^ [100]H [130]'^ [130]"i

Digonale Schraubenachsen:

[100]^° [100]*" [130]2' [130]2°. [100]^ [100]H [130]2¥ [130]2 i

Zusammengehörige Symmetrielemente:

|[m,,ni,pl Kma, n2, p1 [[ms, ns, pl [[mi, Ui, p| [[ms, Uo, p| fmg, Us, p|

|[mi, üi, p1 |m2, na, pl [nis, Bs, pj |m,, n,, p| |[mo, n^, pl [[nia, na, pj-

Außerdem gehört zu jedem Wert |x, y, z| ein Wert [[x+i, y-{-j, zl-

Die gewöhnliche kristallographische Aufstellung ist eine um 90° gedrehte.

Eine Spiegelebene besitzt die Lage von (100). b- und a- Achse würden

sich vertauschen. Wir behalten die eben mitgeteilte Aufstellung dennoch

bei und erhalten:

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. [(0 01 [[H 03. 2. ^oofHiHl. 3. El 003 [[|i 03. 4.||o|HiH3.
5- B003 EH03. 6. ||oi3 UUl

Alle diese 6 verschiedenen Punktlagen sind zweizählig. Die Sym-

metriebedingung = Dsh muß erfüllt sein. Gitter von der Form des

basiszentrierten Elementarparallelepipeds werden gebildet.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Vierzähligkeit herrscht

auf den trigonalen Drehungsachsen, daher ergibt sich die Symmetrie-

bedingung zu Csv Sechszähligkeit ist beliebigen Punktlagen auf den

digonalen Drehungsachsen eigen. Symmetriebedingung = C2V

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 12 zählig (Cs). Die übrigen Punktlagen

sind mit drei Freiheitsgraden 24 zählig.

Raumgruppe 2)sh"^

nire Untergruppen sind: (5i, (is\ ^s^ C^s' Cis^ ^2'' ©2' ^2^ Sie bilden

unter sich (£31,', Gsv^, 2)3 ^ Der Koordinatenanfangspunkt ist Schnittpunkt

einer trigonalen Drehungsachse mit drei digonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— m.) siehe Seite 334.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ^,|,0; 0,0,1. V.) 0, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Achsenlage (abgesehen von der Zusammengehörigkeit) gleichwie

in ®,,h^

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.

Gleitspiegelebenen:

(Ol 0)0 (Ol 0)1 (3 10)0 (3 10)0; (Ol 0)1 (010)3 (3 10)1 (310)i.
2 4 i 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|mi,ni,p| Km2,n2,pHiii3,n3,p| [[nh,n,,p-f|l [[ma, n2,p+|l [[ma, Us, p+ |l

||m,,ni,p-l-|| Ilm2,n2,p+ |l |[m3,n3,p+ |l |mi,ni,pl [[m2,n2,p| |Im3,n3,pl.

Außerdem gehört zu jedem Wert ein Wert |x+ |, y+ l» zl-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 0] IHOl lOOil IHa
I

zähligkeit jeweilen = 4. Svmmetrie-
2. li 01 IH OHIO IIB Hl bedmgung = D,.'

4. [0 il II

1

11 IG fl IH il 1 zähligkeit Jeweilen = 4. Svmuietrie-

6. IJoiiifHlI|o|lliHll
Alle diese Punkte bilden Gitter von der Form des basisflächen-

zentrierten Elementarparallelepipeds mit halb so großer Höhe.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die beliebig' auf den

trigonalen Drehungsachsen liegenden Punkte sind 8 zählig. Symmetrie-
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bedingung- = Cü. Diejenigen auf den digonaleu Drehimgsachsen sind

12 zählig und müssen der Bedingung = C» genügen.

Ebenfalls zwölfzählig sind die Punktlagen mit zwei Freiheits-

graden auf den Spiegelebenen (Cg). 24 zählig sind alle übrigen Punkte.

Raumgruppe S)3h^

Die Untergruppen lauten: ©i, ©aS ©s', ^.' ^.' ^s', ^2' 62^ ßa^

Unter sich bilden sie aber diesmal ßsv^, ®3^, (^3h^ Die Aufstellung des

Elementarparallelepipeds stimmt hier und in der folgenden Gruppe mit

der üblichen kristallographischen Aufstellung überein. Der Koordinaten-

anfangspunkt besitzt die volle Symmetrie der zugehörigen Kristallklasse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—IIL) siehe Seite 334.

IV.) 0, 0, 0; i, ^, 0; ^, |, 0; 0, 0, 1. V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Trigonale Drehungsachsen:

[OOlloo [OOlJii; [001]2, [001]i, [001]i: [OOljöi.
'2-2 H 3 6 2 6 2

Spiegelebenen: (001),,; (OOl)i; (100)« (100), (110)« (iTo)«.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (llO)i (llO)i.
4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen:

"'[010] -^"[010] [110]'" [110]"';" '^[010] H[010] [llO]'^ [iro]4.

Digonale Schraubenachsen:

4°[oio] 4°[oio] [110]^^' [110]^'. H[oio] H[oio] [iio]2i [iio]ii

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|m,, ni, p| [mo, na, pl fraa, n^, pl [[mi, u,,.pl [[inj, Uo, p]] ^ma, U3, p|

Imi, ni, p| |[m2, Uä, pl fßh, Hn, p| |[mi, n,, p| |m2, Uä, p| fma, n.s, pl-

Außerdem zu jedem Wert ein Wert |[x-|-^, y~\~h ^l-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

m r illll ii\ Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetriebedingung = Dsh.
2. |[0 ö-J] llö'

2"
^1

J

3. El Ol |i i Ol If Ol |[| h Ol
I

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4.
|[f il li 1 il B illf I il J

bedingung = Cs,.

1 und 2 bilden Gitter von der Form des basiszentrierten Elementar-

parallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf [001]o„ und [001]ii hat eine beliebige Punktlage die Zählig-

keit 4. Die Symmetriebedingung lautet C:;v.
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2. Auf den übrigen trigonalen Drehungsachsen ist eine Punktlage 8 zählig

und muß nun der Bedingung Cs gehorchen.

3. Auf den digonalen Drehungsachsen liegen 6 zählige Punkte. (Sym-

metriebedingung = Cav.)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 12 zählig.

Die allgemeine Punktlage ist 24zählig.

Raumgruppe 3)3h^

Ihre Untergruppen sind: (S,, (SsS ©s', ©s* ßs* ^s\ ©2^ ^2' ^2^;

ferner (Ssv*, 3)3^, ßsh^ Der Schnittpunkt einer trigonalen mit drei

digonalen Drehungsachsen wird Koordinatenanfangspunkt.

Einfachste De cktran sformationsbe dingungen:

I.)— III.) siehe Seite 334.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ^,1,0; 0,0,1. Y.) 0,0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Achsen, abgesehen von der Zusammengehörigkeit, gleich wie

in ®3h^

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.

Alle anderen Symmetrieebenen von 2)3h^ sind Gleitspiegelebenen

geworden. (Gleitkomponente
2 /

Zusammengehörige Koordinaten werte:

l[m,,ni,p| Ilm2,n2,p3 [[m3,n3,pl |mi,ni,p+ |3 |m2,n2,p'-hil [[m3,n3,p-l-|l

Emi,ni,p+ |3 |m2,n2,p-l--|| |m3,n3,p+ |3 |m,,n,,pl [[m2,n2,p3 [[m3,n3,p3.

Außerdem zu jedem Wert ein Wert |x-|-|, y-\-^, z|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1- 10003 liiOl EOOil IHil- Zähngkeit=4. Symmetriebeding. = D.s.

2- 10 0^3 [[Hi3 |0 0f3 IHfl- Zähligkeit= 4. Symmetriebeding.= Cah.

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

bedingung = Csh.

3. 11013 ÜUI Bo|3 EH|-3|
4. |[fo|3 IHIl 11013 HHilJ

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Drehungsachsen herrscht 8-Zähligkeit (C3). Auf den digonalen Drehungs-

achsen ist die Zähligkeit = 12. 12 zählig sind auch die auf den Spiegel-

ebenen liegenden Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. 24zählig

sind alle übrigen Punktlagen.

Niggli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontiuuums 22
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Die Raumgruppen mit eigentlictier hexagonaler Achsenschar

Der DecktransformationsbedinguDg einer Drehung um 60*^ entspricht

die Decktransformationsbedingung der Drehung um 120°, verbunden mit

derjenigen einer Drehung um 180*^ mittels der gleichen Achse. Diese

von Schoenflies gewählte Darstellung hat den Vorzug, daß außer den

drei vertauschbaren Werten mi, nia, nia usw. keine neuen Größen auf-

treten, die sich nicht lediglich durch Vorzeichen von den Ausgangswerten

unterscheiden. Auch lassen sich in dieser Weise leicht die verschiedenen

hexagonalen Schraubenachsen voneinander unterscheiden.

Für eine hexagonale Drehungsachse der c -Richtung würden wir

die Decktrausformationsbedingungen somit schreiben:

0,0,0; 1,^,0; ^,1,0; 0,0,1. — 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Alle Eaumgruppen werden wiederum auf ein orthohexagonales
Elementarparallelepiped bezogen, so daß die drei ersten Deck-

transformationsbedingungen gemeinsam lauten:

I.) |-,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |-, |-, 0; 1, 0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, c; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

($6- Tetartoedrische Klasse (mit hexagonaler Hauptachse) der hexagonalen Abteilung

(Hexagonal pyramidale Klasse)

Eine einzige Achsenschar ist vorhanden. Sie ist einer hexagonalen

Achse isomorph. Sie läuft der c- Richtung des Elementarparallelepipeds

parallel.

Raumgruppe ©6^

Untergruppen ©3 und Sa (hier z. B. ©s^ und ©2^ lassen sich immer
erkennen; sie werden im folgenden jeweilen nicht angeführt. Der
Koordinatenanfangspunkt besitzt beliebige Lage auf einer hexagonalen

Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)— III.) siehe oben.

IV.) 0,0,0; J,^,0; %},0; 0,0,1. — 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0, 0, L

Hexagonale Drehungsachse: [OOtJ^^ [OOlJi i..

2 2

Trigonale Drehungsachsen: [001]i,^ [OOlJsi [OOlJi,, [001]

Digonale Drehungsachsen:

[001]i, [001], 1 [001]ii [001]33 [001]i3 [001]3i.
2 2 44 44 44 44

6 2
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Zusammengehörige Koordinaten werte:

Im,, ni, p| [[ma, n., p] [[ms, n^, pj [[m,, m, pl fm., no, p| [[ms, n.,, pl-

Außerdem gehört zu jedem Wert |x, y, z| der Wert [[x-|--j> J+ l' z]].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die Zähligkeit ist 2

auf den hexagonalen Drehungsachsen (C«); sie ist 4 auf den trigonalen

und 6 auf den digonalen Drehungsachsen. (C3 bezw. C2.)

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 12 zählig.

Die Achsenverteilung geht aus Fig. 38 Seite 68 hervor.

ßaumgruppen ße^ und ße^

Die Achsenverteilung ist die gleiche wie vorhin. Alle Achsen sind

aber Schraubenachsen. Die beiden Gruppen unterscheiden sich durch

den Windungssinn der Schrauben.

Die IV.) Decktransforniationsbedingungen lauten daher:

'-')"-'> Q ; 2 ' 2 ' ^
' 2 » 2 '

^
' ^' ^' ^ '-'5 '-'> Q • • • •

C - - ^^^^-
C

[0,0,-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0,0, 1 0, 0, - . . . .

Dementsprechend verändern sich die Koordinatenwerte, beispiels-

weise für 6,3":

Jnh, ni, Pl |m2, n2,_p + ^ Inia^ns^p + U
Em,,n,,p + |l |m2, n2, p+ 13 |m3, 113, p + iJ.

Alle Punktlagen besitzen drei Freiheitsgrade. Sie sind ohne

Symmetriebedingung 12 zählig, da zu jedem |x, y, z| noch ein Wert
[[x+ f, y+ i

zl gehört.

Raumgruppen Se* und Sr'^

Auch für diese Raumgruppen ist die Achsenverteilung mit der

von ©6^ identisch, die hexagonalen Achsen sind als digonale Achsen

Drehungsachsen, als trigonale Achsen Schraubenachsen. Dementsprechend

sind alle übrigen trigonalen Achsen Schraubenachsen, alle übrigen di-

gonalen Achsen Drehungsachsen. Die Gruppen unterscheiden sich durch

den WinduDgssinn der trigonalen Achsen voneinander.

Die IV.) Decktransformationsbedingungen lauten demnach:

loO--^^0-^i 0-001 00—-i''Q' 2' 2'^' 2'2'^» '-'j'-')^ '-')'-') q' ....
.

j

"^ _ _ bezw.
^

[ 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 0, 0, 0; ... .

Die Koordinatenwerte lassen sich nun leicht ableiten, beispiels-

weise für Go"^:

Im,, n,, pH |m2, na, p + f3 Inis, ns, p + |3

|m,, n,, p3 Im«, ns, p + |3 |m3, ns, p + 13 ^sw.
22*
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Die Punktlagen mit einem Freiheitsgrad liegen auf den digonalen

Drehungsachsen. Die Zcähligkeit ist 6, die Gitterbildung ist eine ver-

schiedene, je nachdem, ob die betreffende digonale Achse zugleich hexa-

gonale Schraubenachse ist oder nicht.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Sj^mmetriebedingung 12 zählig.

Raumgruppe Se^

Wiederum entspricht die Achsenverteilung der von ße*. Die hexa-

gonalen Achsen sind diesmal als trigonale Achsen Drehungsachsen, als

digonale Achsen Schraubenachsen. Infolgedessen sind auch die übrigen

digonalen Achsen Schraubenachsen, die trigonalen aber Drehungsachsen.

Die IV.) Decktransformationsbedingung lautet jetzt:

0,0,0; 1,^,0; ?, f, 0; 0, 1. - 0, 0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die zusammengehörigen Koordinatenwerte sind:

[[m,,n,,pl llmä,n,,p]] [[m3,n3,p| |m,,ni,p-|-f| [[mä,nä,p+ |l |m.3,n3,p+ |l.

Außerdem ist, me in allen diesen Gruppen, jedem Wert |[x, y, z|

ein Wert |x-h^, y+ f, zj beigeordnet.

Die Punktlagen mit einem Freiheitsgrad befinden sich auf

den trigonalen Drehungsachsen, sie bilden verschiedene Gitter, je nach-

dem ob die betreffende trigonale Drehungsachse zugleich hexagonale

Schraubenachse ist oder nicht.

So bilden einerseits [[0, 0, pl [[o, 0,p+ y Ih h vl Ihhv+ Il
anderseits ||, 0, p]] |[|, |, p| |f, 0, p -t-H |^, |, p + 11 zusammengehörige

Komplexe. Die Zähligkeit ist somit 4, die Symmetriebedingung lautet Ca.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 12 zählig.

ßev Hemimorph-hemiedrische Klasse der hexagonalen Abteilung

(Dihexagonal pyramidale Klasse)

In einer zur hexagonalen Achsenrichtung parallelen Schnittlinie

schneiden sich 3 4-3 = 6 Symmetrieebenenscharen.

Raumgruppe ßev^

Ihre Untergruppen sind: ©eS ©s^ ©s^ ds', ^s' ^s' ©s'. Der Koordi-

natenanfangspunkt liegt auf einer hexagonalen Drehungsachse.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 338.

IV.) 0, 0, 0; I, ^,0; ^, | 0; 0, 0, 1. — 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, T, 0; 0, 0, 1.

V.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Hexagonale Drehungsachse: [OOlJoo [OOlJiij^.
2 2
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Trigonale Drehungsachse: [001]i„ [001]2„ [OOljii [OOlJsi.aa6262
Digonale Drehungsachsen:

[001]i„ [001]„i [OOljii [001]33 [001], 3 [OOlJüi.
•^ 2 44 44 44 44

Spiegelebenen:

(lOO)o (lOO)i (llO)o (llO)o; (010)« (OlO)i (310)o (SlOV
2 2

Gleitspiegelebenen:

(lOO)j. (100)3 (llO)i (llO)i; (OlO)i (010)3 (310)i (310)i.442 2 4422
Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,, n,, p3 [[mä, Us, p| [ms, na, p3 [m,, n,, p] Hrn., n2, p3 |m3, na, p3

|m,,p,,n3 [[m2,n2, p3 Ems, Us, p3 [[m,, n,, p] fm., n., pl |m3, na, p].

Außerdem ist jedem Wert |x, y, z] ein Wert [[x+ i, y -I- f , z] zu-

geordnet. (Abgesehen von der Achsenschar die Figuren IJO und 111

auf Seite 233 gleichzeitig.)

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den hexagonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 2. Symmetrie-

bedingung = Cev

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Csv.

3. Auf den digonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 6. Symmetrie-

bedinguDg = C2v

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden bei beliebiger Lage auf

den Spiegelebenen sind 12 zählig. Alle- anderen Punkte sind mit

drei Freiheitsgraden 24zählig.

Raumgruppe ©ev*

Ihre Untergruppen sind: ^^] ß«', ^s' ßs^ ^s*, ©s" Ss'* ßs". Die

Symmetrieelemente besitzen genau gleiche Lage wie in der Gruppe

ßev', doch sind alle Symmetrieebenen Gleitspiegelebenen.

Die V.) Decktransformationsbedingung lautet daher verschieden,

nänüich:
^^ 0^

c
j^ q^ q. q^ ^^

q. ^^ q, 1.
i

Demgemäß lautet die zweite Zeile der Koordinatenwerte:

|mi, ni, p + 13 [mg, no, p+ 13 [[ms, ns, p -f |3

|mi,n,,p+ |3 [[ms, no, p-|-y [[ms, Us, p+ ü-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad:

1. Auf den hexagonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Cti.

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 8. Symmetrie-

bedingung = Cs.
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3. Auf den digonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 12. Symmetrie-

bedingung = Ca.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 24 zählig.

Raumgruppe ßev**

Die Untergruppen sind: ß, , ße«, ©s" ßs' ^s\ ©s" ßs^ ßs^ Der

Koordinatenanfangspunkt liege wieder auf einer hexagonalen Achse, die

diesmal als Drehungsachse nur trigonal ist.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)—m.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ^-f,hO- 0,0,1.- 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Trigonale Drehungsachsen;

[001],, [001], i; [001k, [OOlki [OOIU, [OOlki.
22 3 62 3 6 2

Hexagonale Schraubenachseu: [001](,o [OOljj^^.
i; 2

Digonale Schraubenachsen:

[001]i, [001]„i [001]ij..[001]3 3 [001]i3 [OOlJsi.
2 2 i i 44 44 4i

Spiegelebenen: (lOO)^ (lOO)i (HO)« (llO)o.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (llO)i (110)1:
__ 4 4 2 2 _

(OlO)o (OlO)i (310)o (310)o; (010), (010)3 (310), (310)i.
2 4 4 2 2

Zusammengehörige Koordinatenwerte;

[[m,,n,,p| [[m2,n2,p| Em3,n3,pl |mi,ni,p-|-|]] |m2,n2,p+ }l [m's, n3,p-h||

|mi,ni,p| |mä,n2,pl |m3,n3,pl |[m,,n,,p+ || |m2,n2,p+ |l [[m3,n3,p+ |l.

Außerdem ist jedem Wert |x, y, z| ein Wert |x+ |, y-\- i, z| zu-

geordnet.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf [OOlJoo [001]ii. Zähligkeit = 4. Symraetriebedingung = Cgv

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 8. Symmetrie-

bedingung = Cs.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden auf den Spiegelebenen

(Cs) sind 12 zählig; alle übrigen Punkte sind ohne Symmetriebedingung

24 zählig.

Raumgruppe ©ev*

Die Untergruppen sind; ©,, ße', ©s* ßs" ©«S ßs' ßs' (Ss". Gegen-

über Sev^ haben lediglich Spiegelebenen und Gleitspiegelebenen ihre

Rolle vertauscht. Die Achsenlage ist unverändert gleich, Spiegel-

ebenen sind nun (OlO)o (OlO)i (310)o (310)o.
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Die V.) Decktransformationsbedingung lautet:

0, 0, ~; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|[mi,ni,p| [[mo,n2,pl [[m3,n3,p| [m,,n,,p-l-|| [[mä,n2,p+ |l [[m3,n3,p-}-y

Em,,n,,p+ |3 |ino,n2,p+ || |m3,n3,p+y |[mi,ni,p| |[m2,n2,p3 ^»ns.pl.

Ferner zu jedem Wert |x+ |, y4" i» 2]].

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen,

die trigonale Drehungsachsen sind, ist die Zähligkeit 4, gemäß einer

Symmetriebedingung Csv.

Auf den Spiegelebenen sind die Punktlagen mit zwei Freiheits-

graden 12 zählig. Drei Freiheitsgrade sind mit 24-Zähligkeit verbunden,

Seh- Paramorph-hemiedrische Klasse der hexagonalen Abteilung

(Hexagonal-bipyramidale Klasse)

Senkrecht zu der hexagonalen Achsenschar ist eine Sj^mmetrie-

ebenenschar vorhanden. Sie bedingt gleichzeitig eine Schar von Sym-

metriezentren.

Raumgruppe ßeh^

Ihre Untergruppen sind: Si, (£i, ßeS ßs'. Der Schnittpunkt einer

hexgonalen Drehungsachse mit einer Spiegelebene wird zur Nullecke

des orthohexagonalen Elementarparallelepipeds.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:
I.)— III.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ^,1,0; 0,0,1. - 0,0,0; 1^0; 0,-1,0; 0,0,1.

Y.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Achsenschar wie in Se^ Spiegelebenen: (001)(,; (OOl)i.

Symmetriezentren: I. |0 0| IH ^l- H- 1^ |]] li Hl-

^

m. |ioo3 loioi ciio3 |f|o3 Efio] Ei|oi.

IV. lioi3 E0H3 UHl EHiS BUl lifll.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

|mi, ni, p| [[nis, Uo, p3 [[ms, n3, p3 pi,, üi, p] [m«, ns, pl [[ms, na, p3

Emi, ni,p3 |mä, Uä, p3 [[ms, n3,p3 |mi,n,,p3 ^mo, n^, pl [[m3, Es, pl.

Dazu |x-f-|, y + |, zj.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. Symmetriezentren I
|

Zähligkeit jeweilen = 2. Symmetrie-

2. Symmetriezentren II ^ bedingung = Geh-

Gitter von der Form des basiszentrierten Elementarparallelepipeds

werden gebildet.
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3- Hl 0]] Kl Ol ü i 0| Et ¥ Ol 1 Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. li II dl 11 l^HHI Hl j
bedingung = C,,.

6. Symmetriezentren III 1 Zähligkeit jeweilen = 6. Symmetrie-

6. Symmetriezentren IV ^ bedingung = C2h.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den hexagonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Co.

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 8. Symmetrie-

bedingung = Cs.

3. Auf den digonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 12. Symmetrie-

bedingung = Ci.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen an und sind 12 zählig.

24 zählig sind diejenigen Punkte, die keiner Symmetriebedingung

genügen müssen.

Raumgruppe ©eh''^

ßi, ßi, Se^, Ss^ sind die Scharenuntergruppen. Die Symmetrie-

zentrum slage auf einer hexagonalen Schraubenachse (zugleich trigonale

Drehungsachse) wird Nullpunkt.

Einfachste Decktransformationsbedinguugen:

I.)— III.) siehe S. 338.

IV.) 0,0,0; i, ^f, 0; ^,1,0; 0,0,1.— 0, 0, 4; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

V.) 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Achsenlage entspricht" der von ©e^

Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.
4 4

Die Symraetriezentren haben gleiche Lage wie in ©eh*, doch sind

I und II als P zusammengehörig, III und IV als IP ebenfalls.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Jmi,n,,p| [[m.2,n.,p| [[m3,n3,pl |Imi,n,,p-|-|3 [[m2,n2,p4-|l I[m3,n3,p4-ijl

|mi,n,,p+{| I[m2,n2,p-l-|l |[m3,n3,p+ il [[m,,n,,pl |m2,n2,pl dm3,n3,p3-

Außerdem ist jedem Wert [[x, y, z| ein Wert |[x -\- 1, y -\- \, z]|

zugeordnet.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren P. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung -= Csi.

2. |0 11 10 fl 11 Hl EH !!• Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= Cah.

3. li iHf 1 13 11 IHH fl
I

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. l\ IHf i II l\ iHi i il J bedingung = Cah.

5. Symmetriezentren 11'. Zähligkeit = 12. Symmetriebedingung = Cj.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Alle Achsen, die tri-

gonale Drehungsachsen sind, beherbergen 8 zählige Punktlagen. Die

Gitterbildung ist verschieden, je nachdem ob die Drehungsachse zugleich

hexagonale Schraubenachse ist oder nicht.

Auf den Spiegelebenen liegen 12 zählige Punkte mit zwei Frei-

heitsgraden. Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheits-

graden 24 zählig.

®fi. Enantiomorph-hemiedrische Klasse der hexagonalen Abteilung

(Hexagonal trapezoedrische Klasse)

Senkrecht zu der hexagonalen Achsenschar stehen 3 -|- 3 Scharen

digonaler Achsen.

Raumgruppe ©e^

Die Untergruppen lauten: ße', ©2^ 02* S2^ 62^ ©2^ S/. Der Ko-

ordinatenanfangspunkt ist Schnittpunkt der hexagonalen und digonalen

Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) Siehe Seite 338.

lY.) 0,0,0; 1,^,0; ¥,1,0; 0,0,1. — 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

V.) 0, 0, 0; T, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Zunächst alle Achsen von ©e'. Ferner:

Digonale Drehungsachsen:

''[010] 2 «[010] [110]'" [110]'°; H[010] H[010] [110]'^ [110]'^^

[100]" [100]2' [130]" [130]"; [100]' 2 [100]H [130]'^ [130]'i

Digonale Schraubenachsen:

i'[oio] i'[oio] [iio]2° [iio]2°; H[oio] H[oio] [iio]H [iio]H;

[100]*' [100]^' [130] 2' [130]2'; [100]H [100]H [130]^^ [130]^i

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|m,,ni,p| |[m2, n2, p| fras, Us, p| |m,,n,,p| [m., no, pj |m3, n3,pl

|mi, ni, p| |m2, no, p1 [[ms, ns, pl |m,, n,, p] |m2, n., pl |m3, n3,p|.

Außerdem gehört zu jedem Wert [[x, y, z| ein Wert [[x-|- ^, y-1- j, z]].

Punktlageu ohne Freiheitsgrad,

1- |0 0| Kl I- Ol I 2ähligkeit ieweilen = 2. Symmetriebedingung — De.

2. |oo|i liHlJ
Gitter von der Form des basisflächenzentrierten orthohexagonalen

Elementarparallelepipeds werden gebildet.
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3. B Ol Kl 0| 1^ 1 03 311 03 l Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. ü 13 K! 13 U HHt Hl I bedingung = Ds.

5. El 03 |0 i
03 li I 03 If I 03

[[i 1 03 [[f 1 03 l Zähligkeit jeweilen = 6.

6. Ei i3 EO iB K HH! I IHi I IH! Hl i Symmetriebedingung = V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den hexagonalen

Drehungsachsen sind sie 4-, auf den trigonalen 8-, auf den digonalen

12zählig. (Syminetriebedingung Ce, C3, C2.)

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24 zählig.

Raumgruppen ^e^ und ®6*

Ihre Untergruppen sind: C£i, ß6^ Sa^ (£2^ ß2^ ©2^ ©2^ G^2^ beziehungs-

weise Si, (56^ (£2^ ßa^ ©2^, ©2^ 62^ Sä^. Die Achsen der hexagonalen

Schar zeigen die Verteilung ße^ beziehungsweise ©6^. Die hexagonalen

Achsen sind Schraubenachsen. Sie besitzen in den beiden Gruppen

verschiedenen Windungssinn.

Für S)g^ sind die horizontal liegenden digonalen Drehungs-
achsen folgendermaßen zu bezeichnen:

"°[010] 2°[010] [110]°i [110]"t °t[010] it[010] "«[110] "«[110];

[100]°Ä [100]^Ä [130]"Ä [130]"'iV [100]"^ [100] 2Ä [130]" H" [130]"tV.

Dazu kommen die entsprechenden Schraubenachsen, die Grruppen

62* mit den Drehungsachsen bilden.

Für ®6^ ist lediglich die Reihenfolge der Achsen in bezug auf ihre

Höhenlage, dem Windungssinn entsprechend, eine umgekehrte.

Zusammengehörige Koordinatenwerte für 2)6^:

Jmi, m, p1 Ems^na, p + i3 |m3, na, p -f f

3

Emi^n,, p-|-i3Jm2, n2, p + lljma, na, p + il

Em^, Hu p3 Ems, na^ P + f3 Im, nz,_ p -j- ^
[mi, ni, p-f 13 Em2, n., p -f ^3 Ems, na, p + fl-

Dazu E^ ~l" i' ^~\~ h ^1 ^^^f jeden Wert bezüglich.

Einfachste D e ck tran sformationsbe dingungen:

I.)—m.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0, 1; i,¥,0; ¥,1,0; 0, 0, 1. - 0, 0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

in.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad liegen auf den digonalen

Drehungsachsen. Sie sind 12 zählig.

Alle anderen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.
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Raumgruppen 3)6* und ®6^

Ihre Untergruppen sind: (Si, ße*, l^^' S2' ßä^ ßa^ Gg-^ ßa^ beziehungs-

weise Si, S6"\ ßo=^ 62^ ©2^ ©2-^ 62^ ^£2^ Die hexagonalen Achsen sind

digonale Drehungsachsen aber trigonale Schraubenachsen. Nach ihrem

Windungssinn werden die beiden enantiomorphen Gruppen unterschieden.

Die Lage der Achsen der hexagonalen Schar entspricht der von ©g*

bezw. ß,;^

Die horizontalen Drehungsachsen folgen für ©e* folgendermaßen

aufeinander:

Digonale Drehungsachsen:

'"[010] 20[oio] [110]°^ [110]'^ °^[oio] i^[oio] [iio]°t [iIo]°6;

[100]"°[100]i" [130]'i [130]"i [100]°2 [100p2 [130]"t [130]°«.

Die dazugehörigen Schraubenachsen ergeben sich leicht.

Zu den Decktransformationsbedingungen von ße* bezw. ße^ kommen
noch die von V.) der vorhergehenden Gruppe.

Zusammengehörige Koordinatenwerte für '^e^:

|[m,,ni,pl[[m2,n2,p+ t|[[m3,n3,p-|-|| Emi,n,,pHm2,n2,p+ iMm3,n3,p+ fl

|m,,n,,pl [[m2,nä,p+ il [[m3,n3,p+ |l [[mi,ii,,p| |m2,n2,p+ fl |[m„nH,p-|-il.

Ferner zu jedem Wert |x, y, z| ein Wert |x-|-|-, y-hi, z]].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad (für ®«''):

1. |0 OHO il lO IHH Ol U i IHH I1 1 Zähligkeit jeweilen = 6.

2. dO II lO 11 EO yiH {3 li 2- lii ^1 1 Symmetriebedingung = V.

3. e 0| |0 i Ol f 13 11 i 13 UHUU W] Zähligkeit jeweilen = 6.

4. U il |0 i
f3 li H3 e i 13 ü 1 13 M i 13 1 Symmetriebedingung = V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf allen Achsen, die

digonale Drehungsachsen sind, ist die Zähligkeit bei beliebiger Lage = 12,

die Symmetriebedingung lediglich C2.

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind 24zählig.

Raumgruppe ®6*'

Ihre Untergruppen sind: ß,, ß,«, ©2' 62« e2^ ^-Z ^2' ^2'. Koordi-

natenanfangspunkt ist der Schnittpunkt einer hexagonalen Schrauben-

achse (trigonalen Drehungsachse) mit drei digonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.j— IIL) siehe Seite 338.

IV.) 0, 0, 0; I, ^, 0; ^, |, 0; 0, 0, 1. — 0, 0, -|; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.
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Zunächst ist die Achsenschar von ©6® in unveränderter Lage

vorhanden. Ferner:

Digonale Drehungsachsen:

"'[010] i"[010] [110]"' [110]'° '^[010] H[010] [110]'2 [110]'i;

[100]'^ [100]2^ [130]'4 [130]'^ [100]'^ [100]H [130]'* [ISO]'*.

Dazu kommen die entsprechenden Schraubenachsen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Kmi,ni,pl [[mo,nä,p| [[m3,n3,p3 [[m,,n,,p 4- 13 [[m2,n2,p+ |3 [[m3,ji3,j>4-il

|mi,ni,p| [[m.,,n.2,p3 I[ms,n3,p3 |[m, , n, ,

p
-j- f] |m2,n2,p4-|]] |ra3,n3,p-l-il.

Sowie zu jedem Wert [[x, y, z] ein Wert [x-j-f, y -|- i, z].

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0 03 |[0 0f3 IIHl lilOJ- Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = Da.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des basiszentrierten

. Elementarparallelepipeds mit halber Höhe.

2. [[0 0^3 |0 0|3 111^3 dl Hl- Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = Da.

Gleiche Gitterbildung ist vorhanden wie für 1.

3. It 13 IH tHI II Ei 10 ]
ZähHgkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. li f3 IH f I II il EH il 1 bedingung = Da.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen (und hexagonalen Schrauben-

achsen) sind die beliebigen Punktlagen 8 zählig, gemäß der Symmetrie-

bedingung Cs.

2. Den digonalen Drehungsachsen gehören 12 zählige Punktlagen an. (Ca).

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.

^6h- Holoedrische Klasse der hexagonalen Abteilung

(Dihexagonale bipyramidale Klasse)

Jedes hierhergehörige Raumsystem enthält als Untergruppen Gruppen

aus allen Klassen des rhomboedrischen und hexagonalen Kristallsystems.

Zur Charakterisierung der Symmetrieelemente genügt die Angabe einer

hexagonalen Achsenschar, verbunden mit je einer darauf senkrecht stehen-

den und einer parallelliegenden Symmetrieebenenschar. Fünf weitere

Symmetrieebenenscharen, sechs digonale Achsenscharen und eine Sym-
metriezeutrumsschar werden durch diese Kombination ohne weiteres be-

dingt. Das Elementarparallelepiped besitzt orthohexagonalen Habitus,

die drei ersten Decktransformationsbedingungen sind auf Seite 338 hin-

geschrieben worden.
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Raumgruppe ®6h^

Ihre Untergruppen sind: ß,, ßi, ße', ßs', ©s-" es^» es^ (£2=^ ©2^ (S2^

Ferner lassen sich unter anderem erkennen: S«', Seh', ßev', ^eS ßsS

©si', ßsv', ßsv', ^3^ 2)3^ ®3d', ^3d^ e^h', ®3hS ®3h'. Eiu auf eiuer

hexagonalen Drehungsachse liegendes Symmetriezentrum wird Koordi-

natenanfangspunkt.

Einfachste l)ecktransformationsbedingungen:

I.)— in.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0,0; 1,^, 0; ^,10; 0,0,1. — 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, T. VI.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetriezentren: I. |0 OHff Ol- IL EO H |ii 2!-

in. Elool Eol-oi liioi efoi IH03 EH03.
IV. Eioi] loiis EiHi 11 Hl lun IIHI.

Hexagonale Drehungsachsen: [OOl],,^ [OOlJu.
2 2

Trigonale Drehungsachsen: [OOlJig [OOlJsi [OOlJi^ [001]^ 1.

3 6 2 6 2

Digonale Drehungsachsen:

[001]i„ [001]„i [001]ii [001J33 [001]i3 [001]3i.
2 2 44 44 44 44

Spiegelebenen: (001)«; (OOl)i. (100)« (lOO)i (llO)o (llO),,;

(OlO)o (OlO)i (310)o (310)o.

'

Gleitspiegelebenen:

(lOO)i (100)3 (llO)jL (lIO)i; (OlO)i (010)3 (310)i (310)i.4422 4422
Digonale Drehungsachsen:

""[010] 2^[010] [110]'" [110]°"; [100]"° [100]^" [130]"" [130]°"5

4[010] H[010] [110]"2 [110]"i [100]"^ [100]H [130]"i [130]"^-

Digonale Schraubenachsen:

i°[010] t<'[010] [110]^" [110]^°; [100]4" [100]t" [130]^" [130]^";

H[oio] H[oio] [iio]H [iio]2i; [ioo]H [ioo]i2 [i30]H [i3o]H.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|mi,n,,p3 Em2, na, pH [ms, na, p3 [m,, n,, p] |m2, na, p3 [ms, Ug, p3

gmi, n,, p]] [[ma, Ug, pj [[ms, n,, p] [[m,, ni, pl [[ma, Ha, p] [[ras, n-i, p]

|[m,,n,,p3 [[ms, n2,p3 |ms,n3,p3 [[mi,n,,"p3 [[m2,n2,p3 [[ms, üs, p|

|[rni, ni,p3 Im., Ua, p] |m3, Us, p3 [[m,, ni, p] [[ma, 112, p3 Ems, Us, pj.

Zu jedem Wert [[x, y, z] gehört außerdem ein Wert |x+ |, y-|-j, z^.



350 Die analytisch-geometrische Darstellung der 230 Raumsysterae

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I. 1 Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

2. Symmetriezentren 11.
j

bedingung = Deh.

Gitter von der Form des basisflächenzentrierten Elementar-

parallelepipeds werden gebildet.

3. h Ol IH Ol El Ol 1^
i Ol

I

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

4. U iHH 11 IfOBUml bedingung = Dsh.

5. Symmetriezentren III. 1 Zähligkeit jeweilen = 6. Symmetrie-

6. Symmetriezentren IV.
j

bedingung = Vh.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den hexagonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingimg = Cev

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 8. Symmetrie-

bedingung = Csv

3. Auf den digonalen Drehungsachsen: Zähligkeit = 12. Symmetrie-

bedinguug = C2V.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Die den Spiegel-

ebenen allein angehörigen (Cs) sind 24 zählig.

Die Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind ohne Symmetrie-

bedingung 48 zählig.

Raumgruppe S)6h*

Ihre Untergruppen sind: ß., ©i, ße', (5s',
©«'' ©s* ©«S ©s* 6s* ©sS

^2^ (£2* Sa^, 62"^ 62^62^. Von hexagonalem oder rhomboedrischera Charakter

sind: e«', SchS 66v^ s)«\ ^s\ SsiS S3v^ ©avS ^s'^s', ^3d^ ®3d*, ©ahS

GhI.)— IV.) Decktransformationsbedingung wie in ^
V.) 0,0,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. VI.) 0, 0, ~; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Achsen besitzen (abgesehen von der Zusammengehörigkeit)

genau gleiche Lage wie in ©eii*.

Symmetriezentren: I. [[0 {1 l^ U lO f1 KH II-

n. lioii [[Olli iHil HIHI IHil BUl E|o|i pui
ÜIE Bin EfiO IHll
Spiegelebenen: (OOl)i (001)3.

4 4

Ferner sind die übrigen Spiegelebenen von 2)6h^ bei gleicher Lage
Gleitspiegelebenen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die ersten Werte von

®6h' unverändert, die zweiten 12 Werte besitzen statt p oder p die

Werte p+ l, P+ i- Dazu kommen die Zusatztranslationen 1 für ni, n.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. lOOOl [[||0| [[0 11 IHIl- Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= De.

2. Symmetriezentren I. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Geh.

3. 01 lifo] ifooi liioi ifofi 11 Hl Ifoil IHfl- Zählig-

keit = 8. Symmetriebedingung = D3.

-t- dioii 11 Hl Ifoil IHil Ei OB it|.|i ifofi BUl Zähiig-

keit = 8. Symmetriebedingung = Csh.

5. £0101 diooi iHoi IH03 iHol Kfioi EoHl liofi EiHl
Sf f il Eifil HHil- Die Zähligkeit ist 12, die Symmetriebeding.= V.

6. Symmetriezentren LT. Zähligkeit = 12. Symraetriebedingung = Coh-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den hexagonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 8. Symmetrie-

bedingung = Ce.

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 16. Symmetrie-

bedingung = C3.

3. Auf den digonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 24. Symmetrie-

bedingung = C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Es sind das Punkte

der allgemeinen Symbole [[m, n, f] bezw. [[m, n, ||. Die Zähligkeit ist 24,

die Symmetriebedingung = Gg.

Mit drei Freiheitsgraden sind die übrigen Punkte 48 zählig.

Raumgruppe ^eh^

Ihre Untergruppen sind: Si, ß;, 66^ ^s\ ^s' (^s' ^s\ Ss" 6s' C£s*,

S2* 62"^ 62^. Von hexagonalem und trigonal rhomboedrischem Gharakter

sind: (s;6^ c£6h^ 66v^ s)6^ 63', (s,i\ ©sv^ 63v^ 5)3^ ®3^ ®3d' ®3d^

63h S ®3h^ ®3h^. Der Koordinatenanfangspunkt ist Schnittpunkt einer

hexagonalen Schraubenachse (trigonalen Drehungsachse) mit digonalen

Drehungsachsen, von denen die eine die Richtung (010) besitzt.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—m.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0,0; 1,^,0; ^,f,0; 0,0,1. — 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. VI.) 0, 0,0; 1,0, 0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetriezentren: I. [[0 0^ [[0 |3 Ef Hl IH 11-

II.) Die zwölf Symmetriezentren unter II von ®6h*-

Hexagonale Schraubenachsen (trigonale Drehungsachsen):

[OOlJoo [001] 1 1.

2 2

Trigonale Drehungsachsen: [001]i„ [OOlJi,, [OOlJn [OOlJs i.

3 3 62 62
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Digonale Schraubenachsen:

[001]„i [OOlji, [001]ii [001]33 [001]i3 [001]3i. /

2 2 44 44 44 44

Spieffelebenen: (OOl)« (OOl)i (lOO)o (lOO)i (HO)« (llO)o.
2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (llO)i (llO)i

(OlO)o (OlO)j. (310)o (310)o. (OlO)i (OlO)i (310)i (310)i.
2 4 4 2 2

Digonale Drehungsachsen:

""[010] ^"[010] [110]'° [110]°" °2[oio] H[oio] [iio]H [iio]°i

[100]°^ [100]H [130]°I[130]°4 [100]°M100]H [130]°^ [130]°i

Ferner die zugehörigen digonalen Schraubenachsen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

|[m,,n,,p3 |m2,n,,p3 [[m3,n3,p3 [[m,,n,,p4-|3 |m2,n2,p+ i3 Ems, n3,p+ |-3

|[nii,n,,pl [[m2,n2,p3 [Im3,n3,p3 |m,,n,,p+ |3 [[m2,n2,p+ |3 Ims.iia,?-}- j3

Em,,n.,p3 |Im2,n2,p3 |m3,n3,p3 |m,,ni,p-h|l Em2,n2,p+ |3 [[m3,n3,p+|3

|[nii,ni,p]I |m2,n2,pl |Im3,n3,p3 |m,,n,,p-|-i3 [[m2,n2,p+ i3 [[m3,n3,p-hil.

Außerdem zu jedem Wert |x, y, z} ein Wert |x-|-|-, y-j-f, z}.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. [[0 03 [[0 13 11 lOll^l 13. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= Dsh-

2. Symmetriezentren I. Zähligkeit = 4. Symmetriebedingung = Dgd.

3. III003 EU03 l[|003 1^03 11013 II Hl IfOfl EHil- Zählig-

keit = 8. Symmetriebedingung = Csh.

4. 11013 EIHI Bo|3 BHI Eiofl Ef Hl Ifofl EH II- Zähiig-

keit = 8. Symmetriebedingung = D3.

5. Symmetriezentren II. Zähligkeit = 12. Symmetriebedingung = C^h-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den hexagonalen Schraubenachsen (= trigonalen Drehungsachsen)

ist die Zähligkeit = 8, gemäß einer Symmetriebedingung Csv

2. Auf den übrigen trigonalen Drehungsachsen herrscht bei beliebiger

Lage 16 -Zähligkeit. (Symmetriebedingung C3.)

3. Auf den in und | Höhe befindlichen digonalen Drehungsachsen

sind die Punkte 12 zählig. Sie müssen der Symmetriebedingung C2V

genügen.

4. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen herrscht 24- Zähligkeit.

Bedingende Symmetrie ist Co.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 24 zählig.

48zählig sind die übrigen Punktlagen mit drei Freiheitsgraden.
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Raumgruppe 356h*

Ihre Untergi'uppen sind: ß,, G;, ^e', ^s\ (S/ ^s' ^s\ (Ss^ ds' (iB^

62^ ßä' S2', ©2' ©2^ ©2^. Von hexagonalem beziehungsweise trigonal-

rhomboedrischem Charakter sind: 66^ Sev*, ®6^ 66h^ S3\ SsiS Ssv* ßsv*,

^3' ^3', 2)3d' ®3d^ ßshS 2)3h' 3)3h^ Der Koordinatenanfangspunkt hat

hinsichtlich der Achsen gleiche Lage wie in 5)6h*.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.)—ni.) siehe Seite 338.

IV.) 0,0,0; J,^, 0; ¥, |, 0; 0,0,1. — 0, 0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

V.) 0, 0, |-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, T. VI.) 0, 0, |-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Die Achsen besitzen genau gleiche Lage wie in ^eh^.

Symmetriezentren: L [[0 Ol [O fJ ||| 0| EH ll-

n. liooi lofoi iHoi Iffoi iHoi |f|oi Uo^i |oHl
IHII Ifffl BUl ÜUl
Spiegelebenen: (OOl)i (001)3: (010)« (OlO)i (.BIO). (SlO)..

i i 2

Die übrigen Symmetrieebenen sind bei unveränderter Lage Gleit

-

spiegelebenen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die ersten 12 Werte

entsprechen denen von ®6h^, in den zweiten 12 "Werten sind p und

p+ 1 bezw. p und p+ 1 vertauscht. Die Zusatzwerte [[x+ 1-, y+ 1, z|

kommen auch hier vor.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 0||0 -11 II i OIIII 11. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding. = D^.

2. |0 IHO 11 11 I 11 11 f ||. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= Dsh.

3. li IHH il m fHH II. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= Dah.

4. I! iHH t1 II IUI i
f|. Zähligkeit = 4. Symmetriebeding.= D^h-

5. Symmetriezentren IL Zähligkeit =12. Symmetriebedingung = C2h.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1

.

Auf allen trigonalen Drehungsachsen (inklusive hexagonalen Schrauben-

achsen) müssen die beliebigen Punkte der Symmetriebedingung C:iy

genügen. Sie sind infolgedessen 8 zählig.

2. Die in j und | Höhe befindlichen digonalen Drehungsachsen sind

Schnittlinien zweier Spiegelebenen. Die Zähhgkeit einer Punktlage

ist daher 12, die Symmetriebedingung C2V.

3. Auf den übrigen digonalen Drehungsachsen stellt sich 24 Zähligkeit

ein. (C2.)

Niggli, Gcometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 23
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Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen (Cs) an und sind 24zälilig.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 48zählig.

Kubische Abteilung

Das Elementarparallelepiped der kubischen Abteilung ist ein Würfel.

Wenn er vierfachprimitiv, das heißt allseitig flächenzentriert, ist, so

kann ein Punkt bis 192-zählig sein. Um die Darstellung zu vereinfachen,

werden die von Zusatztranslationen freien Koordinatentripel gleich-

wertiger Punkte einer Klasse an den Anfang gesetzt und, wenn möglich,

die Zusatztranslationen in allgemeinster Weise darauf bezogen. Auch

werden eingehend nur mehr die Lagen der Drehungsachsen, Spiegel-

ebenen, Drehspiegelachsen und Drehspiegelebenen (inkl.Sjmimetriezentren)

erörtert. Wenn man die gleichgebauten tetragonalen , trigonalen oder

rhombischen Untergruppen aufsucht, so findet man ohne weiteres die

genauen Lagebeziehungen der zugehörigen Schraubenachsen und Gleit-

spiegelebenen.

X. Tetartoedrische Klasse der kubischen Abteilung

(Tetraedrisch-pentagondodekaedrische Klasse)

Drei senkrecht aufeinander stehende Scharen gleichwertiger, di-

gonaler Achsen bedingen vier gleichwertige Scharen polarer trigoualer

Achsen. Die Winkel, welche die Achsen miteinander bilden, ent-

sprechen den Winkeln der Kanten eines Würfels mit den vier Körper-

diagonalen. Die gegenseitigen Richtungen der Achsen sind durch die

Fig. 27 auf Seite 53 veranschaulicht. Den Körperdiagonalen gehen die

trigonalen, den Würfelkanten die digonalen Achsen parallel.

Die von Zusatztranslationen freien Koordinatentripel der

Tetardoedrie lauten:

(T). dm n p| |m n p] ^n pj |m n pl

|p m n| Ip m nj [p m n| Jp m nj

|n p m| |n p m| |[n p mj [[n p ml.

Der erste Index bezieht sich immer auf die X-, der zweite auf

die Y-, der dritte auf die Z -Achse. Der Vertauschung der Zahlen-

werte m n p entspricht eine Vertauschbarkeit (Gleichwertigkeit) der

Koordinatenachsen.

Raumgruppe Z^ (Fig. 158)

Die Scharenuntergruppen sind: ©2^ ©2^ ßsS Ss* (Ss* (Js^ ©3'^. In

rhombischer Beziehung bilden die drei 62 eineUntergruppe SS\ ©2" und

6m^ im Winkel von 54° 44' 8" sind charakteristische Untergrupj^)en.
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Der Koordinatenanfangspunkt liegt im Schnittpunkt dreier digonaler

Drehungsachsen. (Siehe Fig. 158.)

Einfachste Decktransformationsbedingungen: (Der Größe
nach a = b = c).

I.) a, 0, 0: 1.0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0: 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

Fig. 158. X* Achsen im Elementarwürfel.

Die trigonaleu Schraubeuachsen sind nur auf der (OOl)i- Fläche einstechend gezeichnet.

(Perspektivische Darstellung.)

Digonale Drehungsachsen:

[100]°" ""[010] [001],,; [100]H ¥¥[010] [001]ii;

[100]2° "2[010] [001]i,; [100]"2 ¥«[010] [001], i.

Trigonale Drehungsachsen: [111]*' [111]"" [111]"" [111]"".

Trigonale Schraubenachsen: Acht. Vier von linkem, vier von

rechtem Windungssinu

;

beispielsweise zu [111]"" gehörig [111] sä und [111]3 3.
— — ü — 11

zu [1 1 1] gehörig [1 1 1] 3 ^ und [1 1 1] :^ 3

.

Zusammengehörige Koordinaten werte: Sie entsprechen den
Tripeln der Tetardoedrie, ohne Zusatztranslationen (Seite 354).

23*
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Punktlag-en ohne Freiheitsgrad.

n 1 IT I
Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedingung- = T.

Die Punkte bilden G-itter von der Form des einfachen Elementar-

würfels.

3. i[H03 EiOfl KOiil |
Zähligkeit jeweilen = 3. Symmetrie-

4. II 01 |[0|01 dOOll J
bedingung == V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen. Zähligkeit = 4. Symmetrie-

bedingung = Cs. Es gehören beispielsweise zusammen:

[[m m m| |m m m]] [[m m m| ([m m m|.

2. Auf den digonalen Drehungsachsen ist jede Punktlage (ausgenommen

die speziellen Lagen ohne Freiheitsgrad) sechszählig. Die Symmetrie-

bedingung ist = Ca. So sind mit [[m, 0, 0] gleichwertig:

[[S, 0, Ol |0, m, Ol EO, m, 0| [[0, 0, ml [0, 0, ml.

Alle übrigen Punktlagen sind ohne Symmetriebedingung

12zählig und besitzen drei Freiheitsgrade.

Raumgruppe X'^

Die Scharenuntergruppen sind: ©2^ (£2^ ©2^, (^s^ t£.H'* ß:{^. In rhom-

bischer Beziehung bilden die drei ©2^* eine Untergruppe W. ©2* (mit

rechten Winkeln wie in SS^) und ©3* im Winkel von 54" 44' 8^' sind

charakteristische Untergruppen. Der Elementarwürfel ist vierfachprimitiv,

flächenzentriert. Der Koordinatenanfangspuukt liegt im Schnittpunkt

dreier digonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungeu

:

I.) |,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) ~,0,j- 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen:

[100]'' [ioo]H [loop' [100]'^ °"[oio] H[oio] °^[oio] ^'[oio]

[OOlJoo [001]i 1 [001]i, [001]„i; [100]H [100]H [lOOpT [lOOpl

4i[oiO] H[010] 4f[010] H[010] [OOlJi^ [OOlJn [OOlJsi [OOlJii.
44 44 44 44

Dazu kommen 24 digonale Schraubenachsen, die genau die gleiche

Lage besitzen wie in 55'.
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Trigonale Drehungsachsen:

[111]"" [lllpi [111]" 2 [lll]i" [111]"" [111]tI [111]4 [111]^

[111]"" [iiT]H [in]"i [iü]i" [111]"" [iii]ii [m]"i [iii]i".

Dazu kommen 32 trigonale Schraubenachsen, 16 von linkem,

16 von rechtem Windungssinn.

Parallel [111] findet man beispielsweise folgende 2 Arten:

[lll]3i [iii]M [iii]ii [iii]!! und [lll]al [iii]!! [iii]Ig [iii]tf.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Koordinatentripel der

Tetartoedrie , dazu für jeden Wert: [[x-|-|, y+ |, z]] |x+ 1, y, z -{- 11

|x, y+ §-, z -|- 13 , so daß im ganzen 48 zusammengehörige Punktlagen

entstehen.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0003 IH03 lio|3 loHV
2. li i 13 [O 13 [[0 i 03 If 03 [

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

3. üHHi f il If Ulli Hl bedingung = T.

4. IIÜ3 liHI ÜHI ÜUl\
Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des flächen-

zentrierten Elementarparallelepipeds.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit 16, die Sj^m-

metriebedingung = Ca.

2. 24 zählig sind die Punkte, die nur digonalen Drehungsachsen angehören.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden, ohne Sym-

metriebedingung, im Elementarwürfel 48 zählig.

Raumgruppe X^

Die Scharenuntergruppen sind denen von %^ gleich, doch bilden

(£2^ Sä^ (£2^ eine rhombische Untergruppe SS^. Der Koordinatenanfangs-

punkt liegt im Schnittpunkt dreier digonaler Drehungsachsen. Der

Elementarwürfel ist innenzentriert.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) |, f, I
; 1, 0, 0: 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, |-, |; 1, 0, 0: 0, 1, 0: 0, 0, 1.

m.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

IV.j 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Digonale Drehungsachsen:

[100]"' [100]22 ""[010] 22[010] [001]^ [001]ii;

[100]2^ [100]"i "2[010] 2"[010] [001]i, [001], 1.
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Digonale Schraiibenaclisen wie in 33^; alle zusammengehörig.

Trigonale Drehungsachsen: [111]'' [111]"' [lll]" [111]".

Ferner 8 = 4 + 4 trigonale Schraubenachsen wie in %\

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die Koordinatentripel

der Tetartoedrie (siehe Seite 354), ferner zu jedem Wert:

|x + i, y + i, z + il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. 10 Olli 1 1]]. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = T.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Eiernentarparallel-

epipeds mit Innenzentrierung.

2. IHOI ||0l| 10113 IIOOI Hol Ol lOOil. Zähligkeit = 6. Sym-

metriebedingung = V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad:

1. Auf den trigonalen Achsen sind die Punkte achtzählig. Zu |j f j|

gehören beispielsweise |Hll IH !1 EfüHlffl I! ül li Hl
lli 4 il allgemein zu [[m, m, mj die Punkte [[m, m, ml [[m, m^ m|

lIm,m,mHm+i,m+|,m-f|-l [[m+|,m+i, m+|l |[in+i m+i m^-fü

|[m-|-f, m-|-|, m-|-|l. Die Symmetriebedingung ist = C:^.

2. Auf den digonalen Achsen herrscht Zwölfzähligkeit. Symmetrie-

bedingung = Ca.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden im

Elementarwürfel 24 zählig und besitzen keinerlei Symmetriebedingungen.

Raumgruppe X*

Die Scharenuntergruppen sind: 62^ ßs' ß.', ©3* ^s' ©.s' '^n'.

^2^ ©2^ ©2^ bilden in rhombischer Hinsicht eine Untergruppe 33-^.

62^ mit ©3^ im Winkel von 50^ 44' 8" sind charakteristisch. Der

Koordinatenanfangspunkt liegt auf der trigonalen Achse im Schnitt-

punkt dreier digonaler Schraubenachsenebenen. Der Elementarwürfel

ist einfachprimitiv.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) a, 0, 0: 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0: 0,1,0; 0,0,1.

in.) 0, 0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

IV.) 0, 0, 0: 0, 1, 0; 0, 0, 1 ; 1, 0, 0. V.) j,j,^; 1, 0, 0; 0, 1, 0: 0, 0, 1.

Trigonale Drehungsachsen: [111]'" [lll]2i [lll]^" [lll]'i

Ferner 8 trigonale Schraubenachsen pro Elemeutarparallelepiped.
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Digonale Schraubenachsen:

[100]i° [lOOpl °i[010] H[oiO] [OOlji, [OOljii;

[lOO]*"* [100]H 4[oiO] 2i[010] [OOlJsp [001]ii.

(Siehe auch Fig. 159.)

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Im, n, p1 |m+ |-, E-fi p3 Kn+ |,p + |l [[m + f n, p
-[- i|

|p, m, n3 Ip, m+j,H+ il Ep+ |,m, n-fjl [[p+ i, m + i, nj

[[n,p, ml In+ i p, m + |3 l[n+ |,P + ini3 [[n, p + 1, m+ fl.

Fig. 159. 2* Trigonale Drehungsachsen und digonale Schraubenachs

im Elementarwürfel. (Perspektivische Darstellung.)

Es sind keine Punktlagen ohne Freiheitsgrad vorhanden.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad finden sich auf den tri-

gonalen Achsen. Ihre Zähligkeit ist 4, die Symmetriebedingung = Ca.

Vier konstruktive Punktlagen sind dadurch ausgezeichnet, daß ihre

gleichwertigen Komplexe Gitter von der Form des flächenzentrierten

Elementarwürfels bilden. Es sind das als Ausgangslagen entweder

fOOOl oder |HI1 oder |i Hl oder |f HJ.

Im übrigen besitzen alle Punktlagen drei Freiheitsgrade. Sie

sind dann 12 zählig. Die Lage der trigonalen Drehungsachsen und
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digonalen Scliraubenachseu ist gegenüber den Koordinatenachsen auch

anders wählbar, die trigonalen Drehungsachsen beispielsweise wie folgt:

[111]°'' [111]'^ [lir]22 [iii]2\ Dem würde eine Verteilung der

digonalen Achsen entsprechen, wie sie für das Raumsystem W (siehe

Seite 179) angenommen wurde.

Raumgruppe X^

Die Scharenuntergruppen sind: ^2^ (£2^ (i2^ ß^s* ©s^ Ss* ^3^, doch

bilden die digonalen Achsen diesmal eine Untergruppe 33^. Der Koordi-

Fig. 160. 2' Trigonale und digonale Drehungsachsen im Elementarwürfel.

(Perspektivische Darstellung.)

natenanfangspunkt liege auf der trigonalen Achse im Schnittpunkt dreier

Ebenen digonaler Drehungsachsen. Der Elementarwürfel ist doppelt-

primitiv innenzeutriert.

Einfachste Decktransformatiousbedingungen:

!•) f'f'f! 1'0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) j,j,j; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Trigonale Achsen (polar) wie in X^.
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1 3

Digonale Drehungsachsen: [100]°* [lOOjs* [100]*'i [100]2i

4' [010] H[010] 4*'[010] H[oiO] [001]„i [OOlJis [OOl],. [OOlJii
4 2 4 4 2 4-

Digonale Schraubenachseu: Lage wie in X^.

(Siöhe auch Fig. 160.)

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

• Im, n, p1 Im, n, p+ II [[m+ |, n, p] [[m, n+ |, p|

Ep, m, n] Ip+ f, m, n] |p, m -f-
^ n| |p, rä, n +^|

[[n, p, m| [[n, p-fl, ml [[n, p, m+ || [[n+ |, p, m].

Ferner gehört, zu jedem dieser Werte |x, y, z| ein Wert |x-|-f , y+ 1, z-f- 1|.

Keine Punkte ohne Freiheitsgrad.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen ist die Zähligkeit = 8. Die

Symmetriebedingung lautet C3. Die |[0 0]], sowie die Ij | j| gleich-

wertigen Punkte bilden jeweilen Würfelgitter von | Volumen des

Eiernentarwürfeis

.

2. Die Punktlagen auf den digonalen Drehungsachsen (C2) sind 12 zählig.

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.

^1,- Paramorph-hemiedrische Klasse der kubischen Abteilung

(Dyakisdodekaedriscbe Klasse)

Zu den Symmetrieelementen der Tetartoedrie kommen drei, auf

den digonalen Achsenscharen senkrecht stehende, Symmetrieebenen-

scharen hinzu. Sie erzeugen nach Satz 10 Seite 57 Symmetriezentren

und erweitern daher die trigonalen Achsenscharen zu he"xagonaleu

Drehspiegelachsenscharen.

Die Koordinatentripel der paramorphen Hemiedrie ohne Zusatz-

translationen sind:

(I). Die Koordinatentripel der Tetartoedrie (siehe Seite 354).

@. Im n p| |m n vi [[ni n p] |m n p]

|p m n] Ip m n] |[p m n| |p m n|

|n p ml |n p ml [[n p m| |n p m].

Eaumgruppe Ji,^

Für die Raumsysteme Xh\ ^h^ und ^h" ist der einfachprimitive

Würfel Elementarparallelepiped. Die drei ersten Decktransfor-

mationsbedinguugen lauten daher gemeinsam:

I.) a, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) 0, a, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.
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Die ScharenuntergTuppen von Xh' sind: ßa* Sä' Sg', ßs' ^s^ ^s\

63^ (S3* S;/ ©3*, 6i. Die kubische Untergruppe ist X\ die rhombisch-

holoedrische Untergruppe 93^^ 3::^ mit ßg^ sind als charakteristisch an-

zusehen. Die IV.), V.) und VI.) Decktransformationsbedingungen können

geschrieben werden:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Der Koordinatenanfaugspunkt liegt im Schnittpunkt der trigonalen

mit den digonalen Drehungsachsen.

Symmetrieelemente: Die gleichen in gleicher Lage wie in X'.

Dazu noch die folgenden:

Symmetriezentren: I. |0 OJ. U. IH II-

iiL if I Ol |i
ii |o 1 1|. IV. e Ol 10 i OHO ii.

Spiegelebenen: (lOO)o (OIO)^ (OOl)^; ferner (lOO)i (OlO)i (OOl)i.222
Zusammengehörige Koordiuatenwerte:

Die Koordinatentripel (I) und (II) der paramorphen Hemiedrie

ohne Zusatztranslationen.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I I Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetrle-

2. Symmetriezentren II J bedingung = Th.

Die beiden Punktlagen bilden jede für sich Gitter von der Form

des einfachen Elementarparallelepipeds.

3. Symmetriezentren III | Zähligkeit jeweilen — 3. Symmetrie-

4. Symmetriezentren IV j bedingung = Vh.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den digonalen Drehungsachsen, die zugleich Schnittlinien zweier

Spiegelebenen sind (C2v), ist die Zähligkeit = 6.

2. Auf den trigonalen Drehungsachsen ist achtfache ZähKgkeit vor-

handen (Symmetriebedingung C3). Würfelgitter von f Volumen des

Elementarwürfels bilden die
[[j j f| gleichwertigen Punkte.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 12 zählig. (Symmetriebedingung = Cg.)

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.

Raumgruppe Xir

Die Scharenuntergruppen sind : ©2^ ©2^ (£o\ 6«^ ^,' (^J, ©3 ' ^3' ^\ ß:/,

Cii. X' mit ßs^ dienen zur Ableitung. Die rhombisch holoedrische Unter-

gruppe ist SSh^ Der Koordinatenanfaugspunkt liegt wiederum im Schnitt-

punkt der digonalen und trigonalen Drehungsachsen.
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Der ElementarWürfel ist einfachprimitiv, die drei ersten Deck-
transformationsbedingungen sind denen von %u^ gleich (ebenso

IV und V).

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 0, 0.

V.) 0, 0, 0; 1, 0, 0: 0, 1, 0; 0, 0, 1. VI.) ~ |-, -|; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Symmetrieelemente: Die gleichen wie in X\ außerdem:

Symmetriezentren: I. IHtI El !tI I! ül li ! f 1-

n- IfüHiHHHil IIHl-
Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (OlO)i (010)3 (OOl)i (OOl)i.

4 4 4 4 4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Zunächst (I) unverändert wie in der Tetartoedrie (Seite 354). An

Stelle von (U):

|m+in+ip+il[[S+i,n+ip+|Mm-fin + |,p-{-f3|[m+|,n+ip+ il

Ip+im+|^+ill[p+|,m+|^+}l[[pH-im+in+ il|p+i,m+|,u+il

|5-fLp+|,m+|Hn+ip+|,m+|-Hn+i,P+im+|l|n+|,p+i,m + il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 0l 11 Hl- Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = T.

2. Symmetriezentren I. 1 Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

3. Symmetriezentren IL
J

bedingung = Csi.

Die zweizähligen Punkte bilden Gitter von der Form des

Elementarparallelepipeds mit Innenzentrierung, die vierzähligen von

der Form des flächenzentrierten Elementarwürfels.

4. II 1 0| Ki II |0 I II II Ol EO I Ol 10 II. Die Zähligkeit ist 6,

die Symmetriebedingung = V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Achsen herrscht bei beliebiger Lage Achtzähligkeit (Cs). Die Punkt-

lagen der digonalen Achsen für sich sind 12 zählig (Ca).

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.

Die Raumgruppen 2h^ und Sth^ enthalten einen vierlachprimitiven

flächenzentrierten Würfel als Elementarparallelepiped. Außerdem ist für

beide X^ eine Untergruppe. Die fünf ersten Decktransformations-

bedingungen lauten daher für beide Gruppen gemeinsam:

L)
|-,f,0:

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |, 0, |~: 1,0,0; 0,1,0: 0,0,* 1.

IIL) 0, -|, |-: 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

IV.) 0,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 1,0,0: 0,1,0; 0,0,1.
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Raumgriippe ^^h^

Ihre Scharenuntergruppen lauten: ©2^ ^2^ ß2^ Ss^ ßs^ C£s^ ©i"^ (^4*

Si^ Si'**, Si. 2;^ mit ßs^ sind charakteristisch. Die rhombisch-holoedrische

Untergruppe ist SSh^^. Der Koordinatenanfangspunkt liegt im Schnitt-,

punkt der Spiegelebenen mit digonalen und trigonalen Achsen.

Die VI.) Decktransformationsbedingung lautet:

VI.) 0, 0, 0; I, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

Die gleichen Symmetrieelemente wie in %^, ferner die folgenden:

Symmetriezentren: L |0 OHH OHi |1 [[0 H3.
n. Efill Eiooi fofo] |oo|3-

m. liioi iffoi iiHl lifll Elioi lifo] liHl 11113

lioii lun Ifofl EHI3 [[foil liHl liofi iHfi
|0H1 IHil Eiill loffi lofii EHil EHI3 loifl-

Spiegelebenen: (lOO)^ 100)i (OlO)o (OlO)i (OOl)« (OOl)i.
2 2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)i dOO)« (OlO)i (010)3 (OOl)i (OOl)».
i 4 4 4 4 4

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Zunächst (!) und (11)

der paramorphen Hemiedrie (siehe Seite 361) unverändert, außerdem zu

jedem Wert : |x+ f, y -f f , zj {x+ 1, y, z -f |Hx, y+ i z+ 13-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I. ) Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

2. Symmetriezentren II. J bedingung = Th.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarwürfels

mit Flächenzentrieriing.

3. liUl Effil Hüll EHfl Hill liill lifil Hill. Diese

Punktlage ist 8 zählig und mit der Symmetriebedingung T ver-

knüpft. Sie bildetWürfelgitter, deren Maschenvolumen ^ des Elementar-

würfels ist.

4. Alle unter III. stehenden Symmetriezentreu gehören zusammen, sie

bestimmen eine 24 zählige Punktlage mit der Symmetriebedingung C21,.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Die digonalen Drehungsachsen sind zum Teil Schnittlinien von Spiegel-

ebenen, zum Teil liegen sie bloß in Gleitspiegelebenen. Auf den

ersteren ist geuiäß der Symmetriebedingung Cjv eine beliebige Punkt-

lage 24 zählig.

2. Auf den durch die 8 zähligen Punktlagen gehenden digonalen Drehungs-

achsen ist bei beliebiger Lage ein Punkt 48 zählig. (Symraetrie-

bedingung Ca.)
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3. Punkte, die nur den trigonalen Drehungsachsen angehören, sind mit

der Symmetriebedingung Cs 32 zählig.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen allein au und sind 48 zählig. Cs.

Daraus folgt, daß Punktlagen mit drei Freiheitsgraden, ohne

Symmetriebedingung, 96 zählig sind.

Raumgruppe Jh^

Die Scharenuntergruppen sind diesmal: ©2^ ^2'^ ©2^, ßs* ^s^ ©s'*,

64^ ßi^ (£4^ ©4^, (5i. 2;^ und ßs* charakterisieren das Raumsystem. Die

rhombisch -holoedrische Untergruppe ist SSh^"*- Hinsichtlich der Achsen

gleiche Koordinatennullpunktswahl wie in Xh^. Die fünf ersten Deck-

transformationsbedingungen findet man auf Seite 36], die VI.) lautet:

^^•^ T'T'f' ^'^'^' ^'^'^' ^'^'^•

SyniDietrieelemente: Die gleichen wie in %^, außerdem:

Symmetriezentren (in der Reihenfolge wie in SSh^^):

I- li 8 il El 1 13 El 8 13 El 1 13 El 1 13 El 1 13 El i f3 El 1 13

EHI3 Ellll EIHI EIII3 EHI3 EIII3 EIII3 EHE
II- EHI3 EIH3 EHI3 EIH3 Ellll EIII3 EIII3 EIHI

El 8 13 EH 13 Ei 1 13 El 1 13 El I II EH 13 El HS El 1 13-

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)5 (OlO)i (010)^ (OOl)i (001)5
8 8 8 8 8 H

(100)3 (100)7 (010)3 (OlO)i (001)3 (001)7.
8 8 8 8 8 8

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Zunächst die 12 Werte von (I) der Tetartoedrie , ohne Zusatz-

translationen. An Stelle von (11) der paramorphen Hemiedrie die fol-

genden Symbole:

|m-fin-fi p-hi3Em+i,n+i,p+i3 |m+i,n+i,P+i3 Em+in+iP+il
|p+i,m+ i,n+|l[[p+i,m-fi,_n+il|p4-i,m+|,n-fil|p+i,m+i,n+il

IIn+i,p+im+{Mn+i,p+l,m+{Mn+ i,p4-im+il|n-fi,p + i,m-M|.

Ferner zu jedem dieser 24 Werte:

Ex+iy+ izl |x+ i y,z-f|l [x,y+ i,z+ il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10001 EH03 Eioii ioH3 llkU E!!i3 EfH3 EHf3-
2. EiH3 Eiooi |o|oi Eoo|i Uffi UIB EHi3 E!H3-

Jede dieser zwei Punktlagen ist somit 8 zählig. Die Symmetrie-

bedingung lautet: T. Die Gitterkomplexe können als „Diamantgitter"

bezeichnet werden.
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3. Symmetriezentren I. 1 Zähligkeit jeweilen = 16. Symmetrie-

4. Symmetriezentren II.
J

beding'ung = Csi-

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigoualen

Drehungsachsen liegen 32 zählige Punkte (Ca), auf den digonalen

Drehungsachsen (C2) 48zähhge.

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind daher 96 zählig.

Raumgruppe Jh^

Die Raumgruppen Xh^ und Xh' müssen auf einen innenzentrierten

Elementarwürfel bezogen werden, so daß die drei ersten Decktransfor-

mationsbedingungen lauten

:

I-)
l'l'l;

1'0,0: 0,1,0; 0,0,1. IL) |, |-, |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Die Scharenuntergruppen von X^^ sind: 62^ ^2^ ©2^, Ss^ Ss' (:Ss^

6?/ (Ss'* (^3* ßä*, t£i. ST^ mit 6s^ ist bei der Ableitung zu verwenden.

Die rhombisch-holoedrische Untergruppe lautet 3Sh^^. Der Koordinateu-

anfangspunkt, in den Schnittpunkt dreier Spiegelebenen gelegt, ergibt

die weiteren Decktransformationsbedingungen:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0^0. V.) 0,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Symmetrieelemente: Die gleichen wde in Xh\ doch zum Teil

zusammengehörig. Außerdem als neue Symmetriezentren fzu denen

von Xh'):

ni. liiil Iffil Hill IHIl Hüll liHl IHil ttiiil-

Als neue Schraubenachsen digonaler Art:

[ioo]H [ioo]H [ioo]H [ioo]H,

sowie die entsprechenden parallel [010] und [001].

Als Gleitspiegelebenen: (100) 1 (100)3 (OlO)i (010)3 (001) 1 (001)3.444444
Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die 24 Koordinaten-

werte der Tripel der paramorphen Hemiedrie ohne Zusatztranslationen.

Außerdem zu jedem Wert: [[x+ |, y+ f, z+ fl-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 0| II |||. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Th.

2. 111 Ol ||0|1 |0H1 liOO] |0|01 lOOll. Zähligkeit = 6. Syni-

metriebedingung = Vh.

3. Symmetriezentren DI. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung = Csi.

1 bildet Gitter von der Form des innenzentrierten Eiernentar-

els, 3 bildet ^S

Eleiiieutarvolumens.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die digonalen Drehungs-

achsen sind zugleich Schnittlinien von Spiegelebenen, so daß, gemäß einer

Symmetriebedingung Cov, die daraufliegenden Punkte 12 zählig sind. Auf
den trigonalen Drehungsachsen liegen 16 zählige Punkte (C3).

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen an und sind 24 zählig.

Die mit drei Freiheitsgraden behafteten Punkte sind 48zählig.

Raumgruppe Xh"

Die ScharenuntergTuppen ergeben sich zu: (£2^ Sä" ^£2", Ss^ ©s* ßs^

(äs* ^3* Ss^ 63^, Si. Z* mit CV sind für das Raumsystem charakteristisch.

Die rhombisch -holoedrische Untergruppe heißt 33^'^. Der Koordinaten-

anfangspunkt liegt im Symmetriezentrum, das, wie immer, wenn es in

dieser Klasse auf trigonalen Achsen liegt, zugleich den Schnittpunkt

einer hexagonaleu Drehspiegelachse mit einer Drehspiegelebene darstellt.

Der Elementarwürfel ist einfachprimitiv, die drei ersten Decktransfor-
mationsbedingungen sind bereits auf Seite 361 vermerkt worden.

IV.) 0,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1; 1,0,0.

V.) j,j,0: 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. VI.) j,~,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemete: Trigonale und digonale Achsen wie in "ZK Dazu:

;hoi Eioii EoiSymmetriezentren: I. |0 0| |H 0| Hl |3 f^ ^ -^"

n. iHil Ifoos |oio| E0013.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (OlO)i (010)3 (OOl)i (OOIm.
4 4 4 4 i i

Zusammengehörige Koordinaten werte:

Zunächst an Stelle von (I) der paramorphen Hemiedrie die 12 Ko-

ordinatenwerte von Jt*. Ferner an Stelle von (11):

Im,^, pl Im+ I, n-j-|, pl |m, 5+ |, p+ |3 [[m + 1-, n, p+ 11

[[p,m,^3 [[p,m-fiji+ |l Ip+ I, m,n+ |3 |p+ i, m + i n]

|n,p,ni3 [[n+ i,p,m+ |3 [[n + f,p+ |, m] [[n, p+ |, m+ il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1

.

Symmetriezentren I. | Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetriebedingung

2. Symmetriezentren IL j =03;.
Die Punktlagen bilden Gitter von der Form des flächen-

zentrierten Elementarwürfels.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Sie gehören den tri-

gonalen Drehungsachsen an und sind gemäß der S3'mmetriebedingung C3

achtzählig. Die konstruktive Lage |j j j} bildet mit den ihr gleich-

wertigen Punkten würfelförmige Gitter mit einem Maschenvolumen von

4 des Elementarwürfels.
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Die Punkte allgeuieiner Lage, mit drei Freiheitsg-raden, sind

24 zählig. Sie besitzen keinerlei Symmetriebedingungen.

Raumgruppe Zh''

Die ScharenuntergTuppen sind : ©2' (^2' ^2', ^s' ^.' ßs*, ©3^ ©3* ©3* ©s*,

ßi. X^ mit ßs* sind für das Raumsystem charakteristisch. Die rhombisch-

holoedrische Untergruppe ergibt sich zu ^h". Der Koordinatenanfangs-

punkt fällt in ein Symmetriezentrum. Der Elementarwürfel ist innen-

zentriert. Die drei ersten Decktransformationsbedingungen findet man

unter Xh'. jy ^^ 0, 0, ; 0, 1, 0; 0, 0, 1 ; 1, 0, 0.

V.) 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. V.) 0,0, |-; 1,0,0; 0,1,0: 0,0,1.

Die Symmetrieelemente von %•' sind (abgesehen von der Zusammen-

gehörigkeit) in gleicher Lage vorhanden. Dazu kommen folgende:

Symmetriezentren:

L Eoool Uloi Eioii loiii IHII EI003 |o|o| ^oo^i.

n. EiHl lUU IHIl liffl IHfl lUB BHl IIHl-

Gleitspiegelebenen: (lOO)^ (lOO)i (OlO)o (OlO)i (OOl)« (OOl)i;

(loo)i (100)3 (oio)j. (010)3 (ooi)i (001)3.
4 4 4 4 4 4

Außerdem, wie in allen Raumsystemen dieser Klasse, Drehspiegel-

ebenen senkrecht zu den trigonalen Achsen.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

Zunächst die unter Z^ angegebenen Tripel als (I), Ferner an Stelle

von (II) der paramorphen Hemiedrie:

Im, n, p3 Im, n, p + ^ |m + f , n, p| |m, n -|- 1, pj

|p, in,^3 |p+ i, m, n3 |p, m -f f , n] |p, m, n + f]
^

|n, 5,m3 |n, p + i, ml |n,p, m-f-ij |n + i,
p, m].

Zu jedem dieser 24 Werte noch der Wert: |x+ |-, y-|-|-, 2+ v3-

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I. 1 Zähligkeit jeweilen = 8. Symmetrie-

2. Symmetriezentren II. j bedingung = Csi.

Beide Punktlagen bilden Gitter mit würfelförmigen Maschen von
i Volumen des Elementarwürfels.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen herrscht bei beliebiger Lage die

Zähligkeit 16. (Symmetriebedingung C3).

2. Die auf digonalen Drehungsachsen liegenden Punkte sind demgemäß

24 zählig. (Symmetriebedingung Ca).

Alle übrigen Punktlagen sind mit drei Freiheitsgraden 48 zählig.
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STd. Hemimorph-hemiedrische Klasse der kubischen Abteilung

(Hexakistetraedrische Klasse)

Zu den Symmetrieelementeu von % kommen 6 gleich wertige Scharen

von Symmetrieebenen, die den Winkel zweier ursprünglich digonalen

Achsenscharen halbieren. Diese- digonalen Achsenscharen werden daher

nach dem Satze 8 und 8 a von Seite 56 einer tetragonalen Drehspiegel-

achse isomorph.

Die Koordinatentripel der hemimorphen Hemiedrie ohne Zusatz-

translationen sind:

(I). Die 12 zusammengehörigen Werte der Klasse Z Seite 354.

(n). |n m pl |5 m pl |n 7n pl [[n m pj

[[m p n| |m p nj [[m p nj {m p n|

|p n ml |p n ni| [[p n m| |p n ml.

Eaumgruppe Za^

Die Scharenuntergruppen sind: <Bi' ©4' ®i\ ^s' ©s^ ^s' ßs' ^s' es^

^3* ^3* ^3* (£3*, ^i- Z^ niit (is^ charakterisieren das Raumsystem. Die

tetragonal sphenoidisch-hemiedrische Untergruppe ist SSd^ Der Eleraentar-

würfel ist einfachprimitiv, der Koordinatenanfangspunkt Schnittpunkt der

tetragonalen Drehspiegelachsen mit trigoualen Drehungsachsen.

Die Decktransformationsbedingungen lauten:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. H.) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0. 0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0.

V.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, L

Trigonale Achsen wie %K

Tetragonale Drehspiegelachsen:

[100]'" '"[010] [001],o; [ioo]H ii[oio] [OOljii.

Digonale Drehungsachsen:

[100]^'' [100]'^ ""^[010] ^'[010] [001]i„ [001],^.

Spiegelebenen: (110)« (110)« (Oll)o (oIl)« (lOl)o (101)0.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i (Oll)i (Oll)i (lOl)i (lOl)i.
2 2 ä 2 2 2

Ferner die zu den Drehspiegelachsen gehörigen Drehspiegelebeneu.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: (I) und (11) der

kubischen hemimorphen Hemiedrie ohne Zusatztranslationen.

Niggli. Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuunis 24
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. loool
ifi 1 m (

Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedingung = Ta.
^- ll¥ 2 t]I J

Diese Punktlagen bilden Gitter von der Form des einfachen

Elementai-parallelepipeds

.

3- IH 03 Ei 13 10 113 1 Zähligkeit jeweilen = 3. Symmetrie-

4. II 03 [Ol 03 HO 13 j bedingung = Yd.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen herrscht Vierzähligkeit. (Sym-

metriebedingung Csv) Die Komplexe der l^ \ |3 gleichwertigen, sowie

die Komplexe der || | f3 gleichwertigen Punkte bilden Gitter von der

Form der allseitig flächenzentrierten ElementarWürfel.

2. Die tetragonalen Drehspiegelachsen sind Schnittlinien je zweier

Spiegelebenen. Punkte auf ihnen müssen der Symmetriebedingung

C2V genügen, sie sind sechszählig. So gehören

zu lOOpl die Punkte |[0 0p3 |p Ol |[p 0] [[0 p Ol [[Op03;

zu |Hp3 die Punkte |i|53 3p ii3 IvHl UvE IIP 13.

3. Auf den nur digonalen Achsen ist die Zähligkeit 12, die Symmetrie-

bedingung C2.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Auf den Spiegel-

ebenen allein sind die Punktlagen 12 zählig.

Im übrigen herrscht bei allgemeiner Lage mit drei Freiheits-

graden 24-Zäliligkeit.

Raumgruppe Xd^

Die Scharenuntergruppen sind: ©4^ ©^^ ®4^ Ss' S«^ 6s=' ßs' 6s' 6s',

63* 63'* S3* 63'*. 2;^ mit Ss' charakterisieren das Raumsystem. Die tetra-

gonal-sphenoidisch-hemiedrische Untergruppe ist 95^^. Der Elementarwürfel

ist flächenzentriert. Die Nullpunktslage entspricht der von Xd^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) |,-|, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL)
f,0,|;

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. Y.) 0,0,0; 0,1,0: 1,0,0; 0,0,1.

Trigonale Achsen wie in %^.

Tetragonale Drehspiegelachsen:

[100]'° [loojH [100]!" [ioo]"2 '"'[010] H[oio] ^"[oio] '^[oio]

[001]oo [001]ii [001]i, [001], I.

[100J44 [ioo]i4 [ioo]i^ [ioo]H ii[oio] H[oio] H[oio] i4[oio]

[001]ll [001]33 [001]31 [001]l3.
i i 44 i i 44
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Digonale Schraubenachsen:

[001]i„ [OOlJii [001]3, [001J31 [001], 1 [OOlJii [001], 3 [001]i3,
4 42 4 42 4 24 4 24

sowie die entsprechenden Achsen parallel [010] und [100].

Spiegelebenen: (llO)^ (110)i_ (llo)o (llO)i

(Oll)o (Oll)i (011), (011)1 (lOl)o (101)1 (lOl)o (lOl)i.
2 2 2 2

Gleitspiegelebenen: (llO)i (110)3 usw.
. 4 4

Senkrecht zu den Drehspiegelachsen sind natürlich Drehspiegel-

ebenen vorhanden.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die Koordinatentripel

der kubischen hemimorphen Hemiedrie von Seite 369 zunächst ohne

Zusatztranslationen. Ferner zu jedem dieser Werte |x, y, z]] die Werte:

i^+h y+h zl U+ h y, z+il Ix, y+i z+ 13.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |[ooo3 [IH03 Eioil Hoiir
2. U i in li 03 |0 I 0]] |0 fl I ZähHgkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

3. Ü iillH 13 El ilHi 1 13 bedingung = Td.

4. 11! 13 EH!3 IHi3 BUl)
P-unktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1

.

Die trigonalen Drehungsachsen sind Schnittlinien dreier Spiegelebenen.

Der Symmetriebedingung Csv entspricht die Zähligkeit 16.

2. Die tetragonalen Drehspiegelebenen, die als Drehungsachsen digonalen

Charakter besitzen, sind Schnittkanten zweier Spiegelebenen (C2v).

Darauf liegende, im übrigen beliebige Punkte sind 24 zählig.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Sie gehören den

Spiegelebenen an und sind 48 zählig.

Die allgemeinste Lage tritt in 96facher Zusammengehörigkeit

im Elementarwürfel auf.

Raumgruppe Xä^

Die Scharenuntergruppen sind die gleichen wie in Zd^, doch

charakterisieren jetzt %'^ und 6s^ das Raumsystem. Der Elementar-

würfel ist innenzentriert. Die tetragonal sphenoidisch - hemiedrische

Untergruppe ist SSd^^ Der Nullpunkt hat gleiche Lage wie in Zd^.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

^•^
f' 2'!' ^'^'^5 0,1,0; 0,0,1. IL) |,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; T,0,0; 0,0,1.
24*
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Symnietrieelemente: Trigonale Achsen wie %^.

Tetragonale Drehspiegelachsen:

a) [100]"' [100]H "^«[oiO] i^[010] [001],,, [001]jli.

b) [100]2' [100]"^ "2[010] 2'^'[010] [001]i, [001]oi,

Digouale Schraubenacliseu: [100]ii [100]3 3 [100]i3 [100]3i,
44 44 44 44

sowie die entsprechenden parallel [010] und [001].

Spiegelebenen: (110)« (llO)« (Oll)o (oTl)« (lOl)« (loi)«.

Gleitspieg-elebenen: (llO)i (llOji (Oll)i (Oll)ji (lOl)i. (lOl)i.
2 2 2 2 2 2

Ferner zu den Drehspiegelachsen gehörige Drehspiegelebenen.

Znsammengehörige Koordinatenwerte: (I) und (II) der

kubischen hemimorphen Hemiedrie zunächst ohne Zusatztranslationen.

Ferner zu jedem der 24 Werte ein Wert: |tx+ f, y-|-f, z+ IJ.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. lO 0| [[i
1 f|. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Td.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des innenzentrierten

ElementarWurfeis.

2. Eil Ol liOil lOHl liOOl 10^01 |0 0i|. Zähligkeit = 6. Die

Symmetriebedingung ist Vd.

3. EioiifoHl |oHH|ofi EHoilfoH llo|Hfioi loüHifoi
li I 0] |0 f 0- Die Zähligkeit ist 12, die Symmetriebedingung = S4.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigoualen Drehungsachsen sind die Punkte 8 zählig und

gehorchen der Symmetriebedingung Csv. Die mit Ij j || gleich-

wertigen Punkte bilden würfelförmige Gitter mit einem Maschen-

volumen von I des Elementarwürfels.

2. Die tetragonalen Drehspiegelachsen a) sind Schnittlinien zweier Sym-

metrieebenen. Die Punkte auf ihnen besitzen eine Zähligkeit =^ 12.

Sie müssen der Symmetriebedingung Cjv genügen.

3. 24 zählig sind die Punkte auf den übrigen tetragonalen Drehspiegel-

achsen bei beliebiger Lage. Einzige Symmetriebedingung ist Ca.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden. Die den Spiegel-

ebenen allein angehörigen Punkte sind 24 zählig. 48 zählig sind die mit

drei Freiheitsgraden behafteten Punkte allgemeiner Lage.

Raumgruppe ^^d^

Die Scharenuntergruppen lauten: ©4' ©i' ©4', ©s* ©s" ©s* ©s^ ß/ ^s\

Ss* Ss^ ©3^ ßs*. 2' mit ©8* charakterisieren das Raumsystem. In tetragonal
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sphenoidisch-hemiedrischer Hinsicht lassen sich Gruppen 35d* erkennen.

Der Koordinatenanfangspunkt des einfachprimitiven Elementarwürfels ist

Schnittpunkt dreier trigonaler Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) a,0,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. n.) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) |,|,|-; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Trigonale Achsen wie in X^.

Tetragonale 'Drehspiegelachsen:

[100]"2 [lOOp" °i[010] i"[010] [OOlJoi [001]i,.

Digonale Drehungsachsen:

[100]'° [100]H "«[010] H[001] [ooi]oo [001]ii.

Gleitspiegelebenen:

(llO)o (110)0 (Oll)o (Oll)o (lOl)o (lOl)o

(llO)i (llO)i (Oll)i (Oll)i (lOl)i (lOl)i.
2 2 2 2 2 2

Die zu den Drehspiegelachsen gehörigen Drehspiegelachsen sind

elementar von 4. Ordnung.

Zusammengehörige Koordinatenw^erte

:

(T). Die 12 ersten Werte der Koordinatentripel der hemimorphen

Hemiedrie unverändert (ohne Zusatztranslationen), also wie in der

Tetartoedrie (siehe Seite 354).

An Stelle von (II) der hemimorphen Hemiedrie treten die fol-

genden Werte:

|n+|,m+|,p+ iMn+im^+ip+iMn+i,m+|,p+|MM-i,m>ip^
|m+|,p+ in+ |Mm+|j)+ i,n+iMrn + |,p+|^+ |Mm+|j)+i^+|2
|p+|,n+|,m+|Mp+|,n-}-|,m+|Hp+f,n+i,m+iHp+iu+i,m+|l.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10003 Ifiil. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = T.

2. |H0| HO 13 |0H1 1110 03 KOI 03 [[0 0|3. Zähligkeit = 6. Die

Symmetriebedingung lautet = V.

3. IHoi IH03 |0H3 loifl lioii 11013.

4. Ii|03 ttfio3 |oH3 lofii Eioii E|of3.

Jede dieser zwei letzteren 6 zähligen Punktlagen besitzt die Sym-

metriebedingung S4. Einfache Gitter von der Form des innenzentrierten

Elementarwiirfels bildet nur 1.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den trigonalen Drehungsachsen sind die Punkte 8 zählig. Die

II 4 il gleichwertigen Punkte bilden würfelförmige Gitter , deren

Masche | Volumen des Elementarwürfels einnimmt. Die Symmetrie-

bedingung ist C3.

2. Auf den digonalen Drehungsachsen und tetragonaleh Drehspiegel-

achsen gehören bei beliebiger Lage (ausgenommen die erwähnten

Örter ohne Freiheitsgrad) die Punkte einem 12 zähligen Komplex an.

(Symmetriebedingung C2.)

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24:Zählig.

Raumgruppe 'Xd^

Die Scharenuntergruppen sind diesmal : ©4^ ©4^ ®4^ Ss^ ^s^ ^s* ßs^

es"* es^ ©3* e.s^ Sh^ (Eb\ Z- mit 6s' charakterisieren das System. Die

tetragonal sphenoidisch-hemiedrischen Untergruppen sind mit 3Sd^° zu

bezeichnen. Der Elementarwürfel ist vierfachprimitiv, der Koordinaten-

anfangspunkt ist Schnittpunkt von vier trigonalen Drehungsachsen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I.) |,y,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |,0,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IIL) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0: 0,0,1; 1,0,0. V.) 0, 0, |^ ; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Abgesehen von der Zusammengehörigkeit

gleiche Achsenlage wie in %a^.' Hingegen haben sich die zu den Dreh-

spiegelachsen gehörigen Drehspiegelebenen vertauscht und sind alle

Symmetrieebenen Gleitspiegelebenen geworden.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Gleiche Koordinaten-

werte wie in ^d', doch gehören zu jedem Punktsymbol noch die Sym-

bole: |x-ff,y+ i,
zl |x+ i,y,z+ i3 [[s,y+iz+ il, so daß' im

ganzen 24 • 4 = 96 zusammengehörige allgemeine Punktlagen in einem

.Elementarwürfel auftreten.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. [[0001 lifoi liofi |oH3 Eilil lioo| |oio| |ooii.

2. Eiiil If fil IfHl Eiffl Ifül EiilS EiHl ÜUl
Jede dieser zwei 8 zähligen Punktlagen besitzt die Symmetrie-

bedingung T. Würfelgitter mit einem Maschenvolumen von ^ des

Elementarvolumens werden gebildet.

3. ttooii iHil Eio|3 |oH3 Eoofi ^H!l UHl EoHl
liooi IHII Efioi dl o|3 Efoo]] lUE Ei^o] Eio|3

|oio3 BHl |of|3 Eifoi Eo|o3 Ef 111 |oii3 IHoi.
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Alle diese 24 Punktlageu sind zusamuiengehörig. Die Symmetrie-

bedingung ist Si. In genau gleicherweise bilden:

4. IHoi liHl Effoi iHii Ef io| Elf 11 |Hol liiil

|0H1 liill loffi iHil |oHl Iffll Eoiii iHil
lioii if Hl El ofi BHl liofi II Hl Efoil IHil

einen zusammengehörigen Komplex, mit der Einzelsymmetrie-

bedingung S4.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die Zähligkeit von

Punkten, die nur den trigonalen Drehungsachsen angehören, ist 32 für

den Elementarwürfel.

Die tetragonalen Drehspiegelachsen sind als Drehungsachsen digoual,

so daß willkürlich auf ihnen liegende Punkte (immer ausgenommen die

bereits abgeleiteten) 48 zählig sind und einzig der Symmetriebedingung

C2 gehorchen müssen.

96 zählig sind alle jene Punkte, denen drei Freiheitsgrade der

Lageänderung zukommen.

Raumgruppe %,\^

Die Scharenuntergruppen sind denen von X^ gleich, doch ist %^

mit Ss'* charakteristisch. SSd^^ läßt sich als tetragonal sphenoidisch-

hemiedrische Untergruppe erkennen. Der Elementarwürfel ist innen-

zentriert. Hier empfiehlt sich ein Abweichen von unserer Eegel der

Koordinatennullpunktswahl. Da alle drei Achsenscharen ©4^ einander

gleichwertig sind, sich aber nicht schneiden, würde es der Bevorziehung

einer Schar gleichkommen, wenn der Anfangspunkt in den Schnittpunkt

einer Drehspiegelachse mit einer Drehspiegelebene gelegt würde. Wir
verlassen somit, im Einklang mit Schoenflies, das Prinzip der niedrigst-

zähligen Punktlagen und wählen als Koordinatenanfangspunkt den Schnitt-

punkt der trigonalen Achse mit den G-leitspiegelebenen.

Einfachste Decktransformationsbedingungen:

I-)
|-,|->f;

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) |, | , |; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

m.) 0, 0, a: 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) ^, ^, j; 0,1,0: 1,0,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Trigonale Achsen wie in X^.

Die digonalen Drehungsachsen vün %^ sind nun tetragonale
Drehspiegelachsen. Die digonalen Schraubenachsen haben gleiche

Lage wie in %^.

Gleitspiegelebenen. Sie besitzen die Lage der Spiegelebenen

und Gleitspiegelebenen von ^d^
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Zusammengehörige Koordinateuwerte:

An Stelle von (I) der Koordinatentripel der hemimorphen Hemiedrie

die 12 Punktsymbole"von %°.

An Stelle von (II):

|n+i,m+ip+iMn+i,m+iP-iMn+i,m-ip4-iMn-|,m+i,p+H

l[m+i,p+in-ff| |m+|^p-i,n+il |m-i,p-fin+f] |[m+ij)+in-il

Nennen wir irgend eines dieser 24 Wertetripel ([x, y, z|, so gehört

dem gleichwertigen Komplex auch |x -j- f , y -j-
f, z + 13 an. Es entstehen

so 48 zusammengehörige Symbole allgemeinster Art pro Elementai-M^ürfel.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1- ttoH3 Eofii IHIl Ifoil llofi flHl lifo] ttlfoi

IHIl lilil IH!3 EfHl;
2. loiil loffi liiil lloi] ifoii ttiiil liloi IH03

li-Hl 11113 Efül 11113.

Jede dieser zwei Punktlagen ist 12 zählig und enthält die Sym-

metriebedingung Si. Durch diese Punkte sind also auch die Dreh-

spiegelebenen bestimmt.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Drehungsachsen ist irgend ein Punkt 16 zählig; insonderheit bildet der

Komplex des Nullpunktes iunenzeutrierte Würfelgitter von f Volumen

des ElementarWürfels. Außerhalb der Drehspiegelebenen ist eine tetra-

gonale Drehspiegelachse nur als digonale Achse wirksam, so daß Punkte

dieser Lagen 24 zählig sind. (Symmetriebedingung Co.)

Die mit drei Freiheitsgraden behafteten Punkte sind 48zählig.

C Enantiomorph-hemiedrische Klasse der kubischen Abteilung

(Pentagonikositetraedrische Klasse)

Die Koordinatentripel der enantiomorphen Hemiedrie, frei von

Zusatztranslationen, lauten:

(I). |m n p3 |ni ü pl |m u pl |m n p]

[[p m n3 Kp m n3 [[p m n] |p m n]

|n p ml |n p mj |n p m] |n p mj.

(n), |n m Pl |[n_m p] |E m p] |[n m p])

|m p ni Im p nj |m p n] Im p n|

[p n m] |p n m| |p n m| |p n mj.
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Raumgruppe O^

Die Eaumgruppeu £j\ C^ O^, £)'' stehen mit einem einfachprimitiven

Elementarwürfel in Verbindung. Die drei ersten Decktransformations-

bedingungen lauten daher gemeinsam:

I.) a,0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Die Scharenuntergruppen von D^ sind: Si^ Si^ ^i\ ^2^ ^2^ Sä^ Sa^

©2^ e2^ ©3' Ö3* ©3* ^3^ ©4^ mit 63^ sind charakteristisch. Die tetra-

gonal enantiomorphen Untergruppen sind ®4^ Der Koordinatenanfangs-

punkt liegt im Schnittpunkt der tetragonalen Drehungsachsen. Die IV.)

und V.) Decktransformationsbedingung lassen sich in der Form:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1

aufstellen.

Symmetrieelemeute:

Tetragonale Drehungsachsen: [100]°° °°[010] [OOlJoo.

[100]H il[010]
[001]„o.

Digonale Drehungsachsen:

[100]^" [100]"2 '2[010] 2^[010] [001]i, [001], i.
2 2

00 ri7-nOO n-iTiOO r, iTnOO
Trigonale Drehungsachsen: [111]" [111]"" [111]"" [111]

Dazu 8 = 4-1-4 trigonale Schraubenachsen wie in X^.

Digonale Drehungsachsen:

[110]°' [110]°'^ [101]°° [101]°° [011]°° [0ll]°°;

[110]°2 [110]°^ [101]2'' [101]i° 2'^[oil] i°[011].

Digonale Schraubenachsen:

[110] 2° [110] 2' usw. [110]H [iio]2¥ usw.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

(I) und (H) der enantiomoii)hen Hemiedrie frei von Zusatz-

translationen. (Siehe Seite 376.)

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10 01
I

[iHl J

Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetriebedinguug = 0.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des Elementarparallel-

epipeds.

3- EH Ol Ij^U l[Oiil
I

Zähligkeit jeweilen = 3. Symmetrie-

4. |i Ol [[0 I Ol [[0 II I
bedingung = D4.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Auf den tetragonalen Drehungsaclisen stellt sich bei beliebiger Lage

6-Zähligkeit ein. Die Symmetriebedingung ist C4. So gehören bei-

spielsweise zusammen: [[p 0] |p Oj |0 p OJ [OpOl [[0 pl [[OOpl.

2. Die trigonalen Drehungsachsen beherbergen 8 zählige Punkte. (Sym-

metriebedingung = Ca.) Die mit Ij j j} gleichwertigen Lagen bilden

Würfelgitter von -| Volumen des Elementarwürfels.

3. Die digonalen Drehungsachsen sind der geometrische Ort von 12-

zähligen Punkten. Die den tetragonalen Achsen parallelen Drehungs-

achsen verhalten sich nur hinsichtlich des zusammengehörigen Gitter-

komplexes von denen der Nebenachsen verschieden.

Alle übrigen Punkte sind mit drei Freiheitsgraden 24zählig.

Raumgruppe 0^

Die Scharenuntergruppen sind: (£4' di' C£4^ (^2^ ^2' ^,' (I2' ^2' ^2',

©3* ^3^ S3* ^3^' ©4^ mit Ss"* charakterisieren das Raumsystem. Die

tetragonal-enantiomorphen Untergruppen müssen ®4^ sein. Der Koordi-

natenanfangspunkt stimmt mit dem Schnittpunkt von vier trigonalen

Drehungsachsen des einfachprimitiven Elementarwürfels überein, so daß

die IV.) und V.) Decktransformationsbedingungen lauten:

IV.) 0,0,0: 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) |, |^, |^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.
d ^ Z

Symmetrieelemente: Trigouale Achsen wie in DK

Tetragonale Schrauben achsen, zugleich digonale Drehungs-

achsen: [100]^° °^[010] [001]i,^; [lOO]""^ 2^[010] [OOlj^i.

Digonale Drehungsachsen:

[100]"' [lOOps öO|-o^Qj H[010] [001],, [001]ii;

ferner: [110]^ [iio]ii [101]H [ioI]H ii[oil] H[ofl];

[110]2l [110]H [ioi]l2 [loI]4T li[011] 4i[oil].

Dazu Schraubenachsen wie [110]*^^ [110]*^^ usw.

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

(I) der enantiomorphen Hemiedrie (Seite 376) unverändert.

An Stelle von (iT):

IM-|,m+i,p+|Mn+i,m+ip+i|En+i,m+|,p+iMn+i,m+|,p+iI

Em+i_p+|,^+il |m+ip+|-,n+ll |[m+ij)-|-in+il |[m+i p4-i n-hü

|P+ 1,
n-j-i,m+ll |p+|, n+i, m+|l |p -hf, n+i,m+|l [[p+i, n-]-i,m+|l.
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Punktlag-eu ohne Freilieitsgrad.

1. |0 0| Uliil. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = T.

Gitter von der Form eines innenzentrierten Elementarwürfels

werden gebildet.

2. ÜUI llül IIHl liffll
3. Iffll liHl lifil Ifiill

Die Symmetriebedingung ist D3. Die Punkte bilden Gitter von

der Form allseitig flächenzentrierter Eleraentarwürfel.

4. lifoi |-|o|i doHl liooi |o|oi [[ooii.

5. lioii liofi liioi ifioi Eofil lofii.

6. Kioii Efoii iHoi iHoi loiii loifi.

Jede dieser drei letzteren Punktlagen ist, wie ersichtlich, 6 zählig.

Sie besitzen alle die Symmetriebedingung V.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

1. Nur den trigonalen Drehungsachsen angehörige Punkte sind 8 zählig

und besitzen die einfache Symmetriebedingung C3.

2. Nur den digonalen Drehungsachsen angehörige Punkte bilden einen

12 zähligen Komplex im Elementarwürfel.

Beispielsweise gehören zu:

[[m Ol l[m 0| |[0 m 0] [[0 m Oj |I0 m| |0 m|

Die Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind 24 zählig.

Kaumgruppe D^
'

C^ und C^ enthalten einen vierfachprimitiven, allseitig flächen-

zentrierten Würfel als Elementarparallelepiped. Die drei ersten Deck-

transformationsbedingungen sind demgemäß:

I.) |,|/0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) f , 0, -|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, |, 1^; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

Die Scharenuntergruppen sind: ©4^ ß*' ©4% ^2^ ^2' (^2' ^-2' (£2' ^2',

•ßs'' ^-Z ßs^ S3*. ©4'^ mit S3* in Anordnung %'^ charakterisieren das

Raumsystem. Die tetragonal enantiomorphen Untergruppen entsprechen

^i^. Der Koordinatenanfangspunkt ist Schnittpunkt von vier trigonalen

Drehungsachsen.

Die IV.) und V.) Decktransformationsbedingungen ei-geben

sich zu:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; 1, 0,0; 0,0, 1.
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Symnietrieelemente: Trigonale Achsen wie %-.

16 Drehungsachsen, 16 linke, 16 rechte Schraubenachseu.

Tetragonale Drehungsachsen: [100]"'' [100]2° [100]°"^ [OOlp^

>10] "nOlO] ^"[010] H[010] [001],^, [001]|, [OOlj^i [^Oljii.

Tetragonale S c h r a u b e n a c h s e n , die zugleich digonale Drehungs-

achsen sind: [loojH [100]H [100]H [100]H

TTfoiol Hroio] Hroio] Hroio] [ooij^i [ouijn [ooi]i3 [ooi]hi.'--''•-' 44 44 44 44

Digonale Schraubenachsen gleicher Richtung:

[100]"M100]"^ [lOOp*' [lOOp" [100]H [lOOpi [lOOj^i [100]H,

sowie die entsprechenden Achsen parallel [010] und [001].

, Digonale Drehungsachsen:
1

1

[110]"" [110]^^ [110]"" [110]ä2 [101]"" [101]^2 [101]"" [101]^2

""[011] H[011] ""[011] 2i[ori]: [110]"i [110]!" [110]"^ [iio]2"

[101]"^ [101]^" [ior]"2 [101]^" "2[oii] 2"[oii] "2[oTi] i"[ori].

Ferner ihnen parallel digonale Schraubenachsen wie:

[110]H [110]H [lio]'^^ [110]ti usw.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Zunächst die Koordi-

uatentripel (T) und (iT) der enantiomorphen Hemiedrie (Seite 376) ohne

ZusatztransUrtionen. ^i jedem dieser mit |[x, y, z| bezeichneten Symbole

die Symbole |[x-f |, y+ i, z| [x+ l-, y, z+ -|l |x, y+ |, z+ ^J.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. KO 0| l[i 1 Ol If.O ll |0 i
11

I

Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

2. II HllV^ Ol |Ö f 0||0 II I

bedingung = 0.

Die Punkte bilden Gitter von der Form des fhächenzentrierten

Elementarwürfels.

3. liiil Iffil Hill liül Iflll IHIl IHll liHl Die

Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung = T. Die Punkte bilden

würfelförmige Gitter von | Volumen des Elementarwürfels.

4. loiil loffi |0H1 Eofii lioii ifofi Eiofi ifoii

IHoi Iffoi iHoi Ifioi iHil Hill IHIl IfHl
I!H1 liHl Ill-Il liiil lifil IIHl IHil ÜUl

Die Zähligkeit einer derartigen Punktlage ist, wie ersichtlich,

24. Die Symmetriebedingung, die erfüllt sein muß, heißt V. Die

Punkte stellen Flächenzentren von Würfelchen dar, deren Inhalt

V des Volumens des Elementarwürfels ist.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. 24ztählig sind die

Punkte auf den tetragonalen Drehungsachsen. Sie gehorchen der Sym-

metriebedingung C4. So gehören beispielsweise die Kantenmitten der

kleinen Würfelchen, deren Flächenmitten unter 4 gegebenen sind, zu-

sammen. (Konstruktive Punktlage: |j 0|.)

Auf den trigonalen Drehungsachsen treten beliebige Punkte 32 mal

im ElementarWürfel auf. (Symmetriebedingung: Ca.)

Die digonalen Drehungsachsen (inklusive tetragonale Schrauben-

achsen) beherbergen 48 zählige Punkte.

96zählig sind die mit drei Freiheitsgraden behafteten Punkt-

lageu. welche keinen Symmetriebedingungen gehorchen müssen.

Raumgruppe O^

Die Scharenuntergruppen sind: ©4'^ ^4^ ^i\ ^2^ (^2'^ (£2'^ Sä'^ ^2^ ^-J,

6;-t* (5:/ 63* S;-/. ©4" und ^ii'^ charakterisieren das Eaumsystem, dessen

tetragonal enantiomorphe Untergruppen von der Art von ®4^" sind.

Ein Schnittpunkt der trigonalen Drehungsachsen ist Koordinatenanfangs-

punkt. Der Elementarwürfel ist flächenzentriert, die drei ersten Deck-

transformationsbedingungen sind soeben mitgeteilt worden.

rV^) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. Y.) T'T'^; 0, 1, 0; 1,0,0; 0,0,1.

Trigonale Achsen wie Z^ (16 Drehungsachsen, 16 + 16 Schrauben-

achsen).

Tetragonale Schraubenachsen: [OOll^*" [001p''[001p|- [OOlj^i

sowie die entsprechenden Achsen parallel [100] und [010] als linke

Achsen. [001]°^ [OOlj'^t [001]24 [001]2T und die ihnen entsprechen-

den Achsen parallel [100] und [010] sind rechte Schraubeuachsen.

Digonale Drehungsachsen:

[100]'" [ioo]H [100] 2° [100]'^ "'[010] H[oio] "i[oio] ^'[oio]

[001].,, [ooi]^j, [ooi]|^, [^>oi]„i. [ioo]H [ioo]^4 [ioo]H [ioo]t!

H[oio] itriio] Hroio] Hroio] [ooi]ii [ooijss [ooi]^ i [ooi]i3
44 44 44 44

(alle 24 Achsen zusammengehörig).

Digonale Drehungsachsen parallel den Nebenachsen:

[110]*? [iio]H [iio]H [iio]H []io]H [ilo]H [iio]H [iio]^t

[ioi]H [ioi]8f [ioi]i^ [ioi]it [ioi]H [ioi]H [ioT]t4 [ioi]ti

iT[oii] l"4[oii] H[oii] H[oii] ii[oii] H[oii] ti[oii] tT[()ii].

Dazu 24 digonale Schraubenachsen wie:

[110]° 8 [llOj^t [110]H [llojH usw.
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Zusammeugebörig'e Koordinatenwerte: (I) wie (I) von

enantiomorpher Hemiedrie (ohne Zusatztranslationen siehe Seite 376).

An Stelle von (U):

|n+im+ip+iMn+|,m+i,p+|Mn+i,m+ip-HiMn+im+|,p+il
[[m+i,p+in+il Im-Hip+in+il Im+lv+h^+U [m+i,p4-i,n+il

[[P+in+im+|MP+in+im+iMp4-i,n+i,m+iHp-fin+im+i3.

Außerdem zu jedem dieser 24 Symbole [[x, y, z| die Symbole

|x + |,y + i, z| |x4-i y,z + |l |x,y+ i z + f|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. 10001 liioi iio}i |oHl um Iffil IHI3 ÜHI
2. IHIl IIQOI io|o| looii EfHi liifi liHl |Hil-

Beide Punktlagen sind 8 zählig. Sie besitzen die Symmetrie-

bedingung T und bilden sogenannte „Diamantgitter".

3. liiil UUl UUl IIHl IHil 11113 Hill IIH3
IHfl EfH3 Hill EIH3 Eifl3 Eilll HHfl liffl-

4. 111^3 Hill eH3 11113 11113 UlB ÜHl IHI3

UUl IHil lUB lUB HfHI IIHl Hill IIHl-

Die Punktlagen 3 und 4 sind einzeln 16 zählig. Die Symmetrie-

bedingung ist durch Da gegeben. Beide zusammen bilden Ecken

und Flächenzentren von Würfelchen von |- Volumen des Elementar-

• Würfels.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Drehungsachsen sind (bei beliebiger Lage) die Punkte 32 zählig. Sym-

metriebedingung C3. Auf den digonalen Achsen allein liegende Punkte

treten im Elementarwürfel in 48 zähligen Komplexen auf.

96zählig sind Punktlagen, die keinerlei Symmetriebedingungen
gehorchen müssen.

Baumgruppe £)°

Die Baumgruppen D'^ und O^ müssen auf innenzentrierte Elementar-

würfel bezogen werden, so daß die drei ersten Decktransformations-

bedingungen lauten

:

I.)
|'f>|-;

1.0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) f , f, f 1 1,0,0; 0,1,0: 0, 0, L

m.) 0, 0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Die Scharenuntergruppen von D^ entsprechen denen von O^, doch

findet sich S^^ nun in Anordnung ^^ vor, beziehungsweise ©4^ mit ©3*

in der Anordnung %^. Demgemäß ist wiederum 5)4'' die tetragonal



Kaumgruppen 0*— O^ 383

enantiomorphe Untergruppe. Der Schnittpunkt von vier trigonalen

Drehungsachsen ist Koordinatenanfangspunkt.

IV.) Decktransformationsbedingung: 0, 0, 0; 0, 1, ; 0, 0, 1 ; 1, 0, 0.

V.) „ 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0, 1.

Symnietrieelemente: Trigonale Achsen wie in %^.

Tetragonale Drehungsachsen:

[100]'" [100]H '"'[010] H[010] [001]^^ [001]ii.

Tetragonale Schraubenachsen zugleich digonale Drehungsachsen:

[100]°2 [100]2° l°[010] "t[010] [001], 1 [001]i,.

Digonale Schraubenachsen: [100]^* [lOO]** [lOO]** [loo]^*,

sowie die entsprechenden Achsen parallel [010] und [001].

Digonale Drehungsachsen parallel den Nebenachsen:

[110]"° [110]"2 [110]°" [110]"2 [101]'^° [101]^" [10l]°" [101]2*'

""[011] 2<'[011] ""[Oll] ^"[011]; [110]H [110]H [iio]H [iio]H

[ioi]H [ioi]42 [ioI]H [ioI]4i ii"[oii] H[oii] Ti[oii] ii[oIi].

Dazu 24 Schraubenachsen wie: [110] 2^ [llO]^ [110]"^ [HO]"*.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Die Koordinatentripel

von (I) und (II) der enantiomorphen Hemiedrie (Seite 376) unverändert.

Außerdem zu jedem dieser 24 Symbole |[x, y, z| die Symbole:

|x + |, y + i z + il.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. |0 0| liHl- Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = 0.

Gitter von der Form des innenzentrierten Elementarwürfels

werden gebildet.

2. IHOl liOil |0H1 liOOl |0|0l [[0 13. Zähligkeit = 6. Die

Symmetriebedingung ist D4.

3. ü iillf f il ü ilHi f !1 I! l n li UUU il B i B- zähiig-

keit = 8. Die Symmetriebedingung lautet D3. Die Punkte bilden

würfelförmige Gitter von | Volumen des Elementarwürfels. (|- Kanten-

länge.)

4. lioii lio|3 efol 11 103 ^oH3 loUl Eioii Ifof]

liioi Uloi |oHl Eoff]].

Die Zähligkeit dieser Punktlage ist 12. Die Symmetriebedingung

entspricht V. Die Punkte bilden einen Teil der Kantenmitten der

kleinen Teilwürfelchen, deren Zentren durch 3 gegeben sind.
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Piinktlagen mit einem Freiheitsgrad:

1. Den tetragonalen Drehungsachsen sind 12 zählige Punkte eigen.

Es gehören zusammen:

l[m,0,0| l[m,0,0| |0, m, Ol '[[0, m, 0| |0, 0, mj |0, 0, ml |m-|-j,i i|

|m+|, h II li m+i ij II m+l, |1 U, f, m+|l 1[|, f, m+ ||.

Die Symmetriebedingung ist d.

2. Die trigonalen Achsen beherbergen 16 zählige Punktlagen mit der

Bedingung C3.

3. Auf den digonalen Achsen ist die Zähligkeit 24 vorhanden. (C^.)

Zu Im m Ol gehören beispielsweise |m m 0| [[m m Ol [[m m Ol |[0 m ml

|0 m ml [[0 m ml |0 m ml Jm m| [[m ml |m ml |m m} , sowie

alle Werte, die aus diesen mittelst zusätzlichen Translationen ^, |, |

hervorgehen.

Die Punktlagen mit drei Freiheitsgraden treten 48 mal im

Elementarwürfel auf.

Die Raumgruppen O^ und D''

Beide Raumgruppen besitzen den einfachprimitiven Würfel als

Translationsgruppe, für beide ist %^ Untergruppe. Sie unterscheiden

sich voneinander lediglich durch den Windungssinn der tetragonalen

Schraubenachsen.

Die Scharenuntergruppen sind deshalb ^4^ ßi^ (£4^ beziehungsweise

©4^ ^i' ©4^ mit 62^ ^2' ©2^ ©2^ ©2' e2^ ©3* ©3* ©3* ^3^ ^4« Oder 2)4^

sind in tetragonal enantioniorpher Hinsicht vorhanden.

Es kann hier zweifelhaft sein, wie man den Nullpunkt wählen soll.

Gibt man ihm gleiche Lage wie in X*, so fällt er nicht mit dem niedrigst-

zähligen Punkt überein, besitzt aber eine s.ymmetrische Verteilung der

Achsen um sich. Anderseits mag es erwünscht sein, den nur vierzähligen

Punkten möglichst einfache Symbole zu geben. Im letzteren Falle ist

der Koordinatenanfangspunkt Schnittpunkt einer trigonalen Drehungs-

achse mit drei digonalen Drehungsachsen. Darauf bezogen lauten die

Decktransformationsbedinguugen für O^:

IV.) 0,0,0: 0,1,0; 0,0,1: 1,0,0. V.) ^, |-, j; 0, 1,0; T, 0,0; 0,0,1.

Trigonale Drehungsachsen: [111]"" [llljsi [m]* 2 [m] 4 4

Dazu 8 trigonale Schraubenachsen.

Tetragonale Schraubenachsen: [OOljis [001]r,i, sowie die

entsprechenden parallel [100] und [001].

Digonale Schraubenachsen: [001]53 [001]i 7, sowie die ent-

sprechenden parallel [100] und [001].
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IV.) Decktransformationsbedingung: 0, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 0, 0.

V.) „ ^,|,^; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Trigonale Achsen wie in D*^ und €>''.

Die tetragonalen Schraubenachsen von D" und D^ sind gleich-

zeitig vorhanden.

Linke tetragonale Schraubenachsen: [001]i3 [OOlJs?, sowie die

entsprechenden parallel [100] und [010].

Rechte tetragonale Schraubenachsen: [001]i7 [001]5 3, sowie

diejenigen parallel [100] und [010].

Digonale Drehungsachsen: [001]3i [OOl]?! [001]35 [001]? 5
88 88 88 88

[100]H [100]«^ [100]H [100]^!. 8l[010] 8 8[010] tl[010] 8 8[010].

Ferner digonale Drehungsachsen parallel den Nebenachsen:

Die Achsen von O® und O^ sind gleichzeitig vorhanden.

Z.B. [iIo]°' [iIo]"i [iro]H[iro]H.

Auch 24 den Nebenachsen parallele digonale Schraubenachsen

finden sich vor.

Zusammengehörige Koordinaten werte:

(T). Um n pl |m,n+|,p4-jl [[m-hl, n, p+f] |[E+f, n+ i, p]

|p m nl Hp+i m, n+ fl üp+f, m+j, n] fp, m+|,ji+il

|n p ml |n+ f, p+ i, m] {u, p+ f, m-fil [[n+ i, p, m+fl

(if). |n m Pl |n-|-f,5r-H|,p-fil ^n+im+ip+ fl |n+i, m+f,p+ il^
|m_p nl [[m+i p+i^+ll |m+i_p+f,n+ |Mm-ff,p+ |,n+il

|pnmHp-f|,n+|,m-hiMp+f,n+|,m+|ll[p+i,n+|,m+||.

Ferner zu jedem dieser Werte [[x, y, zl ein Wert |x-|-|-, y-f |, z-j-^.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Eoool lofii Eiofi ifioi liiii lUB IHB IHIl
2. IHil Eiioi |0H1 Ifoii eifl Efoil lifoi P^ll

Beide Punktlagen sind 8 zählig und müssen einer Symmetrie-

bedingung Ds genügen.

3. Eioii liffi iiHl BUl lllioi EIHI IHil lolB
Iflil Iflil Clin EiHl.

4. Ifofl Effli IiHl UUl llloi Elfll IHIl Eofti

lliil Hill EHIl EiHl.
Die Punktlagen 3 und 4 sind 12 zählig. Jeder Punkt ist Schnitt-

punkt dreier digonaler Drehungsachsen. (V.)
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den trigonalen

Achsen liegen 16 zählige Punkte. Die unter O^ angeführten Punkt-

komplexe |[| I II und 11 f 13 gehören jetzt zusammen und bilden innen-

zentrierte Würfelgitter mit einer Würfelmasche von | Volumen des

ElementarWürfels.

24 zählig sind • diejenigen Punkte, welche nur digonalen Achsen

angehören.

48zählig sind alle übrigen Punktlagen mit drei Freiheitsgraden.

+

.^

+
4i^IP4

^
Ö" •o

Fig. 161. O* Die Lagen der Achsen [001], sowie der Punkte

ohne Freiheitsgrad. Die Höhenquoten über der Grundfläche

sind den zweierlei Punkten beigeschrieben.

In der Fig. 161 sind, abweichend vom sonstigen Verfahren, die

achtzähligen Punktlagen eingezeichnet und auf (OOl)o projiziert, indem

die Höhe der z -Koordinate jeweilen beigeschrieben ist. Ferner sind

die auf (001) senkrecht stehenden tetragonalen Schraubenachsen und

digonalen Drehungsachsen durch die üblichen Symbole markiert.

Oh. Holoedrische Klasse der kubischen Abteilung (Hexakisoktaedrische Klasse)

Zu den Koordinatentripeln (I) und (II) der enantiomorphen

Hemiedrie kommen noch:

(m). |m n p3 |ra n pl |m n pl |[m n p3

|p m n]l Ip m n] |p m n| |[p m n]

|n p m] |n p m} |n p m] |n p m]|

25*
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@. In m pl li m p3 gn m p] (a. m p]

|m p nj |[ni p n] |[m p n] [[m p n]

|p n ml [[p n m] [p n m| |p n m}.

Raumgruppe Dh^

Die RaumgTuppen Dh^ und Dh^ besitzen D^ als Untergruppe. Bei

entsprechender Koordinatennullpunktswahl werden somit die fünf ersten

Decktransformationsbedingungen für beide Gruppen lauten:

L) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Dh^ besitzt parallel den Hauptsymmetrieebenen Spiegelebenen.

D' mit ©8^ charakterisieren das Raumsystem, das X^ Xi/ Xd^ und ®4h^

als weitere Untergruppen enthält.

Die VI.) Decktransformationsbedingung ist somit:

0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Symmetrieelemente: Die Achsen besitzen gleiche Lage wie in 0'.

Spiegelebenen: (lOO)o (OlO)o (001)«; (lOO)i (OlO)i (OOl)i

(llO)o (llo)o (Oll)o (oTl)o (lOl)o (lOl)o.

Gfeitspiegelebenen: (llO)i (llO)i (Oll)i (Oll)i (lOl)i (lOl)i.
2 2 2 2 2 2

Symmetriezentren: I. |[0 Oj. IL H Hl-
iiL iHoi llioll EoHi. IV. Ei 01 Eofoi |oo|i.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Alle 48 Werte der

kubischen Holoedrie ohne Zusatztranslationen.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I. "I Zähligkeit jeweilen = 1. Symmetrie-

2. Symmetriezentren II.
j

bedingung = Oh.

Beide Punktlagen bilden Gitter von der Form einfacher Ele-

mentarwürfel.

3. Symmetriezentren III. 1 Zähligkeit jeweilen = 3. Symmetrie-

4. Symmetriezentren IV.
j

bedingung = Du,.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

Die vierzähligen Drehungsachsen beherbergen 6 zählige Punktlagen,

die der Symmetriebedingung dv genügen müssen.

Den trigonalen Drehungsachsen sind 8 zählige Punkte eigen, von

denen der Komplex Ij ^ j} usw. würfelförmige Gitter von der halben

Kantenlänge des Elementarwürfels bildet. Die Symmetriebedingung
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lautet: Csv 12 zählig sind schließlich die Punkte auf den digonalen

Drehungsachsen, die alle Schnittpunkte je zweier Spiegelebenen dar-

darstellen. (C2v.)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen allein an. Sie sind 24 zählig.

48 zählig sind endlich die mit drei Freiheitsgraden behafteten

allgemeinsten Punkte.

Raumgruppe Dh*

O* mit (^8^ dienen zur Ableitung. Die kubischen Untergruppen

sind Z\ Zd^, Sth^, O^ In tetragonal holoedrischer Hinsicht läßt sich

®4h* erkennen. Die I.)—V.) Decktransformationsbedingungen sind soeben

mitgeteilt worden, die VI.) lautet:

f,
|-, f;

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Die gleichen Achsen wie in 0^ Da aber

parallel den Hauptachsen immer mindestens tetragonale Drehspiegel-

achsen vorhanden sein müssen, gehören jetzt zu den digonalen Drehungs-

achsen [100], [010] und [001] Drehspiegelebenen.

Gleitspiegelebenen: (OOl)i (001)3 (OlO)i (010)3 (lOO)i (100)3.
4 4 4 4 4 4:

Ferner: (HO)« (iro)o (011)« (oIl)« (101)« (Toi)«;

(llO)i (llo)i (Oll)i (Ori)i (lOl)i (101)1.
2 2 2 2 2 2

Symmetriezentren:

lUB Kfil Oill Kill Iflll BHl IHil lUU-

Zusammengehörige Koordinatenwerte: (T) und (II) der

kubischen Holoedrie (= (I) und (II) der enantiomorphen Hemiedrie)

ohne Zusatztranslationen.

An Stelle von (S):

|m+i,n+|,p+|l Im+i^+ip-Ml |m+i,H+ip+il [[m+i,n-f|,p-ff]

|p+im+|,n+|l|p-|-|,m+i,^+iHp+|,m+|,n-fiMp+im+|,n+il

En-l-i,P+inr-f-i3 |n+i p+i,m+|3 En+ip+i,m-fi] Kn+i,P+im+|3

An Stelle von (w):

|n-hf,m+|,p+i3 |E+|,m+|,p-|-0 |n+i,m+i,p+|l [E+i E+i p+i]]

|m+i p+i,n-h|l |m+i,_p+|,n+i3 |m+ip+i,n+l3 |m+i,p+in+il
|P+in+i,m-h|3 |p+i,n+|,m+i3 |p+i,n-fi,m+|3 |p~-fin-i-|,m+|l
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Puuktlagen ohne Freiheitsgrad:

1. |0 0]] IyHI- Zähligkeit = 2. Symmetriebeding-uug- : 0.

2. lilOl Eioil |[OHI liOOl HO -101 |0 0|3. Zähligkeit = e. Sym-

metriebedinguug D4.

3. Syinmetriezentren : Zähligkeit = 8. Symmetriebedinguiig Csi.

4. EHoi E|fo3 loiii EoHl eofi ifofi |Ho| iHoi
Kfoii Eiofi Eoifi Eofli.

Die Zähligkeit dieser Punktlage ist 12, die Symmetriebedingung S4.

1 bildet innenzentrierte Gitter von der Form des Elementarwürfels,

der Komplex 3 entspricht würfelförmigen Gittern von der halben Kanten-

länge des Elementarwürfels.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den tetragonalen

Drehungsachsen liegen 12 zählige Punkte mit der notwendigen Eigen-

symmetrie C4. Die trigonalen Drehungsachsen beherbergen 16 zählige,

die digonaleu Drehungsachsen 24 zählige Punkte. (C3 bezw. C2.)

Punktlagen mit drei Freiheitsgraden sind 48 zählig.

Raumgruppe Oh^

Aus D^ leiten sich ebenfalls zwei holoedrische Raumgruppen ab.

Bei gleicher Wahl des Koordinatenanfangspunktes werden die fünf ersten

Decktransformationsbedingungen für Oh^ und Oh* zu:

I.) a, 0, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. IL) 0, a, 0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0, 0, a; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) ~, j, ~] 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Dh^ enthält parallel den Hauptsymmetrieebenen Spiegelebenen, dje

VI.) Decktransformationsbedingung wird für diese Gruppe daher:

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Die kubischen Untergruppen von Ou^ sind: X\ jThS 2^,1*, O^, die

tetragonal holoedrischen Untergruppen sind von der Gestalt S)4h^.

Symmetrieelemente: Achsen wie in £)^, doch sind die tetra-

gonalen Schraubenachsen (digonale Drehungsachsen) gleichzeitig tetra-

gonale Drehspiegelachsen.

Spiegelebenen: (100)^ (lOO)j. (OlO)o (OlO)i (001)„ (OOl)i.

Gleitspiegelebenen: (llO)o (iro)o (Oll)o (oll)o (101)^ (lOl)«;

(llO)i (iro)i (Oll)i (oTl)i (lOl)i ä01)i
2 a 2 2 2 2*

Symmetriezentren: I. |[0 0| |[| ii|.

n. Eiioi [[loii |oHl liooi [o^oi |ooii.
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Zusammengehörige Koordinatenwerte: (I) und (II) der

Koordinatentripel wie in O^. (lll) der kubischen Holoedrie (Seite 387)

unverändert. An Stelle von (IV) wie (IV) von £)h^

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Sj'mmetriezentren I. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Th.

2. Symmetriezentren II. Zähligkeit = 6. Symmetriebedingung = Vh.

3. lioii liofi IH03 IHoi |0H1 lofll.

4. lioii Efo^l IHoi Iffoi EoHl Holfl.

Beide Punktlagen bilden 6 zählige Komplexe und besitzen eine

Symmetriebedingung von Va.

5. ÜUl O-fil Ififl ÜHI Hill Ifiil EHil liill.

Die Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung D3. Würfelförmige

Gitter von halber Kantenlänge des Elementarwürfels charakterisieren

den Komplex. '

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die den Koordinaten-

achsen parallelen Achsen sind Schnittlinien von je zwei Symmetrieebenen.

Punkte, die auf ihnen liegen, bilden 12 zählige Komplexe und besitzen

die Symmetriebedingung Cov Den trigonalen Drehungsachsen sind 16-

zählige Punkte eigen, den digonalen Drehungsachsen parallel den Neben-

achsen 24 zählige. (Symmetriebedingung C3 und C2.)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegel-

ebenen parallel (100), (010) und (001) an. Sie sind 24zählig.

48 zählig sind die allgemeinen Lagen, die drei Freiheitsgrade

besitzen.

Raumgruppe Oh*

Die Hauptsymmetrieebenen sind Gleitspiegelebenen. D^ mit ©9*

charakterisieren das Raumsystem, dessen übrige kubische Untergruppen

%\ %h^, Za^ sind. ®4h*^ ist in tetragonal holoedrischer Hinsicht vorhanden.

Die VI.) Decktransformationsbedingung ergibt sich zu:

|,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Symmetrieelemente: Achsen wie 0^ die den Koordinatenachsen

parallelen gewöhnlichen digonalen Achsen sind zugleich tetragonale

Drehspiegelachsen (Drehspiegelebenen (001)^ und (OOl)i usw.).

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (OlO)i (010)3 (OOl)i (001)3.
4 4 4 4 4 4

Spiegelebenen: (HO)« (llO)« (011)« (oTl)« (101)« (lOl)o.

Gleitspiegelebenen: (llO)i (llO)i (Oll)i (O'll)i (lOl)i (Toi)i.
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Symmetriezentren: I. |i Hl Ü Ul El Hl lü ti-

li. Elf II EHfl Hilil ÜHl
Zusammengehörige Koordinatenwerte: (T) und (iT) der

Koordinatentripel wie (I) und (II) von D^.

An Stelle von (lll) der kubischen Holoedrie:

|m+iji+|,p-hi| |[H+|,^H-i,p+|l |[m+|,n-hip+il |m+|,n-fi p+ij

Ip+i m+i^+il Ip+i m+i^+il |[p-|-i,m4-|,n+|l Ep+i,m+|,n+|3

In+i,m,m+il|n+i,p+|,m4-i3[[n+i,p4-i,m+|3|n+^,p-fi,m+|3.

(IV) unverändert (ohne Zusatztranslatiouen) wie (IV) der kubischen

Holoedrie von Seite 388.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.
^

1. 10 03 l} 1 13. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung = Td.

Innenzentrierte Gitter von der Form des Elementarwürfels

charakterisieren den Komplex.

2. Symmetriezentren I
|

Zähligkeit jeweileu = -t. Symmetrie-

3. Symmetriezentren II ' bedingung = Dsd.

Beide Punktkomplexe bilden allseitig flächenzentrierte Würfel-

gitter von der Größe des Elementarparallelepipeds.

4. IH03 EiOll [[0H3 110 03 [[Oi03 |0 0j3. ZähHgkeit = 6. Sym-

metriebedingung Vd.

5. lioi3 Efof3[[Hoi |fio3 loUl EoHl Eioil Ifoil

IH03 11103 Eoiil [[of|3.

Der zusammengehörige Komplex ist 12 zählig, jeder Punkt ist

Schnittpunkt dreier digohaler Drehungsachsen. (V.)

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

8 zählig sind die Punkte der trigonalen Drehungsachsen. Symmetrie-

bedingung = Csv.

12zälilig sind Punkte, welche auf den [001] [100] [010] parallelen

digonalen Drehungsachsen liegen. (Symmetriebedingung C2V.)

24zählig sind schließlich Punkte der digonalen Drehungsachsen von

der Eichtung der Nebenachsen. (Symmetriebedingung C2.)

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören den Spiegelebenen

allein an und bilden 24 zählige Komplexe.

48zählig ist die allgemeine Punktlage mit drei Freiheitsgraden.

ßaumgruppe Dh^

Die Raumgruppen Oh^ und Oh^ besitzen flächenzentrierte Würfel

als Elementarparallelepipede und O^ als gleichorientierte Untergruppe.

Die fünf ersten Decktransformationsbedingungen lauten daher gemeinsam

:
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I.) -|, |, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. IL) |, 0, |; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

III.) 0,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

Oh^ leitet sich aus D^ mit ßs^ parallel den Hauptsymmetrieebenen

ab, seine weiteren kubischen Untergruppen sind %^, %h^, %d^. In

tetragonal holoedrischer Hinsicht ist ®4h^^ vorhanden.

Die VI.) Decktransformationsbedingung- lautet:

0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Achsen wie in D^ Die tetragonalen Schraubenachsen sind tetra-

gonale Drehspiegelachsen.

Spiegelebenen: (lOO)o (lOO)i (010)« (OlO)i (OOl)o (OOl)i.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 (OlO)i (010)3 (OOl)i (OOl)i.444444
Spiegelebenen: (llO)o (llO)i (iTo)o (110)1 (Oll)o (011)|

(oTi)o (oli)i (ioi)„ (loi)i ("ioi)o äoi)x.
2 2 2

Gleitspiegelebenen: (llO)i (110)» usw.
4 4

Symmetriezentren: I. |0 0| ||^0| |[| |1 lO^H.
n. null Eiooi noioi Eooii.

,
III. lifo]. Elf 03 EHIl Kill]] Kioi^ifo] ÜUl Iffil

Eioii BHl Ifofl BUl E|oi3 EHil Eiofi BHl
loiil EHil Eiifl loffl |o|il liHa lifll |0H1-

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

(T) (11) (ffl) (IV) der kubischen Holoedrie zunächst ohne Zusatz-

translationen. (Siehe Seite 387.) Außerdem zu jedem dieser 48 Werte

|x,y,z3 die Werte [[x+ |-, y+ i z], [[x+ i, y, z+ i|. Ex, y+ i, z+ 1|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Symmetriezentren I \ Zähligkeit jeweilen = 4. Symmetrie-

2. Symmetriezentren 11 J bedingung = Oh.

Gitter von der Form des flächenzentrierten Elementarwürfels

werden gebildet.

3. liHl BlU BUl IHB Klfll EH!I lüil Ifiil-

Die Zähligkeit ist 8, die Symmetriebedingung Td. ^

Die Kantenlänge der würfelförmigen Gitter ist dem halben

Elementarabstande gleich.

4. Symmetriezentren III. Sie bestimmen eine 24 zählige Punktlage von

der Symmetrie Vj,.
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Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Auf den tetragonalen

Drehungsachsen liegende Punkte sind 24 zählig. dv ist die Minimal-

symmetrie. Den trigonalen Drehungsachsen gehören 32 zählige Punkte

der Symmetriebedingung Csv an. Die digonalen Drehungsachsen als Schnitt-

linien je zweier Spiegelebenen beherbergen 48 zählige Punkte. (C2v.)

Nur den Spiegelebenen angehörige Punktlagen treten 96 mal im

Elementarwürfel auf. Sie besitzen zwei Freiheitsgrade. Demgemäß

ist der Komplex zusammengehöriger Punkte von drei Freiheitsgraden

192 zählig.

Raumgruppe Dh"

D^ ist wiederum Untergruppe, parallel den Koordinatenachsenebenen

sind gleichfalls Spiegelebeneu vorhanden, doch gehen sie nicht durch die

tetragonalen Drehungsachsen, sondern durch die tetragonalen Schrauben-

achsen. %^, Zh^, Xd^, ®4h^^ lassen sich als weitere Untergruppen erkennen:

Die IV.) Decktransformationsbedingung lautet:

0, 0, |-; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0,1.

Symmetrieelemente: Die Achsen von D^ Die tetragonalen

Schraubenachsen sind zugleich digonale Drehungsachsen und tetragonale

Drehspiegelachsen.

Spiegelebenen: (lOO)i (J00)3 (OlO)i (010)3 (OOl)i (001)3.
4 4 4 4 4 4

Gleitspiegelebenen: (100)^ (IOO)il (010)^ (010)_i (OOl)o (OOl)i.

Ferner: (llO)o (llO)i usw. (llO)i (110)3 usw.
2 4 4

Symmetriezentren:

I- liiil IHil Ifill lifll Efill ÜHl BUl IIHl-
n. liooi Klooi Eo^oi |ofo| Eooii [[oofi mos IH»! •

Elf Ol iHoi IHil Eiifl Ifoil [[ioii EHIl IHil
liofi uoß EHil IIHIl lofii loiii Eofll loHl-

Zusammengehörige Koordinatenwerte:

(l) und (II) der kubischen Holoedrie (beziehungsweise enantio-

morphe Hemiedrie) zunächst ohne Zusatztranslationen:

An Stelle von (S).

lE+in-fi,p-fII [m-fi n-fi,p+|l [m+in+ip-hil |ni+i,n-hi,p+il

|p+i,ra+i n^^-ll Ip-fi m+i^-hiMp -1-ira -f-i,n+iMp+i,m+in+il

|n+|,P+i,m+|Mn4J^p+|,m+|l|[n+t,p+|-,m+|Mn+ip+im-fil

An Stelle von (IV).

|n+|,m+i p+fl [[i-4-im+|,p+|l |n+|,m+l,p+il |n+i"£+ip+|l
|m+iP+|,n+iMm+|,p+i,n+i|[[m+ip-[-|,^+fMm-fip+in-fil

Ep+i,n-i-i,m-Hil|p+in+|,m+il|p4-i,n-hi,m-i-iMp+|,n+i,m+il
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Außerdem zu jedem dieser 48 Werte |x, y, z| die Werte |x -\~ |, \-\- ^, z|

l[x+ |, y. z + IHx, y+ i z4-il gehörig.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. l[oooi iHoi Hloli |o||i IIHI Booi [[oioi [[oo||. _

Die Zähligkeit dieses Komplexes, der würfelförmige, Gitter mit

einer Kantenlänge gleich der Hälfte des Elementarabstandes bildet,

ist 8, die Symmetriebedingung lautet 0.

2. liHi Kfii K-Hi ein ein uui ehii ihü-
Zähligkeit und Gitterbildung entspricht der von 1, doch ist die

Symmetriebedingung durch Th gegeben.

3. Die Symmetriezentren II bilden einen 24zähligeu Komplex mit der

Minimalpunktsymmetrie von dh-

4. liioi ^iHi iffoi Hill ifioi iffii lifoi liiii

^oiil EHfS lofll liHl lofii liHi |oH3 liill

lioii iliii ilofi iHIl Eio|3 ififi ifoii EHE
Zähligkeit = 24. Symmetriebedingung = Vd.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad.

48 zählige Punkte sind den tetragonalen Drehungsachsen (d) und

den tetragonalen Schraubenachsen (Cov) eigen.

64 zählig sind die auf trigonalen Drehungsachsen alleinliegenden

Punkte, während die Drehungsachsen der Nebenachsen 96 zählige Punkte

beherbergen.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden gehören einzig den

Spiegelebenen parallel den Koordinatenebenen an. Sie sind 96 zählig.

192 mal tritt schließlich ein beliebig gelegener Punkt mit drei

Freiheitsgraden im Elementarwürfel auf.

Raumgruppe Oh^

Der Elementarwürfel ist für Oh' und Oh^ ebenfalls flächenzentriert,

doch ist in beiden Fällen O^ mit übereinstimmender Nullpunktslage

Untergruppe. Beide holoedrischen Eaumgruppen besitzen daher als

fünf erste Decktransformationsbedingungen:

I.) |, j, 0: 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0. 1. IL) |, 0, -|-: 1, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1.

m.) 0, |^,-|: 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

IV.) 0,0,0: 0.1,0; 0,0.1: 1,0,0. Y.)-^, :^, ^; 0,1.0: 1,0,0: 0,0,1.
4 4 4

Oh' entsteht aus D* mit ßs* parallel den Koordinatenebenen. Ihre

Untergruppen sind 5:^ %^^, Xd^ ^ih'".
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Die VI. Decktransformationsbedingung ist gegeben durch:

j,j,j', 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

SyQimetrieelemente: Alle Achsen wie in O*, doch sind die

digonalen Drehungsachsen, parallel den Koordinatenachsen, tetragonale

Drehspiegelachsen.

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)5 (OlO)i (010)5 (OOl)j. (001)^
C b Q C Q Q

(100)3 (100)7 (010)3 (OlO)i (001)3 (001)7.
8 8 8 8 8 8

Spiegelebenen: (110). (llO)i (llO)^ (llO)i
2 2

(Oll)o (Oll)i (Ori)o (oTl)i (lOl)o a01)i (Toi)o (lOl)i.
2 2 2 2

Gleitspiegelebenen: (110)^ (110)3 usw.
i i

Symmetrie Zentren:

I. IHil lliil Hill Ellfl IHil IIHl IIHI Hill
Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill-

n. Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hlil Hill
Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill-

Zusammengehörige Koordinaten werte:

(I) und (n) wie (T) und (U) von £)\

An Stelle von (lll) der kubischen Holoedrie:

|m+in+i p-f11 |nT+i,^+ip+il |m-hi,n+i,p4-il |m+i n+ip+fl
|p-Hni+i,n+|l Ip+i m+i^+il Ep+i,m+|,n+il |p+i m+j,n+ü
l'i+i,H-i,m+|l |n+i p+l,m+il |n+i,p+i,m+iMn+i,P+i,m+il.

(IV) unverändert, ohne Zusatzglieder wie (IV) der kubischen

Holoedrie (Seite 388).

Außerdem zu jedem dieser 48 Werte |[x, y, z| die Werte:

|x+ i,y+0| Ex+ iy,z-fil |x,y+iz+ |l.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. 10001 Hioi |io|i Eoifi iHil Hlil Hill Hill-
2. Hill Hooi |o|oi Eoofi EfffI Hill Hfil Hill-

Jede dieser 8 zähligen Punktlager bildet .,Diamantgitter" . Die

Symmetriebedingungen lauten: Td.

3. Symmetriezentren I.
|

Zähligkeit jeweilen = 16. Symmetrie-

4. Symmetriezentren II.
J

bedingung = Dsa.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die trigonalen Drehungs-

achsen beherbergen als Schnittlinien dreier Spiegelebenen 32 zählige
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Punkte (Csv). Die den Koordinatenachsen parallelen dig-onalen Drehungs-

achsen enthalten 48 zählige Punkte der Symmetriebedingung C2V. 9 6 zählig

sind die Punktlagen, die den digonalen Nehenachsen allein angehören.

Zwei Freiheitsgrade kommen beliebigen Punkten auf den Neben-

spiegelebenen zu. Die Zähligkeit ist 96, demgemäß die der Punkte mit

drei Freiheitsgraden 192.

Raumgruppe Dh^

£)*, X*, Xh*, S^d^, ®4h*'' sind Untergi-uppen. Spiegelebenen sind

keine,vorhanden. Die fünf ersten Decktransformationsbedingungen ent-

sprechen denen von Dh^ die VI.) lautet:

VI.) ^,^,^; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Achsen wie in 0*; die digonalen Koordinatendrehungsachsen sind

tetragonale Drehspiegelachsen.

Gleitspiegelebenen: (100)3 (100)7 (010)3 (OlO)i (001)3 (001)7.

(loo)i (100)5 (oio)i (oio)a (ooi)i (001)5.

(llO)o (llO)i usw. (llO)i (110)3 usw.
2 i i

Symmetriezentren:

HYTTH ILtti'JI Htt's'JI ILtttJI ILytT'M HtttJI IL
8^

8 s" "s 8 tu

ItHI EtIII Ellil mill I|It3 IIttI iHH IItH
lly T tJI ILt t tJI ILt y tJI ü-y y t" ILy t ¥il "t y yJI üy y yji ILt y y"

lib'YY" ILyYY" ILyYYjI IIyYYJI ILyYYJI ILyYYJI ILyYYÜ llYYYii*

Zusammengehörige Koordinateuwerte:

(i) und (ü) wie die Koordinatenwerte (I) und (H) von 0^.

An Stelle von (III) der Tripel der kubischen Holoedrie:

|m+f,n+f,p+fl |m+f,n+f,p-fII [[m+f,n+ip+fl |m+|,n+f,p-|-|l

Ip+I, m+f,ji+f| |p+|,in+|^+fl |p+|,m-|-|,n+f| |p+f,m+f,n+fl

|n-f!,pH-im-f|l|n+ip+f,m+fHa+f,p+|,m+fMn+f^-ff,m+fl.

An Stelle von (IV) der kubischen Holoedrie (Seite 388) (n") von Xd".

Außerdem zu jedem dieser 48 Werte [[x, y, zj die Werte:

|x-Hiy + i, zl [[x+ |,y, z+ ll l[x,y+^, z-hll.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. [[0 0| IH Ol 11 IHO f fl II I Uli Ol |0 i OHO |1 zusammen

mit allen f Körperdiagonalpunkten stellt einen 16 zähligen Komplex
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dar, dessen Symmetriebedingung der Einzellage T ist. Innenzentrierte

Würfelgitter von halber Elementarkantenlänge werden gebildet.

2. Alle Symmetriezentren gehören zusammen und bilden einen 32 zähligen

Komplex. Symmetriebedingung Cai.

3. Die Komplexe || | |1 und
[[f f |3 von DiJ gehören hier ebenfalls

zusammen. Die Zähligkeit der Punktlage ist 32, die Symmetrie-

bedingung D3.

4. Zu einem gleichwertigen Komplex vereinigt sind ferner die Punkt-

komplexe [[0 0^3 und EO^f]], wie sie unter Zi^ angeführt sind.

Zähligkeit = 48. Symmetriebedingung = S4.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die trigonalen Drehungs-

achsen besitzen 64zählige, die digonalen Drehungsachsen 96 zählige Punkte.

192zählig sind die mit drei Freiheitsgraden versehenen Punkt-

lagen.

Raumgruppe Oh*

Auf einen innenzentrierten Elementarwürfel müssen die Raum-

gruppen Oh* und Oh^° bezogen werden, so daß die drei ersten Deck-

transformationsbedingungen gemeinsam lauten

:

^•) f'|'¥'
l'^'^5 0,1,0; 0,0,1. IL) |,|,|; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

III.) 0,0, a; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Für Oh*, dessen Untergruppen durch ST", J^h^ ^d^ O^ gegeben

sind, erhält man weiterhin:

IV.) 0,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,0,0. V.) 0,0,0; 0,1,0; 1,0,0; 0,0,1.

VI.) 0,0,0; 1,0,0; 0, 1,0; 0,0,1.

Achsen wie inO^; die digonalen Koordinatendrehungsachsen sind

tetragonale Drehspiegelachsen.

Spiegelebenen: (lOO)o (lOO)i (010)^ (OlO)i (001)0 (OOl)i-
2 2 2

Gleitspiegelebenen: (lOO)i (100)3 usw.
4 4

Spiegelebenen: (HO)« (iro)^ (01])o (ori)o (lOl)o (roi)^.

Gleitspiegelebenen: (llO)i usw.
2

Symmetriezentren:

I- 10003 UHh n. EHoi Eion i[o||3 B003 lo^oi Koofi;

III,
[[{ i i:3,

sowie alle ;[- Körperdiagonalpunkte.

Zusammengehörige Koordinatenwerte: Koordinatentripel der

kubischen Holoedrie unverändert. (Siehe Seite 387.)

Außerdem zu jedem Wert |[x, y, z3 ein Wert [[x+ |, y-j-f, z-|-il.
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad:

1

.

Symmetriezentren I. Zähligkeit = 2. Symmetriebedingung Oh-

Innenzentrierte Gitter von der Form des ElementarWürfels

werden gebildet.

2. Symmetriezentren II. Zähligkeit = 6. Symmetriebedingung D^h.

3. Symmetriezentren HI. Zähligkeit = 8. Symmetriebedingung Dsd.

Würfelförmige Gitter von halber Elementarkantenlänge entstehen.

4. IHoHlfoi loiiHoifi liolHfoii lofimoüi liofHioii
lliO] |H0|. Zähligkeit = 12. Symmetriebedingung Vd.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die tetragonalen

Drehungsachsen (C4v) enthalten 12 -zählige, die trigonalen Drehungs-

achsen (Csv) 16 -zählige, die einen digonalen Drehungsachsen (Cav) 24-,

die anderen (Ca) 48 -zählige Punkte.

Punktlagen mit zwei Freiheitsgraden sind 48-zählig, die mit

drei Freiheitsgraden 96-zählig.

Raumgruppe Oh^*^

J^ SEh^ %d^, O^ sind neben ©^h*" Untergruppen. Den Koordinaten-

anfangspunkt können wir wie in Xh' oder wie in D^ wählen. Beide

Lagen sind 16 zählig. Es ist hier der erstere Weg eingeschlagen worden.

Die drei letzten Decktransformationsbedingungen lauten dann:

IV.) 0, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 0, 0. V.) -|, j, ^; 0, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 0, 1.

VI.) 0,|,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1.

Die Achsen von O* sind vorhanden, doch besitzen sie jetzt andere

relative Lage zum Nullpunkt. Es seien wenigstens für die Drehungs-

achsen diese Lagen angegeben:

Digonale Drehungsachsen zugleich tetragonale Dreh-

spiegelachsen: [100]"** [lOOpf [lOOj^'i [100]H;

4' [010] H[010] 4*'[010] H[oiO] [001]„jL [OOlJis [OOl]. [OOljii.
4 24 4 24

Trigonale Drehungsachsen: [111]'' [ni]2i [111 ]2" [111]' 2.

Digonale Drehungsachsen: [lloj^s [llo]*« [llo]*« [llo]*^

usw., im ganzen 24 Drehungsachsen parallel den Nebenachsen.

Gleitspiegelebenen: (lOOL (lOO)i usw. (lOO)i (100)3 usw.
_ 2 4 _ *

(110)„ (Ol 0)0 usw. (11 0)1 (11 0)1 usw.
2 2
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Syrametriezentren:

|ooo| Eiloi lioii |0H1 Hill IfOoi |o|oi |ooii

EiHl Eflll Hill liffl IflO EHfl lifil iliil-

Zusammengehörige Koordinatenwerte: (I) wie in (I) %'".

An Stelle von (II) der kubischen Holoedrie:

|[M-i,m+|,p-i-il |[n+i,E+l,p4-fl &+i,m-h|,p+il |ii+f,m+i,p+il

Km-l-ip-hi^+il |in-hi,p+|^+il |m+f^p+in+11 |m+ipH.|,n-ffl

|p+i,n-H,m+iHp+!,n+i,m+iMp+i,n+i,m+fMp+iiij-|,m+il.

An Stelle von (III) kommt (11) von Xh\ an Stelle von (IV) ebenso

(il) von Xä^.

Zu jedem dieser Werte |[x, y, z| gehört ein Wert [Cx-f-|-, y+ |, z-|--|-|.

Punktlagen ohne Freiheitsgrad.

1. Alle Symmetriezentren gehören zusammen und bestimmen einen

16 zähligen Komplex von der Symmetriebedingung der Lage = Csi.

Würfelgitter, die innenzentriert sind und halbe Elementar-

kantenlänge besitzen, werden gebildet.

2. UUl lUB Hill Hill HHl Hill Hill Hill
Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill Hill
gehören als 16 zähliger Komplex zusammen. Symmetriebedingung= D.s.

Es sind das die Puuktkomplexe |[0 0| und Ij { ^| von Os.

3. loiii Kofii u\B iioii ||o|3 EHil iHol H|ol
Hill Hill Hill Hill üoHl Eofii |H|i Efoü
Ho|l HHl H|oi H|oi Hill Hill Hill Hill
bestimmen zusammen einen 24 zähligen Komplex. Die Lagensymmetrie-

bedingung ist V. Es sind das die beiden Punktkomplexe [[| || und

U II von O«.

4. Ebenfalls zu einem 24zähligeu gleichwertigen Komplex sind die Kom-

plexe IG ~ II und |0 j II von ^d'' vereinigt. Symmetriebedingung = S*.

Punktlagen mit einem Freiheitsgrad. Die trigonalen Drehungs-

achsen beherbergen 32 zählige Punkte, die digonalen Drehungsachsen

48 zählige.

96 zählig sind die nicht auf einfachen Symmetrieelemeuten liegenden

Punkte mit drei Freiheitsgraden.
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3. Tabellarische Ziisammenstelluugen

Es folgt nun eine tabellarische Zusammenstellung für alle 230 Raum-
gruppen, in der die verschiedenen Zähligkeiten der Punktlagen mit ihren

Symmetriebedingungen vermerkt sind. Die Zähligkeiten sind nach den

Freiheitsgraden der Lagen geordnet. Die Zähligkeit der Lagen mit

drei Freiheitsgraden gibt an, ob das Elementarparallelepiped einfach,

doppelt, vierfach oder eventuell sechsfach primitiv ist. Die maximalen

Zähligkeiten für den einfach primitiven Raum (Raum der Nicht-

Identität) sind für die einzelnen Klassen die folgenden:

ßl = 1
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Die Zahl der gleichwertigen FLächen eines Komplexes ist von der zu-

kommenden Klassensymmetrie (Kontinuumssymmetrie) und der Lage

abhängig. Die allgemeinste Form, deren Flächen weder auf Spiegel-

ebenen noch Drehungsachsen senkrecht stehen, ist ein n-Flächner, wenn

n die maximalste Zähligkeit einer Punktlage im primitiveren Parallel-

epiped (Kaum der Nichtidentität) der zugehörigen Klasse von Raum-

systemen ist. Die Tabelle auf der vorangehenden Seite gibt daher

zugleich über die Zahl der Flächen eines gleichwertigen Komplexes

allgemeinster Lage Auskunft. An Stelle der Raumsystemsklassen sind

lediglich die entsprechenden, aufs Kontinuum bezogenen Kristallklassen

zu setzen.

Steht eine Fläche senkrecht auf einer Spiegelebene, so wird sie

durch die Spiegelung in sich selbst übergeführt. Die Zahl zugehöriger

Flächen reduziert sich daher auf die Hälfte. Dafür ist nun der Fläche

eine Symmetriebedingung eigen, die man als Flächensymmetrie bezeichnet,

sie muß in der Beschaffenheit der Fläche, in der Streifung oder in den

Ätzfiguren ihren Ausdruck finden. Senkrecht zu einer Spiegelebene

gibt es immer unendlich viele Flächenlagen, die Ausgangslagen für einen

gleichwertigen Komplex sein können. Sie gehen alle einer Normalen

auf der Spiegelebene parallel, sie gehören, wie man sagt, der Zone dieser

Normalen an. Flächenlagen mit der Symmetriebedingung = 1 Spiegel-

ebene = Cs besitzen daher einen Freiheitsgrad, d. h. Zähligkeit und

Symmetriebedingung bleiben sich, von noch ausgezeichneteren speziellen

Lagen abgesehen, innerhalb einer ganzen Zone gleich.

Senkrecht auf Drehungsachsen (die zugleich Schnittlinien von

Spiegelebenen sein können) stehende Flächen sind in ihrer Lage genau

fixiert. Sie besitzen keinen Freiheitsgrad. Sie werden durch die

Drehungen um die Achse, eventuell durch Spiegelungen an den auf

ihnen senkrecht stehenden Symmetrieebenen (deren Schnittlinie die Achse

ist) in sich selbst übergeführt, so daß die Zahl der gleichw^ertigen

Flächen eines Komplexes vermindert wird. Die Flächensymmetrie ist

immer der Symmetrie einer der tetartoedrischen oder hemimorphen

Klassen gleich.

Noch übersichtlicher werden diese Verhältnisse, wenn man statt

von den Flächen von den Flächennormalen ausgeht. Die Deckoperationen

ordnen einer Flächennormalen einseitiger Richtung weitere gleichwertige

Flächennormalen zu. Nur die in der gesamten Erstreckung durch die

Flächennormalen gehenden Symmetrieelemente bringen sie mit sich

selbst zur Deckung. Diese Symmetrieelemente bestimmen die Symmetrie-

bedingung der darauf senkrecht stehenden Flächen.

Den resultierenden Flächenformen eines gleichwertigen Komplexes

hat man nun besondere Namen gegeben. Hier werden die von Groth

vorgeschlagenen Bezeichnungen angewandt. Auch bei einer Ausgangslage



Tabellarische Zusammenstellungen 403

mit einem Freiheitsgrad oder bei allgemeiner Lage können durch beson-

dere Winkelwerte ausgezeichnete Formen auftreten, ganz entsprechend

den besonderen Gittertypen des Diskontinuums. Dadurch werden ge-

wisse Formen vieldeutig, eine Unterscheidung ist mittels der Flächen-

symmetrie oder mittelst, allfälliger in Kombination damit vorkommenden,

weniger vieldeutigen Formen möglich.

Die Tabelle V gibt einen voUständigen Überblick über die Flächen-

komplexe aller 32 Klassen. Neben der Flächenform ist die Zahl der zu

einem gleichwertigen Komplex gehörigen Flächen sowie die Flächen-

symmetrie angegeben. Die Tabelle gestattet die Bestimmung der Kristall-

klasse, der irgend ein gut ausgebildetes Kristallindividuum angehört.

Bei Vieldeutigkeit gibt sie über die zur Entscheidung anzubringenden

Ätzfiguren Aufschluß. Zusammen mit der Tabelle II enthält sie alle

notwendigen Daten der makroskopischen Kristallographie. Auch Fragen

der physikalischen Kristallographie lassen sich mittels der Tabelle

erörtern. Ein Pedion charakterisiert beispielsweise polar vektorielle

Richtungen.

Pedion, Doma, Spheuoide, Tetraeder, Bisphenoide, didigonales

bezw. tetragonales Skalenoeder, Trapezoeder, tetraedrisches " Pentagon-

dodekaeder, Triakistetraeder, Deltoiddodekaeder, Hexakistetraeder, Pen-

tagonikositetraeder, einfache Pyramiden, trigonales Prisma, ditrigonales

Prisma und ebensolche Bipyramiden sind Formen, die nur in Klassen

ohne Symmetriezentren auftreten können usw.

Eine eingehende Diskussion der Tabelle fällt außerhalb des Rahmens

dieses Buches; dem mit der gewöhnlichen Kristallographie Vertrauten

wird sie leicht handlich erscheinen.

Sie ist gewissermaßen das Gegenstück zu der ihr unmittelbar

vorausgehenden großen Tabelle der Punktlagen der 230 Raumsysteme.

Man erkennt, wie ein und derselbe Gesichtspunkt die geometrische

Kristallographie des Diskontinuums und Kontinuums beherrscht.

Die Flächenform allgemeinster Lage ist von P. v. Groth zur

Bezeichnung der Kristallklassen benutzt worden. Dadurch erklären

sich die zweiten Benennungen der Klassen der Tabelle 11 auf Seite 133

und der Einzeldarstellungen.

26*
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IV. Haupttabelle: Systematik der Punktlagen und ihrer Sym
metriebediugungen in den einzelnen Raumsystemen

Raum-

gruppe
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Raum-

gruppe
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Raum-
gruppe
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Baum-

gmppe
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Raum-

gruppe
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V. Haupttabelle: Die Flächenformen (gleichwertigen

Kristall-

klasse
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Flächenkomplexe) in den 32 Kristallklassen

Flächenformen mit einem Freiheitsgrad Flächenformen mit mehreren Freiheitsgraden

(Senkrecht auf Symmetrieebenen allein) i (Allgemeinste Lagen ohne Flächensymmetrie)
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Anhang: Die Gitterkomplexe

Wie bereits erwähnt, ist der Komplex gleichwertiger Punkte eines

Raums3'stems in jeder Beziehung dem Komplex gleichw^ertiger Flächen

einer KJristallklasse vergleichbar, In der gewöhnlichen Kristallographie

hat man für diese Flächenformen besondere Symbole eingeführt und

durch Namengebungen, wie Würfel, Trapezoeder, Skalenoeder, Pedion,

Pinakoid usw., die Beschreibung vereinfacht. Wir wollen einen gleich-

wertigen Punktkomplex nun kurzweg (einfachen) Gitterkomplex nennen

und versuchen, ob für gewisse Zwecke nicht auch hier vereinfachende

Symbolisierungen am Platze sind. Von Namengebungen sehen wir, wie

bei den Raumsystemen, von vornherein ab. Im darstellenden Teil ist

ein Gitterkomplex jeweilen vollständig ausgeschrieben worden. Dieser

Teil hätte sich natürlich wesentlich vereinfacht, wenn von Anfang an

die Gitterkomplexe symbolisiert w^orden w^ären. Allein Hunderte von Sym-

bolen hätten dann zuerst erklärt werden müssen, so daß für alle die-

jenigen, die sich in die erweiterte Kristallographie erst einarbeiten wollen,

das Buch im darstellenden Teil zur Hieroglyphe gew^orden wäre. Aller-

dings hätte es dann genügt, von jedem Raumsystem nur einen so-

genannten kleinen Fundamentalbereich zu beschreiben (an Stelle

eines Elementarparallelepipeds), d. h. einen Raumteil, der von jeder Art

gleichartiger (nicht identischer) Punkte je einen enthält.

Kennt man das Raumsystem und herrscht über die Nullpunktswahl

Einigkeit, so genügt es, von jedem Gitterkomplex die Koordinaten eines

Punktes hinzuschreiben und durch Beifügen des Raumsystemsymboles den

ganzen Komplex zu charakterisieren. So würde |y y ^1«? ä* den ganzen

16 zähligen Komplex bedeuten, der Seite 214 unter Symmetriezentren I

ausgeschrieben ist. Da wir jetzt von Gitterkomplexen, nicht mehr von

den Einzelpunktlagen, sprechen, sollen auch einige allgemeine neue

Bezeichnungen eingeführt werden. Eine (im Elementarparallelepiped)

u- zählige Punktlage nennen wir nun einen n - Punkt n er. So ist

lyj^lmj^ ein Sechszehnpunktner. Ist ein n-Punktner innerhalb

des ganzen den Einzelpunkten zukommenden Freiheitsgrades (innerhalb

der zugehörigen gleichen Symmetriebedingung der Einzellagen) von

gleicher unveränderlicher Gestalt, so heißt er nonvariant. Es ist

natürlich jeder Gitterkomplex mit Punkten ohne Freiheitsgrad nonvariant,

in Raumsystemen mit nur einer hemimorphen Drehungsachsenschar können

das aber auch Gitterkomplexe von Punkten auf den Achsen sein. Die
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Form derartiger nonvarianter Gitterkomplexe ist im allgemeinen (unter:

^Sie bilden Gitter von der Form ...,") im darstellenden Teil erwähnt

worden.

Monovariant heißt ein Gitterkomplex mit einer von der Einzel-

punktlage abhängigen Veränderliche^. Divariant nnd Trivariant

vervollständigen diese Klassifikation.

Bei der bis jetzt üblichen Bestimmung der Kristallstrukturen aus

den Interferenzerscheinungen an Köntgenstrahlen war der Gitterkomplex

oft das Ersterkennbare, die Raumsystemszugehörigkeit das daraus Ab-

geleitete. Die Beziehung der Punkte zu unseren Nullpunkten w^ar natur-

gemäß zunächst nicht zu ersehen. Da erweist es sich als sehr zweck-

mäßig, die Form der Gitterkomplexe so zu symbolisieren, daßu^sie, da

wo eine Vieldeutigkeit möglich ist, von BaumSystem und Baumsystems-

nullpunktswahl unabhängig ist. Natürlich muß man dann wieder alle

Punkte angeben, man bezieht nun aber die Koordinaten auf

einen ihrer Punkte als Nullpunkt. Das ist sehr leicht durch eine

Parallelverschiebung möglich. Bechnerisch bedeutet dies Subtraktion

der Koordinatenwerte eines Punktes (der zum interimen Nullpunkt wird)

von allen anderen. Für diesen Nullpunkt schreiben wir nun nur 0,

trennen die daraufbezogenen übrigen Koordinatenwerte der elementar

unabhängigen Gitterpunkte voneinander durch vertikale Striche und

fassen den ganzen Komplex in doppelt eckige Klammern. So wird

Eil ib.- siehe Seite 214 zu

303lii3|lQllll|Q33|li3|13iiQll1]

Jetzt haben wir sofort ein übersichtliches Bild von der Lage der ein-

zelnen Punkte zueinander erhalten. Eckpunkte, Flächenzentren und

Flächenzentren des f Teilelementarparallelepipeds eines Parallelepipedes

von der Elementarform sind zusammengehörig.

Derartige Darstellungen ergeben bei Vielpunktnern aber sehr große

Formeln, und es wird sich fragen, ob nicht häufig auftretende Abkürzungen

zweckmäßig sind. Als solche Abkürzungen schlage ich vor:

I I3' bedeutet: zu allen Punkten innerhalb der Klammer gehören

die mittels Verschiebungen y + ^ ^^^ ihnen hervorgehenden.

Der in der Klammer vorhandene Gitterkomplex selbst tritt in

basisflächenzentrierter Wiederholung auf, aber ohne Bücksicht

darauf, ob die derart auseinander hervorgehenden Punktlagen

parallele Stellung haben oder nicht.

l }./ entsprechend der ersten Abkürzung, aber auf das seitliche

Flächenpaar bezogen, ebenso
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[ 1/ auf das vordere Flächenpaar bezogen.

I I' bedeutet: zu jedem Punkte innerhalb der Klammer gehört

ein Punkt, der um y+ Y + -^ verschoben ist. (Ohne Rück-

sicht auf Parallelstellung der zugehörigen Massenteilchen, wie

immer in diesen Erörterungen.)

I
y^' zeigt die flächenzentrierte Wiederholung der Lagen an.

Ferner schreiben wir kürzer statt |0|Oo4-l = EO —1; statt

lO'O^Ol = lOi^l; statt |0i^-00l ='|I0!-|-1.

Jetzt wird der Sechszehnpunktner Iy^jUsb^s« zu

IO,lio:io||oHl"'.

Betrachten wir nun den Achtpunktner |0 -^f'\ so sehen wir, daß

die Gitterpunkte Parallelepipede von ähnlicher Gestalt und l Volumen

des Elementarparallelepipeds bilden. Um diese für Vieldeutigkeits-

bestimmungen mit wechselnder Periode wichtige Beziehung auszudrücken

können wir schreiben |0|-|-|''' = ^l^l-

Kehren wir nun wieder zu dem Sechszehnpunktner ly jy1^j,24 zu-

rück, so nehmen wir w'ahr, daß die Punkte so liegen Avie Ecken und

Flächenzentren der | Elementarparallelepipede. Nur die Hälfte aller

Punkte ist aber zusammengehörig. Es ist somit

2

gewissermaßen eine hemiedrische Form von 4"|öl'"- ^i^ ^^ hemi-

edrische Formen dieser ^-Gitter gibt, gibt es auch tetartoedrische,

ogdoedrische usw. Ihre Symbolisierung ergibt sich von selbst.

Nach diesen einfachen Grundsätzen lassen sich nun die in den

einzelnen Raumsystemen auftretenden Gitterkomplexe unabhängig vom
RaumsA'stem symbolisieren. Dadurch läßt sich erkennen, in

welchen Raumsystemen äußerlich gleiche Gitterkomplexe
vorkommen, deren Unterscheidung nur auf Grund der Eigen-

symmetrie -der Punktlagen oder der Stellung der durch die

Punkte gehenden Symmetrieelemente möglich ist.

Die Lage der Schwerpunkte der Massenteilchen gibt in der-

artigen Fällen über die endgültige Raumsystemszuordnuug keinen Auf-

schluß. Wie ein Würfel in allen kubischen Kristallklassen als Flächeu-

form möglich ist, können Gitterkomplexe niit gleicher respektiver Ent-

fernung der Punkte in mehreren Raumsystemen gleichzeitig auftreten.

Den Gitterkomplexen kommt dann, wie den Würfeln, das gleiche Symbol

zu. Die Unterscheidung ist nur durch die Eigensymmetrieverhältnisse

der Einzellagen (bezw. beim Würfel Einzelflächen) möglich.
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Für die non Varianten Gitterkomplexe der triklinen, mono-

klinen, rhombischen, tetragonalen uad kubischen Abteilung, sowie der

ßaumsysteme mit rhomboedrischer Translationsgruppe habe ich eine

Vergleichstabelle zusammengestellt. (Siehe Tabelle Seite 418—423.) Die

Symmetriebedingungen der Einzellagen bestimmen die Vertikalkolonnen-

einteilung. Selbstverständlich ist die Form der Gitter dann noch von

der Elementarparallelepipedform abhängig. So sind in [[0| monokliner

Raumsysteme nur zwei Kantenwinkel 90° und a:b:c von der Einheit

verschieden, in [[0]] kubischer Raumsysteme ist a = ß = y = 90^ und

a =: b = c. In der Tabelle sind ferner für trikline, monokline, rhom-

boedrische und tetragonale Raumsysteme auch die Gitterformen hin-

geschrieben worden, die man bei Wahl allseitig flächenzentrierter,

basiszentrierter, innenzentrierter Elementarparallelepipede erhält, sofern

diese Wahl nicht von vornherein eine gegebene ist. Ferner ist da, wo
die Aufstellung des Elementarparallelepipedes im gewissen Sinne eine

beliebige ist, darauf Rücksicht genommen worden. Im übrigen ergibt

sich ohne weiteres, daß beispielsweise 1[0|./ in rhombischen Systemen

auch |0|/ sein kann, nicht aber in monoklinen Raumsystemen. Gitter-

komplexe, die durch einfache Drehung oder durch Spiegelung (auch an

einer außenstehenden Spiegelebene) ineinander übergeführt werden können,

sind im allgemeinen* nicht als verschieden aufgeführt worden. Man kann

also unter Umständen (auch bei Wahl eines anderen Punktes als Null-

punkt) eine verschiedene Symbolisierung erhalten, wird aber dann leicht

die Zusammengehörigkeit herausfinden^).

Die Tabelle ist nicht vollständig, da sie nur die nonvarianten

Gitterkomplexe umfaßt. Gitterkomplexe gleicher Gestalt können noch

als Übergangsformen monovarianter oder di-trivarianter
n- Punktner auftreten. Es wird eine der wichtigsten zukünftigen Auf-

gaben der Kristallstrukturlehre sein, die Tabelle in dieser Hinsicht zu

vervollständigen. Es genügt mir, vorläufig den Weg angegeben zu

haben, der, meiner Ansicht nach, am zweckmäßigsten eingeschlagen wird.

^) In der Tabelle nicht erwähnt sind: ein Vierpunktner von Ci2h' mit der Sym-
metriebedingung Ci bei seitenflächenzentriertem Elementarparallelepiped, ferner der

Zwölf- und Vierunzwanzigpunktner von Tad" bei Wahl eines innenzentrierten oder

flächenzentrierten Elementarrhomboeders.

Niggli, Gcometr. Kristallogr. d. Diskontinunms
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Haupttabelle VI. Die nonvarianten einfachen Gitterkomplexe
tetragonalen und
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er triklinen, monoklinen, rhombischen, rhomboedrischen,

ubischen Abteilungen

Symmetriebedingnngen

1 ff 1

<^2h', «J, «h'. 6,^^
!

Sß«,
«h*. «d\ ®4\ ®4

ffi.h'
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Haupttabelle VI

Gitterkomplexe
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(Fortsetzung-)

Symmetriebedingungen

^a ;

D4h
:

C3 C3,
1

D3
1

C3i 1 D3,
1

T
1 Tj, i T,

1 0,
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Hanpttabelle VI

. Gitterkomplexe
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(Fortsetzung)

Symmetriebedingungen

C2
i

V Vh s, C,i, D, Vd D,h r>3 Cji D3

^.h^^

®4h % 'J'4h'

e^V^^ ®4h^"

o^ o,*

2/

®4h \ ®4h'

^4^"; ^4^

^h^ 2/

Oh^

O* Sh' OJ
!

I
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1
Oh^" ^x

Oh^
:

- I Oh"

0,^"
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fV. Kapitel: Die Kristalle in der Auffassung als homogene

Diskontinua

I. Einleitung

Die bisherigen Erörterungen waren rein analytisch -geometrischer

Natur, Ob in der Natur die homogenen Diskontinua eine materielle Ver-

bildlichung besitzen, ist für sie gleichgültig. Die Untersuchung hat

ergeben, daß homogene Diskontinua nach verschiedenen Richtungen im

Eaume im allgemeinen ein verschiedenes Verhalten aufweisen. Symmetrie-

beziehungen können neue Decktransformationsbedingungen, somit ein-

ander gleichwertige Richtungen, erzeugen, und zwar gibt es 230 in

Art oder Lage ungleiche Kombinationsmöglichkeiten von Symmetrie-

elementen bezw. von Decktransformationsbeziehungen. Die Achsen

dürfen nur 1-, 2-, 3-, 4- oder 6 zählig sein. Geht das Diskontinuum

infolge der Größenordnung der Identitätsabstände für gewisse Erschei-

nungen in ein Scheinkontinuum über, so lassen sich geometrisch ledig-

lich die 32 Klassen der Raumsysteme unmittelbar voneinander unter-

scheiden.

In allen wesentlichen Punkten stimmen diese Folgerungen mit den

Beobachtungen an kristallisierten Substanzen überein. Die Sj'm-

metrieverhältnisse sind derartige, daß die phänomenologische Zuordnung

zu irgend einer der 32 Klassen stets möglich ist; von 31 Klassen sind

mit Sicherheit Beispiele. bekannt geworden. Insbesondere hat sich das

Fehlen fünfzähliger Symmetrieachsen bewahrheitet.

Die induktiv gewonnenen kristallographischen Grundgesetze der

Winkelkonstanz der Flächen und Kanten, sowie der kleinen

rationalen Indizeszahlen lassen sich auf Grund einer sehr plau-

siblen Hypothese sofort aus der RaumgitterlehrÄ ableiten. Nimmt man
nämlich an, daß als natürliche Flächen und Kanten der Kristalle nur

(oder weit vorwiegend, da es sich im Hinblick auf die Vizinalflächen-

bildungen mehr um Regeln als um Gesetze bandelt) Elemente möglich

sind, die durch viele Massenschwerpunkte gehen, und daß bei richtiger

Wahl der Elementarparallelepipede im allgemeinen Flächen und Kanten
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umso häufiger erscheinen, je dichter ihre Besetzung mit Massenpunkten

ist, so ergibt sich sofort, daß bei gleicher Struktur die häufigsten

Flächen und Kanten gleich orientiert sein müssen und daß ihnen kleine,

wirklich rationale Zahlen als Indizes zukommen.

Keine Erscheinungen sind gefunden worden, die in prinzipiellem

Widerspruch zu der Annahme stehen, die Kristalle seien homogene
Diskontinua, wenn auch mancherlei Beziehungen noch nicht völlig

geklärt sind. Neuerdings haben sich die Beobachtungen gemehrt, die

in wissenschaftlich überzeugender Weise die diskontinuierliche Struktur

der Materie dartun. ja es ist bereits gelungen, mehreren Kristallarten

bestimmte Strukturen beizuordnen, die sich zur Interpretation einer

Großzahl, w^enn nicht aller, Erscheinungen zweckdienlich erwiesen haben.

Der geniale Gedanke M. v. Laue's, die Röntgenstrahlen als Interferenz-

erreger zu benutzen, hat zum physikalischen, experimentellen Nachweis

der Gitterstruktur kristallisierter Substanzen geführt.

Mathematische Ableitung, die sich auf eine einzige Vor-

aussetzung, die Voraussetzung homogener Diskontinua, stützt,

vermag somit dem Wesen nach eine schier unübersehbar er-

scheinende Fülle von Beobachtungstatsachen verständlich zu

machen. Es ist das eine Großtat der Wissenschaft, die wenige
ihresgleichen hat. Noch sind lange nicht alle Konsequenzen dieser

Übereinstimmung gezogen worden, zögernd nur sucht bei uns die phy-

sikalische Kristallographie sich von der Kontinuumsauffassung frei zu

machen. Die nächsten Jahrzehnte werden dem Ausbau der Theorie

gewidmet sein, wodurch sich zweifellos manche neue Aus- und Einblicke

ergeben werden.

Eine Frage von zweitem Rang ist es, ob das, was wir als Kristall-

individuum bezeichnen, stets als aus einem einzigen homogenen Dis-

kontinuum mit einer einzigen überall gleichorientierten Translations-

gruppe bestehend aufgefaßt werden darf. Auf derartige Probleme wird

erst im letzten Abschnitt dieses Kapitels Rücksicht genommen. Wir
haben guten Grund, die einschlägigen Erscheinungen zunächst zu be-

trachten, als ob dies der Fall wäre.

2. Allgemeine physikalisch -chemische Erwägungen

Jeder Punkt eines homogenen Diskontinuums kann an

sich Sitz des Schwerpunktes eines Massenteilchens sein (bezw.

Schwingungszentrums in kinetischer Auffassung). Das zeigt, wie außer-

ordentlich wichtig die Klassifikation der Punktlagen in den einzelnen

Raumsystemen für die Kristallstrukturlehre ist. Wie in der gewöhnlichen

Lehre von den Wachstumserscheinungen die Fläche, ist hier der Punkt
das Grundelement jeglicher Betrachtung. Wir wollen auch im folgenden
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die Fiktion der Starrheit unter gegebenen Bedingungen aufrecht erhalten.

In Wirklichkeit wird, besonders im Hinblick auf die Quantentheorie, die

anisotrope Homogenität ebenfalls nur eine zeitlich statistische sein.

Die als starr betrachteten Punkte entsprechen nicht in der Zeit unver-

änderlichen Schwerpunktslagen von Massenteilchen, sondern ihren

Schwingungszentren.

Ein vollständiger Massenteilchenhaufen wird aus einem einzigen

Komplex hinsichtlich der Symmetrie gleichwertiger Teilchen oder aus

mehreren derartigen Komplexen bestehen. Im ersteren Fall ist er als

einfach, im zweiten Fall als zusammengesetzt (als Kombination)

zu bezeichnen. Es ist dies eine Erscheinung, die mit den einfachen

Flächenformen und den Flächenkombinationen verglichen werden kann.

Die resultierende Symmetrie des Teilchenhaufens kann hinwiederum

ganz durch die Anordnung bedingt sein oder zum Teil auf der Symmetrie

der Partikelchen, zum Teil auf der Anordnung beruhen. Ganz in ähn-

lichem Sinne ist ja die den Kristallformen zukommende Symmetriegruppe

manchmal von der Flächensymmetrie abhängig.

Die Teilchen müssen als Ganzes, in Rücksicht auf die Symmetrie-

elemente des zugehörigen Raumsystemes , allgemeinste Lage besitzen,

soll ihre Gestalt, bezw. Eigensymmetrie, ohne direkten Einfluß auf die

resultierende Symmetrie des Massenteilchenhaufens sein. Es ließe sich

auch denken, daß konstituierenden Teilchen, wie Atomen, stets punk-

tuelle, d. h. höchste, Eigensymmetrie zukommt, dann wäre die resultierende

Symmetrie stets die höchstmögliche bei gegebener Anordnung.

Es gibt, rein mathematisch gesprochen, unendlich viele Möglich-

keiten, einen Massenteilchenhaufen bestimmter Raumsystemssymmetrie

zu konstruieren. Die Aufgabe ist ebenso vieldeutig wie etwa die: be-

liebige Flächenkombinationen zu zeichnen, welche mit den Symmetrie-

verhältnissen einer gegebenen Kristallklasse im Einklang sind. Wie aber

schon hier die Zahl der natürlichen Kombinationen durch die Regel

verhältnismäßig kleiner rationaler Indizes der Flächen erheblich ein-

geschränkt wird, läßt sich erwarten, daß aus der unendlichen Fülle der

Möglichkeiten von Massenteilchenanordnungen von vornherein nur eine

beschränkte Anzahl wahrscheinlich ist. Das Problem hört ja von dem

Moment an, wo wir materielle Punkthaufen berücksichtigen, auf, ein

rein mathematisches zu sein, es wird nun im eigentlichen Sinne ein

physikalisches und chemisches. Die mathematischen Ablei-

tungen bilden nur noch einen Rahmen, der wahllos alle denk-

bar möglichen Fälle umfaßt.

In der Physik werden die Elektronen als letzte Bausteine der

Materie aufgefaßt. Elektronenhaufen bilden Atome, Atome setzen sich

zu Molekeln zusammen. Ionen sind Atome oder Atomhaufen mit

besonderer Elektronenverteilung. Da ein Großteil der Phänomene, die
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(lern kristallierten Zustande eigen sind, in wichtiger funktioneller Ab-

hängigkeit von der Massenverteilung steht, besteht die erste Aufgabe

in der Feststellung der Atomschwerpunktsanordnung. Mannigfache

physikalische Üljerlegungeu und Untersuchungen machen es zur Gewiß-

heit, daß die größeren Massenebenenabstände von der Größenordnung
10~^ cm sind. Über die Rolle, die den Elektronen zukommt, lassen sich

vorläufig nur Vermutungen äußern. Es ist aber wahrscheinlich, daß

auch hier experimentelle Untersuchungen zum Ziel führen werden. Das
Problem der Atom- und Molekelkonstitutiou, das neuerdings

so vielverheißend in Angriff genommen ist, gehört zu den

wichtigsten zukünftigen Problemen der Kristallstrukturlehre.

Vorläufig ist die nächstliegende Frage die nach den Identitätsbeziehungen.

Lassen sich hinsichtlich der resultierenden Struktursymmetrie Stellungs-

verschiedenheiten chemisch gleicher Atome erkennen oder sind die Atome

für die Struktur immer von punktuellem Wert? Können chemisch un-

gleiche Atome strukturell einander gleichw'ertig sein? Von welcher

Größenordnung sind im allgemeinen die kürzesten Perioden oder auch

die Identitätsabstände in Richtung der Kanten der Elementarparallel-

epipede? Alle diese Fragen brauchen nicht eine allgültige einzige Lösung

zu geben, und es darf unter keinen Umständen der Eindruck erweckt

werden, als ob heute schon eine vollständige Entscheidung möglich

wäre. Die Physiker haben es sich, von ihrem Standpunkte aus ohne

Zweifel mit Recht, bei der Ableitung von Strukturbildern aus rönt-

genometrischen Untersuchungen außerordentlich leicht gemacht. Sie

setzten diejenige Struktur als richtig voraus, die bei kleinster Perioden-

voraussetzung annähernd die experimentellen Daten erzeugen kann. Das

darf nur dann als zweckmäßig angesehen w^erden, wenn keinerlei Gründe

irgendwelcher Art dagegen sprechen. Abgesehen davon vermißt man in

den sonst sicherlich bahnbrechenden Untersuchungen oft irgendwelche

Diskussionen über die Vieldeutigkeit. Gerade um diese Mannigfaltigkeit

in das richtige Licht zu stellen und in Übersichtstabelleu hervortreten

zu lassen, w^urde dieses Buch geschrieben. Es soll auch dem Physiker

das weitschichtige Gebiet der geometrischen Kristallographie eines Dis-

kontinuums näher bringen.

Bei der vorläufigen Beurteilung der oben gekennzeichneten Fragen

muß das gesamte Tatsachenmaterial, vor allem der chemischen
Kristallographie, mitberücksichtigt werden. Zunächst ist klar, daß

bei einer bestimmt stöchiometrischeu Verbindung die einem

Elementarparallelepiped angehörigen Atome ein Ein- oder Viel-

faches der chemischen Formel ergeben müssen^). Alle Elementar-

parallelepipede, die in paralleler Wiederholung den Raum ausfüllen, sind

^) Die von einem Elementarparallelepiped absorbierten Atome. t^Siehe Seite 4,22. 133.)
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sich ja g-leich; jedes von ihnen enthält im physikalischen und chemischen

Sinne (als Ein- oder Vielfaches der räumlichen Nichtidentität) die gesamte

Anisotropie in sich. Jedem Atomschwerpunkt kommt durch die Art und

Weise, in der er von anderen Atomschwerpunkten umgeben ist, bereits

eine gewisse Symmetrie der Lage zu. Im allgemeinen wird man erwarten

müssen, daß bestimmten Atomen bestimmte Wirkungsweiten, die die Ab-

stände regeln, eigen sind, so -daß schon aus diesem Grunde verschieden-

artige Atome der Lage nach nicht gleichwertig- sein dürften. Sind diese

Wirkungsweiten nicht zu sehr voneinander verschieden, so ist allerdings

denkbar, daß sie sich gegenseitig zu kompensieren suchen. Damit hängt

eng das Problem der Mischkristallbildung zusammen. In den voll-

ständigen Mischkristallreihen können in beliebigem Verhältnis einzelne

Atome durch andere ersetzt werden, ohne daß die makroskopische (auf

Scheinkontinuum bezogene) Symmetrie eine andere wird. Derartige

kontinuierliche Übergänge sind nur möglich, wenn die Ersetzung in

bestimmter Weise erfolgt unter gleichzeitiger Änderung der Größe des

Elementarparallelepipeds oder wenn die vikarisierenden Atome als äußer-

lich (kristallgeometrisch) gleichwertig angesehen werden dürfen. Nun

macht man die Beobachtung, daß isomorphe Vertretbarkeit von Atomen

an schon im periodischen System der Elemente zum Ausdruck kommende

Verwandtschaften geknüpft ist, und daß weniger nahe verwandte Atome

sich im allgemeinen erst in Verbindungen von komplexem Formeltypus

ersetzen können. Es sind die chemischen Elemente der Vertik/ilreihen

des periodischen Systemes, die sich, mit Ausnahme etwa der ersten

Glieder, leicht ersetzen lassen. Diese Tatsache muß mit der Atom-

konstitution in Verbindung stehen, sie wird bei der weiteren Forschung

in dieser Richtung stets Berücksichtigung erfahren müssen.

Die atomaren Eigenschaften zerfallen aber in zwei ziemlich scharf

getrennte Gruppen. Sie sind entweder abhängig von der sogenannten

Ordnungszahl der Elemente im periodischen System, besitzen also

keine Periodizität, oder aber sie treten in typisch periodischer

Wiederholung auf. Die moderne Atomphysik führt dieses verscliiedene

Verhalten auf die Atomkonstitution zurück. Die Eigenschaften der

ersten Art sind danach von den Atomkernen, speziell den positiven

Kernladungen, abhängig, die Eigenschaften der zweiten Art von der

Anordnung der äußeren, negativen Elektronen. Das Bohrsche Atom-

modell setzt voraus, daß im Flüssigkeits- und Gaszustand die negativen

äußeren Elektronen in ganz bestimmten Abständen und bestimmter nach

außen periodisch sich wiederholender Anordnung um den Kern in Kreis-

bewegung begriffen sind. Der Atomkern nimmt im allgemeinen wenig

Raum ein (bei Wasserstoff ist sein Radius von der Größenordnung

lO"'*^ cm). Der Radius des ganzen planetarischen Atomsystemes ist von

der Größenordnung lO"* cm. Diese für die Atomphysik wichtige Größe
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hat man als Einheit neu bezeichnet und nennt einen zehnniillionstel

Millimeter (10~^ cm) eine Ängström-Einheit (A-E). Atomeigenschaften

der ersteren Art sind beispielsweise die sogenannten Hochfrequenz-
spektren. Jedes Metall als Antikathode einer Röntgenröhre genommen

zeigt eine ganz charakteristische Strahlung, entsprechend bestimmten

Linien im Spektrum des Röntgenlichtes. Der Bau dieses Liniensystems

ist teils ähnlich, teils verschieden (K-, L-, M-Linien). Die Wellenlängen,

die den Linien entsprechen, sind von der Größenordnung der Angström-

einheit, sie sind um so kleiner, je höher die Ordnungszahl der Elemente

ist, und zwar gilt das Mos eley sehe Gesetz, daß die Quadratwurzeln aus

den Schwingungszahlen der sich entsprechenden ßöntgenschwingungen

linear von den Ordnungszahlen der Elemente abhängig sind.

Die chemischen Eigenschaften der Elemente, die sogenannten

Valenzeigenschaften, sind typische periodische Funktionen. Es liegt,

nahe, anzunehmen, daß die negativen äußeren Elektronen in bestimmter

Weise, die periodisch im Systeme der Elemente wiederkehrt, um die

positiven Kerne gruppiert sind, so daß die den gleichen Vertikal-

kolonnen des periodischen Systemes angehörigen Elemente nach außen

hin gleichen Bau aufweisen. Natürlich nimmt die Zahl der negativen

Elektronen mit der Größe der positiven Kernladung (also der Ordnungs-

zahl) zu, aber die inneren negativen Elektronen sind dann wohl in

ziemlich engem Verband mit den Kernen und spielen hinsichtlich der

Valenzeigenschaften keine Rolle mehr. Nur die äußeren negativen

Elektronen bestimmen die Valenzeigenschaften der Elemente,

also ihr chemisches Verbindungsvermögen.
Wenn nun die vergleichende chemische Kristallographie zeigt, daß

die Vertretbarkeit der Elemente im Kristallgebäude ebenfalls eine peri-

odische Funktion ist und die gleichen Verwandtschaftsbeziehungen auf-

weist, wie das chemische Verbindungsvermögen, so läßt sich diese Tat-

sache nur so deuten, daß kristallstrukturell besonders der äußere

Bau der Atome und Atomkomplexe eine Rolle spielt. Anord-
nung und Zahl der äußeren Elektronen bestimmen ebensosehr

den Zusammentritt der Partikelchen zum Kristallgebäude als

sie die chemische Verbindungsfähigkeit bedingen. Kristallograph

und Chemiker befassen sich mit Erscheinungen, die sich auf ein- und

dieselbe Ursache zurückführen lassen. Beide müssen Hand in Hand

arbeiten, soll das Problem der Valenzlehre einer Lösung entgegengeführt

werden. Der moderne Chemiker wird die Kristallstrukturlehre in vollem

Maße beherrschen müssen. Andererseits findet der Kristallograph in

den komplexen Verbindungen so viele an Kristallstrukturen erinnernde

Beziehungen, daß er nicht achtlos daran vorbeigehen darf. Die Valenz-

chemie auf Wernerscher Grundlage wird für ihn immer den Anfang

des Studiums der Kristallstrukturen bedeuten. Es wird aber auch das
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richtige Studium der Kristallstrukturen dem Physiker unschätzbare

Dienste leisten, wenn es gilt, den äußeren Bau der Atome und

Atomkomplexe zu erforschen. Ja er darf die kristallographischen

,

Eigenschaften nicht vernachlässigen, soll den Bildern, die er sich

von der atomaren Konstitution schafft, ein realer ökonomischer Wert
zukommen.

Für unsere Zwecke ergibt sich aus diesen Erörterungen die

wichtige Folgerung, daß kristallstrukturell nicht nur die Lage der

Atomschwerpunkte von Bedeutung ist, sondern auch deren äußerer Bau,

kurz das, was wdr vorläufig in Ermanglung besserer Kenntnisse das

Gestaltliche der Atome nennen wollen. Es ist nicht unwahrscheinlich,

daß die Zahl oder Lage der äußeren Elektronen mit den Sj^mmetrie-

bedingungen der Schwerpunktlagen in Übereinstimmung sein muß, wie

ich denn persönlich glaube, daß der wesentliche Unterschied zwischen

Kristallzustand und molekulardispersem Zustand darauf beruht, daß im"

ersteren die Elektronenbeweglichkeit (Rotation) eingeschränkt ist und

einer gewissen Fixierung der Elektronen und somit auch der Valenzen

Platz gemacht hat. Geschieht dies nur für einen zentralen Atomkomplex,

so entstehen Verbindungen höheren Grades, die also in gewissem Sinne

Fastkristalle sind.

Es kann also sehr wohl sein, daß für die resultierende Symmetrie

eines Atomhaufehs nicht nur die gegenseitige Lage der Atome eine

Rolle spielt, sondern auch deren Bau, d. h. die Lage der äußeren Elek-

tronen. Direkt können wir bis jetzt die Anordnung der Elektronen im

Kristallgebäude nicht bestimmen, es läßt sich experimentell vorläufig

nur die Atomauordnung feststellen. Man darf dahef eo ipso nicht glau-

ben, daß die auf der Atomschwerpunktsanordnung beruhenden Struktur-

bilder schon gestatten müssen, alle Eigenschaften der betreffenden

Kristallarten zu erklären. Nur die, welche direkt von der Massen-
verteilung abhängig sind, werden auf die Kristallkonstitution zurück-

führbar sein. Und es wird notwendig sein, die Symmetriebedingungen

der Atomlagen in ihren möglichen Variauten jedem Strukturbild beizu-

fügen, damit der Physiker erkennt, welche Anordnungsmöglichkeiten ihm

für die äußeren Elektronen zur Verfügung stehen.

Diese Überlegungen werden durch die Tatsache bestätigt, daß in

komplizierten Verbindungen oder in Kristallarten mit wenig entwickelter

Symmetrie auch Atome isomorph ersetzbar sind, die das in einfachen

Verbindungen niemals tun, deren chemische Verwandtschaft keine be-

deutende ist (AI und Si in Feldspäten usw.). Atomeigenschaften, die

vorher eine Gleichstellung verhindert haben, sind nun für die resul-

tierende Symmetrie der Teilchenhaufen bedeutungslos geworden. Der-

artiges ist möglich, wenn die Atome vorher speziellere Lagen der

Raumsvsteme eingenommen haben, in denen sie gewissen Symmetrie-
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bedingungen genügen mußten, die bei weniger spezieller oder gar allge-

meiner- Lage wegfallen.

Wenn, wie aus allem dem hervorzugehen scheint, zwischen Valenz-

kräften und Kristallbindungskräften an sich kein prinzipieller Unterschied

besteht, und wenn diese Valenzeigenschaften, wie die statistische chemische

Kristallographie zeigt, bereits von direktem Einfluß auf die Symmetrie

der Teilchenhaufen sind, so können im allgemeinen nur relativ kurze

Perioden in Frage kommen. Würden nämlich die Identitätsabstände in

Richtung der Kanten der Elementarparallelepipede (also a, b, c) im Ver-

hältnis zu den Atomabständen außerordentlich groß sein, so brauchten

die kürzesten Bindungsrichtungen zwischen den einzelnen Atomen in

keinerlei Beziehung zu den Symmetrieeigenschaften der Raumsysteme

zu stehen. Es könnte beispielsweise ein Atomhaufen mit lauter un-

gleichen und schiefwinklig aufeinanderstehenden kürzesten Bindungen

zu kubischer Gesamtsymmetrie führen. Nur schwerverständlich wäre

dann übrigens, aus welchen Gründen sich die hohe Gesamtsymmetrie

einstellt, die auch nach homogenen Deformationen erhalten bleibt. In

der Tat hat die bisherige Untersuchung der Kristalle gezeigt, daß man
im allgemeinen mit der Voraussetzung kleiner Perioden gut auskommt, die

Zahl der Moleküle pro' Elementarparallelepiped ist häufig 2, 4, 6 oder 8.

Valenzen können nun aber nicht nur von Einzelatomen, sondern

von ganzen Atomkomplexen ausstrahlen. Die Atome vereinigen sich

zu einem neuen, höheren Gebilde, das eine eigene äußere Elektronen-

verteilung besitzt. Diese innerkoinplexartige Struktur müssen wir

auch in den Kristallen finden; in der Hauptsache sind es wohl diese

Komplexe (Ionen, Teilmoleküle, Moleküle), welche zum Kristallgebäude

zusammentreten.

Vom chemischen Standpunkt ist ja die Vorstellung, daß bei der

Kristallisation die Atome aus ihren Verbänden (Molekeln, Tonen) gerissen

werden und in ganz neuer Gruppierung zu Raumgittern zusammentreten,

äußerst unwahrscheinlich. Alle physikalisch-chemischen Beobachtungen,

insbesondere auch solche über die Abhängigkeit der Modifikations-

Itildungen von der molekularen Beschaffenheit der Lösungen, zwingen
zur Aunabnie, daß ein inniger Konnex zwischen Kristallbildung und

Molekülbildung vorhanden ist. Die Auflösungsmöglichkeit der

Kristalle in kongruente Atomgitter ist eine rein formale

Eigenschaft, die weder für die Symmetrielehr^, noch für die

physikalische Chemie des festen Aggegratzustandes von
irgendwelcher Bedeutung ist. Sie ist nichts anderes als der Aus-

druck für den Satz, daß die Identität in von der Richtung allein ab-

hängigen Abständen wieder auftritt. Sie verbürgt also lediglich die

periodische Homogenität. Vom Standpunkte der Symmetrielehre aus

erlangt die Sonderung der Massenteilchenhaufen in die gleichwertigen
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Gitterkomplexe Bedeutung, vom Standpunkt der physikalischen

Chemie die gegenseitige Verteilung der Atomschwerpunkte, das heißt

die innere molekulare oder atomkomplexartige Struktur. Auch

diese ist experimentellen Untersuchungen zugänglich. Durch Reflexions-

messuugen im Ultraroten lassen sich kurzwellige Eigenfrequenzen von

Atomkomplexen nachweisen. Besonders Cl. Schäfer und seine Schüler

(M. Schubert, K. Brieger usw.) haben diese Methode benutzt, um über

die Konstitution der Kristalle Auskunft zu erlangen. Sie fanden bei-

spielsweise in Sulfaten und Karbonaten die Eigenfrequenzen der CO3-

und SOi-Gruppen, in Hydraten die der HoO-Gruppen. Aus den Struktur-

modellen selbst ist das Vorhandensein derartiger Baugruppen in nach-

drücklicher Weise zuerst von mir gefolgert worden.

Fig. 162. Atomverteilung NMg = CO3 des Calcites auf einer Basisehene

nach Bragg

Fig. 1H2 zeigt beispielsweise in der Braggschen Auffassung eine der Atomebeneu

parallel (111) = (0001) des rhomboedrisch (ditrigonal skalenoedrisch?) kristallisierenden

Calcites. Der Komplex CO3 hebt sich noch deutlich heraus, da je drei 0-Atome einem

C-Atom näher liegen und infolge der trisymmetrischen Anordnung ihren Schwerpunkt

im C-Atom besitzen. Es wäre nicht vorstellbar, daß bei der Kristallisation des Calcites

die 0-Atorae zunächst Sauerstoffgitter bilden und diese Sauerstoffgitter schließlich mit

C- und Ca-Grittern zusammentreten. Ca und der Komplex CO3 sind die Baugruppen,
die zum Kristallgebäude des Calcites sich vereinigen. Die 0-Atome bleiben sicherlich

während des ganzen Prozesses im Verbände mit den zugehörigen C-Atomen, und die für

die Kristallsymraetrie eventuell maßgebenden Valenzen müßten solche zwischen den

Ionen CO3 und Ca sein. Maßgebend sind diese Valenzrichtungeu dann, wenn den Bau-

gruppenschwerpunkten ausgezeichnete Lagen zukommen, so daß die Komplexstruktur eine

Syrametriebedingung der Lage veranschaulicht. Auch wenn die 0-Atome im Kristall-

gebäude mitten zwischen zwei C-Atomen liegen würden, die engere Zusammengehörig-

keit je dreier Sauerstoffatome zu einem C-Atom also nicht mehr ersichtlich wäre, müßte

man sich den Prozeß der Kristallbildung in dieser Weise vorstellen. Die Mittellagen

Niggli. Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuuais 28
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hätten sich in einem solchen Falle wohl durch Ausgleich ergeben, wie beispielsweise im

Spinelltypus nach der B rag g sehen Auffassung.

Mit den vorangegangenen Erörterungen habe ich das Gebiet der

geometrischen Kristallographie verlassen. Vieles ist hier noch im Fluß,

und wenn es mir persönlich auch scheint, daß manches heute schon

schärfer und bestimmter gesagt werden könnte, so will ich es doch nicht

tun, damit nicht eventuelle Mißgriffe, wie sie in jeder neuen Wissen-

schaft auftreten, kurzsichtigerweise der geometrischen Kristallographie,

die einen vollständig abgeschlossenen Wissenszweig darstellt, zur Last

gelegt werden. Ja, ich will in den nachfolgenden Anwendungen auf

diese Ausführungen weniger Gewicht legen, als vielleicht erwartet wird,

gerade um zu zeigen, daß sich auch bei anderen Voraussetzungen die

in diesem Buche durchgeführte Darstellung als Grundlage zweckdienlich

erweist. Hingegen rechtfertigt es sich, wenigstens als vorläufiges

Arbeitsprinzip, einen engeren Zusammenhang zwischen konstituierenden

Hauptkristallbindungskräften und Symmetrie anzunehmen und zu schauen,

wieweit sich derartige Überlegungen chemischer Natur mit den übrigen

Beobachtungen widerspruchslos erweisen. Auf diese Weise können wir,

ohne die Besprechung anderer Deutungsmöglichkeiten zu vernachlässigen,

in einzelnen Fällen bewußt die Vieldeutigkeit der Lösungen einschränken

und von besonderen Prinzipien ausgehend die wahrscheinlichsten unter

ihnen herausgreifen. So lange wir die zu diesem Zwecke gemachten

Voraussetzungen und Annahmen im Auge behalten, ist keine Gefahr

vorhanden. Wir wissen dann zu jeder Zeit, wo wir einsetzen müssen,

wenn unlösbare Widersprüche entstehen, wir wissen auch, daß diese

Widersprüche mit dem umfassenden Rahmen der mathematischen Ab-

leitungen nichts zu tun haben und zunächst wenigstens nur von außen

hergebrachte Einschränkungen aufheben würden. Anderseits können

wir in der die Anwendungen der ersten drei Kapitel erläuternden Dis-

kussion bestimmte Bahnen einschlagen, während sonst nur eine generali-

sierende Behandlung möglich wäre. Manches läßt sich so- an hübschen

Beispielen erörtern, das, abgesehen von der speziellen Richtigkeit der

physikalisch-chemischen Voraussetzungen, sicherlich wertvolle Finger-

zeige für den Gebrauch der Tabellen und der geometrisch -analytischen

Untersuchungen enthält.

3. Die Bestimmung der Raumgruppe bei gegebener Atomschwerpuni(ts-

anordnung

Von der Struktur eines Kristalles müssen alle seine Eigenschaften

abhängig sein. Es gibt daher soviele Methoden zur Struktur-

bestimmung, als es distinkte Eigenschaften kristallisierter

Substanzen gibt. Wenn wir vorläufig eine Großzahl dieser praktisch
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noch nicht verwerten können, so hat dies, seinen Grund nur in man-

gelnder Erfahrung über die engeren Beziehungen dieser Eigenschaften

mit dem konstitutionellem Bau. Die physikalische und chemische

Kristallographie des Diskontinuums steht in ihren Anfängen und hat

erst an wenigen Stellen das Gebiet der schematischen verallgemeinerten

Ansätze verlassen. Das hat zurzeit Bestimmungsmethoden, wie die

röntgenometrischen, in den Vordergrund gestellt, die nur als Glieder

einer großen Kette ihre Berechtigung haben.

Wenn wir sagen, von der Struktur seien alle Eigenschaften ab-

hängig, so dürfen wir, wie bereits betont, nicht umgekehrt schließen,

daß aus einer Eigenschaft eindeutig die Struktur in allen Einzelheiten

ableitbar ist, oder daß ein noch generalisiertes Strukturbild alle Eigen-

schaften bereits erklären kann. Es ist beispielsweise zurzeit noch

nicht angängig, wie das erst kürzlich geschehen ist, zu verlangen, daß

die Atomschwerpunktsanordnung alle physikalischen Eigenschaften, bei-

spielsweise auch die makroskopisch wahrnehmbare Symmetrie, bestimmen

müsse. Es ist, wie schon früher bemerkt, wahrscheinlich, daß die

Atorakonfiguration selbst von Einfluß ist. Es könnte aber auch sein,

daß in komplexen Strukturen die Wirkung gewisser Atome so gering ist,

daß sie für die gewöhnlichen Methoden der makroskopischen Kristall-

klassenbestimmung nicht ins Spiel kommt. Auch hier müssen wir noch

reichlich Erfahrung sammeln, bevor bindende Schlüsse gezogen werden.

Vorläufig müssen wir uns damit begnügen, darzutun, in welcher

Weise nach den zui'zeit gebräuchlichen Methoden mögliche, einer Kristall-

art zugrunde liegende Raumsysteme gefunden werden können und zwar

zunächst unter der Voraussetzung, daß die Massenverteilung bekannt ist.

A. Struktur von Steinsalz nach den Braggschen Untersuchungen

Wenn gewisse physikalische Voraussetzungen zu Recht bestehen,

so lassen sich auf röntgenometrisch-spektroskopischem Wege über die in

beliebiger Richtung aufeinander folgenden relativen Massenbelastungen

von Atomschwerpunktsebenen, sowie ihre Abstände voneinander, Schlüsse

ziehen. Die Belastungen ihrerseits sind, wie in einem späteren Abschnitt

eingehend dargetan werden wird, von der Schwerpunktsanordnung ab-

hängig. Aus einer gegebenen Atomschwerpunktsanordnung sind die

Belastungen und Ebenenabstände eindeutig berechenbar, währenddem

zurzeit (infolge den Untersuchungsmethoden anhaftender Fehlerquellen

und theoretischer Unbestimmtheit) aus den experimentellen Daten auch

bei relativ einfachen Körpern das Gebiet möglicher, damit nicht in

offenem Widerspruch stehender Strukturen lediglich mehr oder weniger

stark eingeengt werden kann. Es lassen sich aber stets die einfachsten

Atomanordnungen mit möglichst kleiner Periode aufsuchen, die innerhalb

28*
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der Fehlergrenzen mit den gefundenen experimentellen Werten in Über,

einstimmung sind, und es läßt sich auch diskutieren, nach welchen Ge-

sichtspunkten andere Lösungen gesucht werden können.

Von Steinsalz wissen wir mit Bestimmtheit, daß es dem kubischen

Kristallsystem (Abteilung) angehört. Die Bestimmung der Kristallklasse

nach den Methoden der makroskopischen Symmetrielehre hat noch nicht

zu zweifelsfreien Resultaten geführt. Dem gewöhnlichen Habitus nach

erscheint Steinsalz holoedrisch. Anzeichen für Enantiomorphie oder gar

Tetartoedrie sollen nach vereinzelten Beobachtungen im Ätzverfahren

zu erkennen sein. Wir werden also gut tun, bei der Diskussion die

gesamte kubische Abteilung zu berücksichtigen.

W. H. und W. L. Bragg
kommen auf Grund ihrer bahn-

brechenden röntgenometrisch-

spektroskopischenUntersuchun-

gen zum Resultat, daß die ein-

fachst ableitbare Struktur die

folgende ist: Eines der zwei

Ionen (Na oder Gl) sehr nahe

den Eckpunkten und Flächen-

mitten eines Würfels von den

Dimensionen a= 5 -63 «10^^ cm,

das andere Ion nahe dem Würfel-

zentrum und den Kanten-

mitten '). In einer Verbindung

Na Gl wird man in erster Linie

den zwischen Na und Gl wirk-

samen Valenzen die Kristall-

biudung zuschreiben wollen.

Soll in ilir bereits die kubische

Symmetrie zum Ausdruck kommen, so müssen die Atome genau an den

bezeichneten Stellen des Würfels liegen. Der Würfel könnte dann

Elementarparallelepiped sein, was bedeuten würde, daß die durch Trans-

lation von der Länge und Richtung der- Würfelkanten aus einander

ableitbaren Atome einander parallelgestellt (identisch) sind.

Vier hinsichtlich dieser Kantentranslationen voneinander unal)-

hängige Na- und Gl -Atome gehören in diesem Falle dem Elementar-

würfel an. Die der Verbindung NaCl zukommenden stöchiometrischen

Verhältnisse sind damit für den Elementarwürfel erfüllt. Fig. 163 zeigt

Fig. 163. AtomVerteilung im Elementarwürfel

des Kochsalzbautypus (nach Bragg).

A = Na: B = C1.

^) Der Aufbau aus Ionen Na"*" und Cl" kann heute wohl kaum mehr bezweifelt

werden. Wenn im Folgenden immer nur von Atomen die Rede ist, so ist Atom nicht

im Gegensatz zu Ion gemeint.
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die von den Herren Bragg: vorg-esehlagene „Normalstruktur". Sie ist

eine Kombination zweier Gitterformen [[0|'" mit der gegenseitigen Ver-

schiebung von I, f, f.

Unter dieser Voraussetzung hinsichtlich der Periodengrößen lassen

sich nun alle möglichen Raumsystemszuordnungen aufsuchen. Eindeutig

Itestimmt ist durch die Festlegung der Atome in einem Elementar-

parallelepiped das Raumsystem noch nicht; das wäre erst der Fall, wenn
über den Atomeinfluß sichere Aussagen gemacht werden könnten. Von
dem durch die Atomschwerpunkte gegebenen Würfel wissen wir ja nicht

einmal die Nullpunktslage. Bekannt ist lediglich, daß nach der ein-

fachsten Auffassung 4 Na- und 4 Cl-Atome dem Elementarparallelepiped

angehören und daß deren Schwerpunkte einzeln flächenzentrierte Gitter

bilden, die um eine halbe Würfeldiagonale oder eine halbe Kantenlänge

gegeneinander verschoben sind. Na und Cl werden einander in symme-

trischer Beziehung nicht gleichwertig gesetzt werden dürfen, wohl aber

ist denkbar, daß dies die Na-Atome unter sich und die Cl-Atome unter

sich sind. Im Elementarparallelepiped müssen dann zwei vierzählige

Lagen vorhanden sein, die in der gekennzeichneten Beziehung zueinander

stehen.

Der Übersichtst'abelle der kubischen Abteilung (Seite 410—411) ent-

nehmen wir sofort, daß mindestens zwei im Elementarwürfel vierzählige

Lagen in folgenden Raumsystemen auftreten: Z\ Z^, %^, ^h^ V, ^h*',

^Jd\ V, Ö^ 0^ 0^ 0^ Dh^ Oh^ alle übrigen Raumsysteme fallen, so

lange unsere Voraussetzungen zu Recht bestehen, außer Betracht.

In der gleichen Reihenfolge lauten die zugehörigen Symmetrie-

bedingungen der Punktlagen : C3, T, Cs, Csi, Th, Csi, Csv, Td, D3, 0, Dg,

D3, Däd, Oh. Symmetriebedingungen müssen somit von Atomen stets

erfüllt werden, sollen zwei vierzählige Lagen ein kubisches Raumsystem
ergeben. Nächste Aufgabe ist es nun, ^u untersuchen, ob die vier-

zähligen Lagen in den betreffeüden Raumsystemen flächenzentrierte

Gitter bilden können, und ob zwei in der angegebenen Beziehung zuein-

ander stehen. Das kann nur an Hand der Einzeldarstellungen (oder

der Gitterkomplextabelle auf Seite 420) entschieden werden. Einzig O^
und D'' erweisen sich als ungeeignet. 12 kubische Raumsysteme
l)esitzen Anordnungsmöglichkeiten zweier Atomarten vom
Typus der Fig. 163. Sie unterscheiden sich voneinander durch die Zahl,

Art und Lage der Symmetrieelemente, und von diesen selbst sind die

den Atomen zugeschriebenen Symmetrien und die Stellungen der Atome"

abhängig. Betrachten wir die Atome als strukturell von punktuellem

Wert (Kugelsymmetrie), so stellt sich dasjenige Raumsystem ein, das

von allen die höchste Symmetriebedingung für die Atomlagen besitzt.

Es ist Oh^, und durch die Atomschwerpunkte gehen alle einfachen

Symmetrieelemente der kubisch holoedrischen Klasse. Alle gleichartigen
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Atome sind sich identisch, die Translationsgruppe selbst ist flächen-

zentriert. Die Schwerpunktslagen besitzen in unserer Bezeichnungsweise

die Koordinaten:
^^ ^ ^^ ^^ ^ ^^ ^^ ^ .^ ^^ ^ , ^ einerseits,

U I il II 0| |0 I Ol |0 II anderseits.

In der Fig. 164 sieht man die in einer Würfelfläche liegenden und

darauf senkrecht stehenden Symmetrieachsen und Symmetrieebenen. Die

Lage der A- und B-Atome (Na- und Cl-Atome) ist für diese Fläche ein-

gezeichnet. Sowohl Gleitspiegelebenen als Schraubenachsen sind er-

o=B
Fig. 164. Oh^ Atomverteilung, Symmetrieebenen und Achsen auf (OOl)o

bei Kochsalzbautypus.

kennbar, außerdem finden sich auch Drehungsachsen und Spiegelebenen.

Gleiche Atome sind einander parallel gestellt, der Elementarwürfel ist

vierfach primitiv.

Sobald die Atome für die resultierende Symmetrie nicht von

punktuellem Wert sind, sobald beispielsweise durch die Lage der Atom-

achsen Stellungsverschiedenheiten markiert werden oder durch die

Elektronenverteilung Symmetriebedingungen, so sind auch die übrigen

11 Raumsysteme mit der Schwerpunktsanordnung bei angenommener

einfachster Elementarperiode in Übereinstimmung. Sie realisieren 11

nur durch die Atomstellung und Atomsymmetrie voneinander unter-

scheidbare Fälle. Die Vieldeutigkeit entspricht genau der Vieldeutig-
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keit von Flächenformen der Kontinuumskristallographie. Wie der Würfel

in allen 5 kubischen Klassen auftreten kann, und die verschiedenen

Würfel sieh nur durch die (Flächensyrametrie und die Gleichwertigkeit

bedingenden) Symmetrieverhältnisse unterscheiden, ist die durch Fig. 163

dargestellte Anordnung zweier Atomschwerpunkte an sich vieldeutig.

Uns interessiert zunächst vor allem, ob noch eine zweite Möglichkeit

denkbar ist, die zu kubisch holoedrischer Gesamts^^mmetrie führt. Mit

anderen Worten, wir wollen untersuchen, welchen Minimalsymmetrie-

bedingungen die Atomlagen genügen müssen, damit bei der angenommenen

Fig. 165. Dt Atomverteilung, Symmetrieebenen und Achsen auf (001)]

bei Kochsalzbautypus. ^

Elementarperiode das RaumSystem der hexakisoktaedrischen Klasse

isomorph ist. Die aus den Tabellen gewonnene Zusammenstellung zeigt

sofort, daß noch Oh*, mit der Symmetriebedingung der Lage Dsd, in

Frage kommt. Aus der Einzeldarstellung ist ersichtlich, daß den Atom-
schwerpunkten dann, gemäß unserer Nullpunktswahl, die Lagen:

Ei Hl Effil Ififl ÜIB einerseits

I! fiHH 11 ü I iHli il anderseits zukommen.

Verschieben wir nun zum Vergleich den Nullpunkt in einem Atom-
schwerpunkt, so finden wir die in Fig. 165 angegebene Verteilung von

Symmetrieachsen und Symmetrieebenen, die in bezw. senkrecht auf
einer der Würfelfläche parallelen Atomebene liegen. Während in Oh^ durch
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jeden Atomschwerpunkt 4 trigonale Achsen gehen, durchsticht ihn jetzt

nur je eine trigonale Drehungsachse. Die Stellung dieser trigonalen

Drehungsachsen zueinander ist durch Fig. 166 gekennzeichnet. Also

auch bei einer auf diese Weise genugsam gekennzeichneten Verteilung

der Symmetrieelemente und Stellung der Atome besitzt der Gesamt-

teilchenhaufen noch kubisch holoedrische Sj-mmetrie. Soll aber bei

gleicher Schwerpunktslage die resultierende Symmetrie, wie das für

Sylvin (KCl) wahrscheinlich, für Steinsalz nicht ausgeschlossen ist,

kubisch enantiomorph sein, so kommen nach der Tabelle die Raum-

Fig. 166. Anordnung der trigonalen Drehungsachsen hinsichtlich der zweierlei

Punktlagen eines Bautypus NaCl in Raumgruppe Oh*.

Systeme 0^ und D® in Frage. Die Verteilung der Symmetrieachsen

von D^ entspricht genau der von 5Dh^, die von D* ist der von Oh* gleich.

Wir müssen uns in den Fig. 164, 165 nur die Symmetrieebenen und

Drehspiegelebenen wegdenken und erhalten so die Figuren für 0^ und
0'^. Statt den Symmetriebedingungen Oi, oder Dsd zu genügen, müßten

die Atome nun so gebaut sein, daß nur oder D3 durch sie zum Aus-

druck kommen. Spiegelebenen würden fehlen. In allen vier Fällen be-

sitzen die Atomschwerpunktslagen keinen Freiheitsgrad der Lageände-

rung. Ein solcher könnte ihnen bei einfacher Elementarperiode nur in

IS X*, ^d^ zukommen.
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Bis jetzt ist in Übereinstimmung mit physikalisch-chemischen Er-

wägungen immer vorausgesetzt worden, daß in der Richtung der

Koordinatenachse durch die Entfernung zweier nächster A- oder zweier

nächster B-Atome die Periode in dieser Richtung bestimmt sei. Dadurch

sind sowohl A als B für den Elementarwürfel vierzählig geworden. Der

Atomschwerpunktsanordnung an sich entsprachen dann kubisch holo-

edrische Raumgruppen, und es mußten den Atomen niedrigere Eigeii-

symmetrien zugeschrieben w^erden, sollte ein enantiomorphes Verhalten

der Kristalle verständlich gemacht werden. Diese Periodenfestsetzung

ist an sich willkürlich. Sie ist für kubisch enantiomorphe oder holo-

edrische Gesamtsymmetrie nur dann etwas Gegebenes, wenn wir an-

nehmen, daß die Atome genau auf die Ecken, Kantenmitten, Flächen-

mitten und Zentren der Würfel fallen. Dafür aber liefert die experi-

mentelle Untersuchung keine ganz sicheren Anhaltspunkte, und es liegt

durchaus im Bereich der Möglichkeiten^), daß sehr kleine Verschiebungen

gegenüber diesen Lagen vorhanden sind. Daß im großen der Bauplan

durch das Braggsche Schema gekennzeichnet ist, dürfte kaum bezweifelt

werden, gesetzmäßige Abweichungen sind aber in den Kreis der Be-

trachtung einzuschließen, insbesondere ist darauf zu achten, ob sich

etwa auf derartigem Wege eine schwache Hemiedrie erklären ließe.

Statt daß wir die Atomschwerpunkte unverändert lassen und den Atomen

(mit ihren Elektronen) in der Schwerpunktslage nicht zum Ausdruck

kommende Symmetriequalitäten zuschreiben, wollen wir jetzt chemisch

gleiche Atome wie Punkte betrachten und nachprüfen, von welchem Ein-

fluß sehr kleine Lageverschiebungen in bestimmter Richtung sind.

Daß derartige Lageverschiebungen in den beiden zur Diskussion stehenden

Klassen bei einfacher Elementarperiode nicht möglich sind, ist soeben

gezeigt worden, wohl aber sind sie möglich, wenn die Perioden größer

gewählt werden. Die Aufgabe wird erst eindeutig und lösbar, wenn
über die Größe der auftretenden Perioden eine Festsetzung gemacht

wird. Wir wollen uns auf die Fälle beschränken, wo der Identitäts-

abstand in Richtung der Würfelkanten doppelt so groß ist wie der

Abstand zweier annähernd oder ganz in dieser Richtung liegender

A-Atome. A und B treten also im Elementarwürfel 32 mal auf. Es

werden die Raumsysteme der Klasse O näher untersucht und mit denen

der Klasse Oh verglichen.

Mittels der Tabellen und der Einzeldarstellung ist die Aufgabe

leicht und elegant zu lösen. Wir haben zu untersuchen, ob es Punkt-

lagen gibt, deren Summe der Zähligkeiten 32 ist und die zusammen

Gitterkomplexe bilden können, die aneinandergereihten flächenzentrierten

^) Sofern man keinen direkten Einfluß der Valenzrichtungen auf die Symmetrie

innimmt.
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Würfelchen von ^ Volumen des Elementarwürfels entsprechen. Es muß
zweierlei Sorten von derartigen Punktlagen geben, und die zweiten

Punktlagen müssen sich zu den ersten verhalten können wie Zentrum

und Kantenmitten der kleinen Würfelchen zu Ecken und Flächenmitten.

Es müssen unter diesen Punkten solche vorhanden sein, die mindestens

einen Freiheitsgrad besitzen, den die betreffenden Atome benutzen, so

daß ihre Lage nicht genau mit den am Würfelchen fixierten Lagen

übereinstimmt, denn sonst wäre, bei punktuellem Wert chemisch gleicher

Atome, die Periode auf den halben Betrag herunterzusetzen.

Fig. 167. Drehungsachsen und Punktzusamniengehörigkeit im ersten g- Elementarwürfel

von O^ bei einer dem Kochsalzbautypus von doppelter Elementarperiode entsprechenden

Atom Verteilung.

In 0^ finden wir, daß die Ecken des Elementarwürfels (a), das Zentrum des

Elementarwürfels (b), die Flächenmitten des Elementarwürfels (c), die Kantenmitten (d),

die Punktkomplexe
[[| j 0| und ||- \ -|]1 als (e) und (f) zusammen 32 zählig sind und

eine Lage zueinander haben, wie Ecken und Flächenmitten der Würfelchen von g- Vo-

lumen des Elementarwürfels. Ihnen stehen entgegen die 8 zähligen Punkte des Kom-

plexes [{ ^ j3 (g), die 6 zähligen Punkte des Komplexes [[| 0]] (h), die 6zähligen

lliiiS (^)i ^^^ 12 zähligen von [[| -^ 0| (i). Sie nehmen die Lage der Zentren und

Kantenmitten dieser AVürfeichen ein.
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In ihrer Lage fixiert sind nur (a), (b), (c), (d); alle übrigen Punkte besitzen einen

Freiheitsgrad, können somit in je einer Richtung verschoben werden, ohne daß, sofern

dies gemäß den Koordinatentripeln gesetzmäßig geschieht, die Symmetrie

des Gesamtgebäudes sich ändert. In Fig. 167 ist das nach unserer Aufstellung links

hinten unten gelegene Würfelchen von -| Volumen des Elementarwürfels abgebildet. Es

enthält nun nicht mehr die ganze Periode, und die übrigen 7 Würfelchen sind, bei Ab-

weichung der Punktlagen mit einem Freiheitsgrad, nicht mehr parallel orientiert. Es

genügt aber zur Darstellung der Verhältnisse, soweit sie für unsere Diskussion von Be-

deutung sind. Die für die Freiheitsgrade in Frage kommenden Atome sind eingezeichnet.

Durch Doppelpfeile sind die möglichen Lageverschiebungen der Punkte (e)—(k) markiert.

Bei zusammengehörigen Punkten (gleicher Buchstabe) ist selbstverständlich durch die

abweicliende Lage des einen die Lage jedes anderen Punktes bestimmt. Die gesamte

Punktgruppe besitzt daher außer der Periodenlänge sechs Unbekannte, je eine für (e),

(f)) (g)i (h), (i)) (k). Bei allen diesen Betrachtungen müssen wir das „Gestaltliche" der

Atome ausschalten, beziehungsweise die Atome als von punktuellem Wert für die

Symmetrie annehmen, denn sonst wäre es kaum verständlich, daß chemisch gleiche

Atome verschiedene Minimalsynimetrie besitzen können. Daher ist nun die Frage zu

stellen, ob die gleiche Anordnung bei punktuellem Wert der Atome nicht etwa gar

kubische holoedrische Gesamtsymmetrie bedingt. Die Antwort ist bejahend. In Oh^

besitzen alle Punkte (a) (b) (c"» (d) (e) (f) {g) (h) (i) (k) gleiche Zusammengehörigkeit (Zählig-

keit) und gleichen Freiheitsgrad, lediglich jeweilen höhere Symmetriebedingungen, die

aber stets erfüllt sind, wenn für die Symmetriebetrachtungen die Atome selbst punk-

tuellen Wert besitzen (Kugelsymmetrie!). Abweichungen der Lagen im Rahmen
des soeben Mitgeteilten sind somit möglich, ohne daß die kubisch holo-

edrische Gesamtsymmetrie verloren geht. Nur die Periode in Riclitung der

kristallographischen Atome (Koordinatenachsen) ist doppelt so groß geworden.

In Oh" würden (a) und (b), ferner (c) und (d), ferner (e) und (f) sowie (h) und (k)

zusammengehören, die zwei letzteren in den Lageverschiebungen somit voneinander

abhängig sein, (i) wäre in der Lage fixiert, ebenso (g). Unbekannte wären nur noch

vier vorhanden. Mau ersieht daraus, wie wichtig für die Zuordnung die genaue Be-

stimmung der Art und Größe der Lageverschiebungec gegenüber den durch den Bragg-

schen Typus gegebenen „Normallageu" wäre.

Die den Koordinatenachsen gegenüber gleichgelegenen Punkte liefern bei doppelter

Periode auch in 0" Punktsysteme vom allgemeinen Charakter des Kochsalztypus. Die

Zusammengehörigkeit sowie die Freiheitsgrade haben sicli aber geändert. (Siehe Fig. 168.)

Man hat:
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Punkt, sondern nur durch die Buchstaben gekennzeicjhnet. Die Zentren von allen 8 Teil-

würfeln besitzen die Symmetrie Dg, die nun bereits in der Anordnung der Punkte (bezw.

ihren Lageverschiebungen) zum Ausdruck kommt. Auch hier ist zu untersuchen, ob bei

punktuellem Wert der Atome die Gesamtanordnung kubisch holoedrisch wird. C^ mit

gleicher Achsenverteihing ist in Du^ und Oh'* enthalten. Lediglich höhere Symmetrie

bei gleiclier Zähligkeit besitzen in Ob' (a) (b) (d) (e) (g). — (f) aller Teilwürfeichen ist

nun als 8 zählige Punktlage zusammengehörig, (c) besitzt bei gleicher Zähligkeit nur

noch zwei Freiheitsgrade, da die Teilwürfelflächen Spiegelebenen sind. Auch in Oh*

besitzt (c) nur noch zwei Freiheitsgrade, da hier je drei Diagonalflächen Spiegelebenen

Fig. 1H8. Drehungsachsen und Puuktzusammengehörigkeit im ersten g- Elementarwürfel

von O^ bei einer dem Kochsalzbautypus von doppelter Elementarperiode entsprechenden

Atomverteilung.

sind. Wenn somit (c) weder auf den Würfelchenseitenflächen noch auf den

Oh* zugehörigen Diagonalflächen liegt, ist bei Benutzung der Freiheits-

grade eine derartige Anordnung eindeutig kubisch euantiomorph. Sie

könnte uns eine Vorstellung vermitteln über kleine Lageverschiebungen der Atome im

Sylvin. Es wäre zur Vervollständigung noch zu untersuchen, warum die Anordnung

nicht etwa paramorph oder hemimorph ist. In 2hS das in Betracht kommt, müßte (f)

beispielsweise einen Freiheitsgrad besitzen. Im übrigen darf die weitere Diskussion

wohl dem Leser überlassen werden.

Für 0^ ist ein gleiches Teilwürfelchen in Fig. 169 gezeichnet.
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Drehungsaclisen an und besitzt einen Freiheitsgrad. Aber auch dann, wenn dieser

Freiheitsgrad ausgenützt wird, ist die Anordnung immer noch kubisch holoedrisch. In

Oh' sind nämlich die Punktzusammengehörigkeiten gleich, nur müssen Jetzt (a) und (b)

mindestens Da, (c) Csv als Eigensymmetrie besitzen, -was bei punktuellem Atomwert stets

der Fall ist. In 0^ liefern die früher betrachteten Punktlagen wieder ein brauchbares

Resultat. (Siehe Fig. 171, wo ein Teilwürfelchen abgebildet ist mit den zur Diskussion

notwendigen Drehungsachsen).

Fig. 170. Trigonale Drehungsachsen und Punktzusammejigehörigkeit in einem

g-Elementarwürfel von D* bei einer dem Kochsalzbautypus von doppelter Elementar-

periode entsprechenden Atomverteilung. Der Elementarwürfel ist gegenüber dem

Koordinatenwürfel um ^ i- 4 verschoben.

Es sind vorhanden:

Lage Zähligkeit
| Freiheitsgrad

32
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wiederum der Koordinatennullpunkt unserer Darstellung auf Seite 384. Diesmal sind

nun aber die Teilwürfelchen ganz unsymmetrisch zueinander, so daß sich das Bild wesent-

lich verschieben würde, wenn wir ein anderes Würfelchen betrachten. Der Leser tut

gut, an Hand jener Darstellung eine diesbezügliche Konstruktion auszuführen, (a) ist

die 4 zählige Punktlage [[0 ()| ; (b) die ebenfalls 4 zählige Lage ||-
1-

|]]. Beides sind

'

die einzigen Lagen ohne Freiheitsgrad, (c) und (d) sind 12 zählig and liegen auf den

eingezeichneten digonalen Achsen (1 Freiheitsgrad). Auf trigonalen Achsen liegt (e),

während das 24 zählige (f) drei Freiheitsgrade besitzt. Bei wenn auch nur geringer

Fig. 171. Drehungsachsen und Punktzusammengehörigkeit in einem -g-Elementarwürfel

vo O* bei einer dem Kochsalzbautypus von doppelter Elementarperiode entsprechenden

Atomverteiluug.

Ausnützung aller Freiheitsgrade ist die Atomanordnung eindeutig als enantiomorph ge-

kennzeichnet. Es gibt keine entsprechende holoedrische Raumgruppe. Hier liegt ein

zweites Beispiel vor, wie man sich durch Lageverschiebungen und
Periodenerhöhung die enantiomorphe Symmetrie von Sylvin vorstellen

kann. Auch D* liefert bei zweifacher Kantenperiode eine als enantiomorph charakteri-

s^ierte Punktverteilung. (Siehe Fig. 173.) Auch hier gilt für das Teilwürfelchen das-

selbe, was vorhin bemerkt wurde. Fig. 173 stellt jenes Würfelchen dar, dessen Eck-

punkt links hinten unten Koordinatennullpunkt der Darstellung auf Seite 386 ist. (a) ist

8 zählig ohne Freiheitsgrad , (b) gehört digonalen Drehungsachsen an und ist 24 zählig.

(c) ist ohne Freiheitsgrad wie (a) achtzählig. (d), auf digonalen Drehungsachsen liegend,

ist wieder 24 zählig. Alle Verschiebungsrichtungen verlaufen schief zu den Koordinaten-
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achsen, nämlich parallel zu Nebenachsen. In Oh^" würden (a) und (c) zusammengehören,

also keinen Typus Kochsalz liefern, bei dem in (a) und (c) verschiedene Atome sitzen.

Bei Ausnutzung der Freiheitsgrade ist somit auch eine derartige Ver-

teilung der Atomschwerpunkte zur Charakterisierung enantiomorpher
Hemiedrie geeignet.

Man sieht, wie schon unter den einschränkenden Voraussetzungen

die Mannigfaltigkeit möglicher Lageverschiebungen gegenüber den

Braggschen Normallagen ohne Änderung der Symmetrie oder unter

Herabsetzung der Symmetrie in die enantiomorphe Hemiedrie eine ganz

erhebliche ist. Das zeigt den vom kristallogTaphischen Standpunkte aus

Fig. 172. Punktzusammengehörigkeit bei Kochsalzbauschema in einem |-Elementarwüvfel

von 0®. Nur die zur Diskussion notwendigen Drehungsachsen sind gezeichnet.

etwas unbestimmten Charakter jeder Strukturbestimmung nach den bis

jezt üblichen Methoden. Denn, daß sehr kleine Lageverschiebungen

dieser Art mit experimentellen Daten immer noch in Einklang zu bringen

sind, ist bei der rohen Experimentaltechnik zweifellos. Anderseits

müssen wir uns der Tragweite derartiger spekulativer Erwägungen

genau bewußt sein, um ihren Wert abschätzen zu können. In keinem

der besprochenen Fälle wären nun gleichzeitig alle A-Atome unter sich

und alle B-Atome unter sich gleichwertig. Wir müßten, wollten wir die

enantioraorph-symmetrischen Ätzfiguren des Sylvins auf derartige Lage-

abweichungen zurückführen, annehmen, daß es mehrere Arten von
K- und Cl-Atomen im Kristallgebäude gibt, die jeweilen in



Die Bestimmung der Kaumgruppe bei gegebener Atomschwerpunktsanordnung 449

verschiedener Weise von anderen Atomen umgeben sind. Erst für gewisse

Komplexe stellt sich wieder eine gleichwertige Atomverteilung ein. Man
hätte mit anderen Worten nichts mehr und nichts weniger getan, als

dem allerdings etwas vagen Begriff der „Kristallmolekel" Eingang ver-

schafft. Da müßte nun die Wahrscheinhchkeit der Komplexbildungen

vor allem von einem chemischen Standpunkte aus geprüft werden. Uns
genügt, auf einige strukturelle Möglichkeiten hingewiesen zu haben, aus

denen hervorgehen soll, wie auch in derartigen Fällen stets die ana-

lytische-geometrische Untersuchung der Raumsj^steme unerläßliche Vor-

bedingung für eine erschöpfende Diskussion ist.

Fig. 173. Punktzusammengehörigkeit bei Kochsalzbauschema in einem g-Elementarwürfel

von O*. Nur die zur Diskussion notwendigen Drehungsachsen sind gezeichnet.

In den in Betracht gezogenen Raumsystemen doppelter Koordinaten-

achsenperiode, die nur enantiomorph zu deutende Anordnungen ermög-

lichen, sind die an höchstsymmetrischer Stelle stehenden Atome in

folgender Weise von übrigen Atomen umgeben: In 0^ entsprechend

einer Symmetrie T und D3, w^ährend die Verteilung bei holoedrischer

Wirkung (in Dn^ und Dh*) den Symmetrien Th und D3 bezw. T und Dad

entsprechen müßte. In O^, £)\ D" ist die höchstsymmetrische Verteilung

von Atomen um ein Atom stets durch D3 gekennzeichnet. Die Atom-

symmetrie ist also auch an der günstigsten Stelle tatsächlich geringer

geworden, als die den Normallagen entsprechende. Nur wäre sie dies-

Niggli, Geometi. KristallogT. d. Diskontinuums 29
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mal selbst in der Massenverteiluug erkennbar. Da aber die Lage-

abweicliungen, schon der äußerst schwachen wirksamen Hemiedrie wegen,

nur sekundärer Art sein könnten, d. h. auf Kräfte zurückgeführt werden

müßten, die nicht für das allgemeine Bauschema der Kristalle verant-

wortlich sind, ergibt sich von selbst der enge Zusammenhang zwischen

einer solchen Deutung und einer Deutung, die lediglich von niedriger

Atomsymmetrie spricht, ohne Massenschwerpunktsverschiebungen in Frage

zu ziehen. Und wenn wir uns bewußt sind, stets im Bilde zu sprechen,

so genügt es vollkommen zu sagen, A und B besitzen praktisch die von

Bragg angegebenen Normallagen, doch müsse die Atomsymmetrie, sofern

Ätzversuche strukturell zu deuten wären, eine niedrigere sein, beispiels-

weise D3 statt D;.d oder statt Oh. Die spezielle Art der Vorstellung

ist so lange dem eigenen Belieben anheimgestellt, bis zwingende Gründe

für eine ganz besondere Deutung sprechen. Richtig ist wohl, daß der-

artige symmetrieherabsetzende Einflüsse mit dem allgemeinen Bauschema

nichts zu tun haben, sondern durch von den Atomen ausgehende Neben-

kräfte bedingt sind, gleichgültig, ob sie chemisch als Komplexbildung oder

nur atomstrukturell durch Elektronenanordnung zu deuten sind. Dafür

spricht das Verschwinden derartiger schwacher Hemiedrien bei Temperatur-

erhöhung. Es wird darauf noch zurückzukommen sein.

Die Darstellung der letzten Seiten kann auch in anderer Hinsicht

ausgebeutet werden. Nimmt man nach den V6gard sehen Untersuchungen

an, was meiner Meinung nach durchaus nicht notwendig ist, daß in

Mischkristallen die einander ersetzenden Atome von verschiedenem Ein-

fluß auf die Gesamtsymmetrie sind, d. h. einander ungleichwertig er-

scheinen, so muß ihre gegenseitige Verteilung eine derartige sein, daß

die resultierende Symmetrie nicht geändert wird. Hätten wir also einen

regulär holoedrisch kristallisierenden Typus AB, wo 50% von B durch

B' ersetzt sind, so wären dann in Wirklichkeit mindestens drei kon-

stitutionelle Punktlagen vorhanden: 1. eine 2n-zählige von A, 2. eine

n-zählige von B und 3. eine n-zählige von B'.

Nun können beispielsweise in dem behandelten Kochsalztypus bei

nur doppelt so großer Periode schon alle nicht zusammengehörigen Punkte

(in den Figuren 167— 173 mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet) von

verschiedenen Atomen besetzt sein, ohne daß die Symmetrie geändert wird.

(Die Buchstaben der Figuren beziehen sich auf enantiomorphe Symmetrie;

im Text ist jeweilen angegeben, ob bei kubischer Gesamtsymmetrie

einzelne noch zusammenfallen). Man kann so eine Reihe von Mischungs-

verhältnissen finden, für welche die Achsenperiode nur verdoppelt werden

müßte. Fig. 170 ist beispielsweise typisch für 50 B zu 50 B'. Selbst-

verständlich können jetzt die Punkte genau die Lage der Ecken und

Zentren der Teilwürfelchen einnehmen, ohne daß das zugehörige Raum-

system ein anderes würde, sofern B und B' als ungleichwertig betrachtet
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werden. Die Anordnung, die von Vegard bei seinen Untersuchungen

vorausgesetzt wurde, ist noch dadurch ausgezeichnet, daß parallel den

Würfelkanten B und B' stets abwechseln, sie ist also auch in dieser

Hinsicht die einfachst mögliche. Es scheint mir nun allerdings noch

nicht ohne weiteres notwendig zu sein, daß einander ersetzende Atome

bei fixierter Lage nicht als gleichwertig betrachtet werden dürfen.

Denn erfahrungsgemäß sind in allen Verhältnissen bei einfachen Sub-

stanzen nur strukturell nahe verwandte Atome mischbar. Die zugleich

wahrscheinlichste Verteilung vikarisierender Atome ist in solchen Fällen

wohl lediglich eine relative homogene, gleichgültig ob auf die Einzel-

atome bezogen die Symmetriebedingungen noch erfüllt sind oder nicht ^).

Übrigens wird man bei Mischkristallen auch diese selten oder nie auf-

finden können, da innerlich ganz homogene Mischkristalle wohl nur eine

gedankliche Abstraktion sind.

Es sind im Anschluß an die Besprechung des Kochsalztypus von

Bragg Fragen gestreift worden, für die keine besondere physikalisch-

chemische Lösung vorgeschlagen werden soll. Dazu ist die Erfahrung

noch viel zu unbedeutend. Es sollte nur gezeigt werden, wie auch in

derartigen Fällen die geometrische Untersuchung der Raumsysteme, und

zwar besonders in der hier zum ersten Mal durchgeführten Darstellung,

das Fundament für alle Erörterungen abgibt.

B. Chemische Komplexsymmetrie und Kristallstruktur

Dem gleichen Zwecke sollen die nachfolgenden Bemerkungen dien-

lich sein. Der Anordnung zweier chemisch verschiedener Massenzentren,

wie sie in dem von Bragg angenommenen Normaltypus des Koch-

salzes zum Ausdruck kommt, liegt eine große Wahrscheinlichkeit im

chemischen Sinne inne. Sie steht in enger Beziehung mit den neueren

Vorstellungen über Molekularkonstitution, die A. Werner entwickelt hat.

Jedes Massenteilchen A oder B (Na oder Cl) ist in drei aufeinander

senkrecht stehenden, zweiseitigen Richtungen im kürzesten Abstand von

Massenteilchen der anderen Art umgeben. Fig. 174. zeigt das dies-

bezügliche Verhalten. Es ist nicht ausgeschlossen, daß eine ähnliche

Anordnung der Massenzentren sich häufig einstellen wird, wenn zwei

gleichzählige Arten von Ionen oder Atomkomplexen zum Kristallgebäude

zusammentreten. Nehmen wir nun beispielsweise in B den Schwerpunkt

eines Atomkomplexes an, während A noch Einatomwert besitzen soll.

Dann wird selbstverständlich die Atomanordnung innerhalb des Kom-
plexes die Symmetrie der Grasamtanordnung beeinflussen. Sie, sowie

die Stellung der Atomkomplexe zueinander, bestimnfen das liaumsystem,

' Das Problem der Verteilung ist dann eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-

rechnurg. M. von Laiie hat die Verteilung in diesem Sinne diskutiert.

29*
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welches der betreffenden Struktur zugeordnet werden kann. Es handelt

sich im wesentlichen um eine ähnliche Erscheinung, wie die, welche bei

der Symmetrieklassenbestimmung der makroskopischen Kristallographie

eine Rolle spielt. Ein Kristallindividuum, das von drei praktisch auf-

einander senkrecht stehenden Flächenpaaren begrenzt ist, wird je nach

den Flächensymmetrien und ihrem gegenseitigen Verhalten verschiedenen

Klassen angehören. Dabei kann es sich herausstellen, daß die Flächen-

paare einander nicht gleichwertig sind, oder daß die rechten Winkel

keine notwendige Bedingung mehr darstellen. Ebenso können die Ab-

stände der Schwerpunkte von A und B unter Umständen ungleichwertig

werden und die von den Richtungen eingeschlossenen Winkel teils oder

ganz beliebige sein. Machen wir nun eine Annahme über die Größe

der Identitätsabstände in den Bindungsrichtungen, so läßt sich leicht

mittels der Tabellen diskutieren, welche Gesamtsymmetrien mit einer

•-A o=B
Fig. 174. Kürzeste Bindungsrichtungen zwischen den Bauelementen A und B

im Typus Kochsalz.

bestimmten Komplexsyrametrie im Einklang sind, und welcher Art in

den verschiedenen Fällen die gegenseitige Stellung der Komplexe zu-

einander sein muß. Mit anderen Worten, wir können untersuchen,

welche Raumsystemsymmetrien resultieren, wenn Komplexe
bestimmter Symmetrie nach dem Kochsalzschema zum Kristall-

gebäude zusammentreten.

Nehmen wir beispielsweise für das Kochsalzschema die einfachsten Element ar-

perioden an, so daß beide Lagen vierzählig werden, und denken wir uns an Stelle

von B einen Komplex MNg. Die denkbar höchstsymmetrische Anordnung eines solchen

Komplexes ist M im Mittelpunkt eines gleichseitigen Dreieckes, N an den Ecken

(Fig. 175). Der Schwerpunkt von M ist dann zugleich der Schwerpunkt des Komplexes.

Bei punktuellem Atomwert wäre Dsh die Komplexsymmetrie ; mindestens muß der

Komplexschwerpunkt eine Symmetriebedingung besitzen, die eine Zuordnung von nur

drei Punkten in einer Ebene gestattet. Soll die Gesamtanordnung kubisch bleiben, so

besitzen nach den früheren Erörterungen die Schwerpunktslagen eine von den auf

Seite 437 zusammengestellten und der Tabelle IV entnommenen Symmetriebedingungen.



Die Bestimmung der Raumgruppe bei gegebener Atomschwerpunktsanordnung 453

Davon sind mit der durch Fig. 175 gekennzeichneten Komplexsymmetrie Cg, Csv und

D3 verträglich, ihnen entsprechen die Raumsysteme 2^ J*, Sd^ und O^. Kubische

Holoedrie oder kubische paramorphe Hemiedrie würden nie als Gesamtsymmetrie resul-

tieren. Die Lage der trigonalen Achsen ist in jedem Einzelfall bestimmt. Von beson-

derem Interesse ist die der Raumgruppe Z* entsprechende Struktur. In Fig. 176 sind

die trigonalen Achsen eingezeichnet und die MN3- Ebenen durch Kreise markiert.

Würden sich alle diese MNg- Ebenen

einer Ebene parallelstellen, so wäre -Ä^ rX/' /
das gleichbedeutend mit dem Verlust

von dreien der vier verschieden ge-

richteten trigonalen Achsen; rhom-
boedrische Raumsysteme würden

resultieren.

Fig. 175. Symmetrische Baugruppe

MN,.

Fig. 176. Trigonale Achsen und MN3-Ebenen
eines Typus Kochsalz (M = A, M Ng = B von

Fig. 163) in Z*.

Fig. 177. Höchste Ebenensymmetrie

einer Baugruppe MN^.
Fig. 178. Tetraedersymmetrie

einer Baugruppe MN^.

Drei in einer Ebene liegende Massenteilchen lassen sich auch so um ihren Schwer-

punkt gruppieren, daß dessen Symmetriebedingung durch C2, Cs oder C^ gegeben ist.

Niemals würden dann alle N- Atome einander gleichwertig sein. Derartige Symmetrie-

bedingungen kommen in kubischen Raumgruppen erst bei relativ hochzähligen Punkt-

lagen vor, sind also mit dem Kochsalzbauschema bei kleiner Periode nicht verträglich.

Denken wir uns anderseits einen Komplex MN^. Hier gibt es, neben vielen

mittelsymmetrischen, zwei hochsymmetrische Anordnungen innerhalb des Komplexes

selbst, wobei M zugleich der Schwerpunkt von MN^ ist. Es sind das der tetraedrische
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Typus (Fig. 178) und der quadratische Typus, letzterer mit den Schwerpunkten aller

Atome in einer Ebene (Fig. 177).

M N^ trete im Kochsalzschema unter gleichen Voraussetzungen wie früher an Stelle

von B. während A noch Einatomwert zukomme. Mit kubischer Oesamtanordnung ist

nur der tetraedrische Typus verträglich, denn wie aus der auf Seite 437 mitgeteilten

Zusammenstellung hervorgeht, sind für vierzählige Punktlagen im kubischen Kristall-

system in B bei Anwesenheit einer vierzähligen Achse immer deren diei da. In der

Tat, denken wir uns einen quadratischen Komplex mit der Gruppeuebene senkrecht zur

z- Richtung eingesetzt, so zum Beispiel, daß die vier N-Atome von MN^ gerade in die

X- und y- Richtungen oder die Winkelhalbierenden dazwischen fallen, so läßt sich von

vornherein erwarten, daß z andere Dimensionsverhältnisse annehmen wird als x und y.

Tetragonale Gesamtanordnung würde resultieren. Es kann aber MN^ alle Atomschwer-

punkte in einer Ebene und in M seinen Schwerpunkt haben, ohne quadratische Sym-

metrie aufzuweisen (zum Beispiel die N-Atome durch Symmetrieebenen oder zweizählige

Achsen zusammengehörig). Kristallographisch muß dann der Mittelpunkt, wenn alle

N-Atome sich gleichwertig sind, notwendig die Symmetrie einer Kristallklasse besitzen,

die eine Form enthält mit 4 (und nur 4) Flächen in einer Zone, entsprechend einer

Zuordnung von 4 Punkten in einer Ebene. Auch diese Bedingung ist in kubischen und

rhomboedrischen Raumsystemen bei vierzähliger Punktlage im Elementarparallelepiped

nicht erfüllt, wohl aber in tetragonalen, rhombischen und monoklinen.

Im letzteren Falle sind dann naturgemäß die Abstände der A- und B- Schwer-

punkte nicht mehr gleich groß, ihr gegenseitiges Verhalten ist durch die Form des

Elementarparallelepipeds bedingt. Die Komplexe MNg oder MN4 an Stelle vou B des

Kochsalzschemas einfachster Elementarperioden würden somit, bei durch die Fig. 175

und 177 dargestellten Eigensymmetrien, von ganz verschiedenem Einfluß auf die resul-

tierende Gesamtsymmetrie sein. MN3 ist auch unter dieser PeriodenVoraussetzung mit

einzelnen kubischen und rhomboedrischen Raumsystemen verträglich, während der qua-

dratische Typus MN^ oder irgend ein einfacher Ebenentypus MN^ tetragonale Raura-

systeme als höchstsymmetrische bedingen würde.

Was hier speziell für das Kochsalzbausehema abgeleitet wurde,

gilt auch sonst für die Zusainmenaggregierung von A und B zu einem

Kristallgebäude, sofern deren Schwerpunkte geringzählige. das heißt in

den betreffenden Raumsystemen relativ ausgezeichnete Lagen einnehmen.

Anders wäre es, w^enn die Schwerpunkte hochzähligeu oder gar höchst-

zähligen Punktlagen entsprechen, besonders im letzteren Falle würde

die Komplexsymmetrie für die Gesamtsymmetrie belanglos sein können.

Bei relativ einfachen Perioden müßte somit ein Zusammenhang

zwischen chemischer Konstitution der Komplexe im Kristall und der

Kristallsymmetrie erkennbar sein, bei großen Perioden wäre dies

nicht notwendig. Man erkennt die verwickelte Natur des Problemes:

„Chemismus und Kristallsyrametrie". Wird mau sich einerseits hüten,

alles schematisch von einem Gesichtspunkte aus zu betrachten, so darf

mau anderseits an denjenigen Erscheinungen nicht vorübergehen, die

einen oft recht innigen Zusammenhang zwischen chemischer Konstitution

und Kristallstruktur zur Gewißheit machen. Auch hier wird sich bei

fortschreitender Erkenntnis, wie bereits das fingierte Beispiel A (MN3)

und A (MN4) zeigt, ein Hilfsweg zur Kristallstrukturbestimmung auftun.



Die Bestimmung der Raumgruppe bei gegebener Atomscliwerpunktsanordniing 455

Einige statistische Zusainmenstellung-en, die das Problem beleuchten,

mögen hier folgen. Die große Mehrzahl zweiatomiger Verbindungen

AiBi kristallisiert in kubischen 'Kristallklassen, nächsthäufig sind Kri-

stallisationen der hexagonalen oder rhomboedrischen (bezw. trigonalenj

Abteilung, während niedersymmetrische und tetrggonale Symmetrieklassen

nur relativ schwach vertreten sind. Bei Annahme eines Zusammen-

hanges zwischen Bindungsrichtungen und Symmetrieelementen der Raum-

systeme ist ein derartiges Verhalten durchaus verständlich, die erkenn-

bare Vorliebe für hexagonal-rhomboedrische Symmetrie macht sich schon

in der Kristallisation chemischer Elemente bemerkbar und hängt vielleicht

mit dem Atombau zusammen.

Es kristallisieren kubisch: CuZn, AgZn, MnSi, FeSi, MgO, CaO, MnO,
NiO, CüO, SrO, CdO, BaO, SnO, MgS, CaS, MnS, MnSe, NiSe, ZnS, ZnSe, ZnTe,

SrS, CdTe, BaS, HgS, HgSe, HgTe, PbSe, PbTe, PbS, FeS, CdS, LiF, NaF, KF,

CsF, TIF, LiCl, LiBr, LiJ, NaCl, NaBr, NaJ, KCl, KBr, KJ, RbCl, RbBr, CsCl,

CsJ, CsBr, CuCl, CuBr, CuJ, AgJ, AgCl, AgBr, TlCl, TlBr, Tl.l.

Hexagonal, rhomboedrisch odertrigonal kristallisieren: CuSn, SiC, NiAs,

NiSb, BeO, ZnO, FeS, NiS, CoS, CuS, ZnS, ZnSe, CdS, CdSe, HgS, AgJ.

Tetragona): PbO.

Rhombisch: FeAs, ZnSb, PbO, SnSe, SnS, Tl.T.

Monoklin: HgO, NiS, AsS.

Triklin: CuO.

Weiterhin möge statistisch untersucht werden, ob sich bei Kristall-

arten, die vermutungsweise chemisch als A (MN3) oder A (MN4) zu

deuten sind, ein Einfluß, der Komplexe in dem Sinne geltend macht,

wie er nach den vorhergehenden Erläuterungen bei einfachen Perioden

zu erwarten wäre.

Die Tabelle VII zeigt in der Tat, daß die Verbindungen A (MN3)

meistens rhomboedrisch , trigonal oder hexagonal kristallisieren oder

doch in sehr großer Annäherung (sog. Pseudosymmetrie) derartige

SymmetrieVerhältnisse aufweisen. Die Abweichungen von den wirk-

lichen Symmetrieverhältnissen der betreffenden Abteilungen, die in den

Tabellen durch das Wort pseudo gekennzeichnet sind, mögen ungefähr

von der gleichen Größenordnung sein, wie diejenigen, welche zur Folge

haben, daß Syhäu der kubisch enantiomorphen und nicht der kubisch

holoedrischen Klasse zugerechnet werden darf. Es handelt sich sehr

wahrscheinlich um sekundäre Einflüsse, die mit dem allgemeinen Bau-

schema nichts zu tun haben. Es wird später versucht werden, diese

Erscheinungen von einem allgemeinen Gesichtspunkte aus zu betrachten.

Auch in der kubischen Abteilung finden sich einige Kristallarten, die

chemisch als A (MN3) aufgefaßt werden können. Die Diskussion für

das spezielle Normalschema des Kochsalzbautypus findet sich auf den

vorhergehenden Seiten. Der Einfluß der Komplexsymmetrie (MNs) ist
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Haupttabelle VII. Symnietrieverhältnisse der Verbindungen
[ACMNs)]

[A(MN3)]

NaClO«
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Haiipttabelle \T;II. Symmetrieverhältnisse der Verbindungen
[A (MN.)]
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o.
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C. Einige andere einfache Strultturbilder

Im Typus ZuS als Zinkblende bilden nach Biag-g- sowohl die Zn-

als die S -Atomschwerpunkte für sich flächenzentrierte kubische Gitter.

(|03'" der Tabelle VI auf Seite 420.) Sie sind also, wie die Na- und Cl-

Atome des Kochsalzes (in der Auffassung als gleichwertiger Komplex), im

Würfel elementar vierzählig. Allein die beiden Gitterkomplexe stehen in

anderer gegenseitiger Lage zueinander. Sind [[0 0]] [[t| 0]| [[| f| [[Ol- 1| die

Koordinatenwerte der einen Atomart', so sind
[[{ ^ |-| |f |

i|
[[| f f|

|i
| §|

beziehung-sweise |f f || |j j || Ijj || || j jl Koordinaten der anderen

Atomart. (Siehe Fig. 179.) Eine derartige Kombination ist nun (bei ein-

fachster Periodenfestsetzung in

Richtung der kristallographi-

schen Achsen) weniger viel-

deutig als die von Kochsalz.

X- und %i gestatten die Zu-

ordnung zweier vierzähliger

Punktlagen nach dem Schema

der Fig. 179. Daraus ergibt

sich je nach den Eigensym-

metrien der Punktlagen tetarto-

edrische oder hemimorph hemi-

edrische Gesamtsymmetrie.

Sind, wie zum Beispiel im

Diamant (nach Bragg), beide

Punktlagen von chemisch glei-

chen Atomen besetzt, so

können sie bei richtiger

Stellung der Atome zueinander

einem einzigen achtzähligen

gleichwertigen Komplex angehören (Diamautgitterkomplex = |0 \ \ ^").

Die Tabelle der Seite 420 zeigt, daß eine derartige Zuordnung für Punkte

ohne Freiheitsgrad in ^h^, C>\ £)^ möglich ist. Damit Oh' entsteht, müssen

zwischen |0 0| und |-j \ j| usw. Symmetriezentren vorhanden sein und

außerdem digonale Nebenachsen auftreten.

Eine Anordnung, wie sie der Normalstruktur des Diamanten ent-

spricht, kann somit in allen kubischen Klassen vorkommen, in tetraedrischer

und tetartoedrischer Auffassung müßten lediglich zwei voneinander un-

abhängige konstruktive Puuktlagen (gleicher Symmetriebedingung!) an-

genommen werden '). Bei punktueller Atomsymmetrie resultiert OiJ.

^) Cheuiisch gleiche Atome brauchen einander nicht strukturell gleichwertig zu

sein, besonders wenn Stellungsverschiedenheiteu als solche erkennbar sind. Die Gleich-

wertigkeit verlangt dann immer genau bestimmte Stellungen zueinander.

Fig. 179. Atomverteilung im Elementarwürfel

des Typus Zinkblende (nach Bragg).

A = Zn: B = S.
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Pyrit (FeSo) und Hauerit (MnSo) bauen sich nach den Bragg-
schen Untersuchungen aus Fe (bezw. Mn) und dem Komplexe Ss in der

Weise auf, daß beide Massenschwen)unkte gleiche Lage zueinander

haben wie Na und Cl im Kochsalz. Die Verteilung der S-Atome, die

einen Freiheitsgrad der Lageänderung (auf trigonalen Drehungsachsen)

besitzen, geht aus der schematisch gezeichneten Fig. 180 hervor. Sie

führt zum Raumsystem X^^. Denken wir uns Fe (AsS) in gleicher

Weise gebaut, so würde der Schwerpunkt von (AsS) nicht mehr mitten

zwischen den As- und S -Atomen liegen. Beide Atomlagen müßten als

ungleichwertig angesprochen werden und X'* würde resultieren. Denken
wir uns anderseits den Komplex S2 in die Einzelatome aufgelöst, derart

daß diese gleichmäßig von Fe-Atomen umgeben sind, so entstünde eine

Anordnung, wie sie durch Fig. 181 veranschaulicht wird und wie sie

für CaFo = F — Ca— F wahrscheinlich ist. Eine derartige Anordnung

ist wieder außerordentlich vieldeutig. Im einfachsten Falle besteht sie

aus einer vierzähligen und einer achtzähligen Punktlage und entspricht

bei punktueller Atomsymmetrie einem Raumsystem Dh^.

Aus den Tabellen ist ersichtlich, wie drei vierzählige oder eine

vierzählige und eine achtzählige Punktlage manchen kubischen Raum-
systemen eigen sind. Es gibt somit schon bei einfacher Periode viele

Anordnungsmöglichkeiten für Verbindungen ABB mit vier Molekülen

pro Elementarwürfel. Kennen wir ganz allgemein von einer Verbindung

die Molekularzusammensetzung und die Anzahl der Moleküle pro Elementar-

parallelepiped , so lassen sich an Hand der Zähligkeitstabellen sofort

mögliche Strukturbilder finden. Sind wir über allfällige innermolekulare

Komplexbildung informiert, so wird die Auswahl noch mehr eingeschränkt.

Unter Voraussetzung kleiner Perioden lassen sich beispielsweise für so

komplexe Verbindungen wie die Alaune sofort einfachste Strukturbilder

angeben, die auch mit allen bereits bekannten Abhängigkeitsbeziehungen

physikalischer und chemischer Natur im Einklang sind.

Ein Atomkomplex beliebiger Symmetrie kann seinen
Schwerpunkt in irgend einer Punktlage haben, deren Sym-
metriebedingung eine Untergruppe der darauf bezogenen
Komplexsymmetrie ist. Ist die Komplexsymmetrie von nicht

kristallographischem Charakter (Fünfner-Siebnerring usw.),

so ist lediglich die Beibehaltung der Symmetrie bei Deforma-
tionen auf keinerlei Art gewährleistet, da niemals alle Punkte
des Komplexes einander strukturell gleichwertig sein können.

An sich sind somit derartige Ringbildungen im Kristallgebäude nicht

ausgeschlossen, ihre Vollsymmetrie kommt nur nicht dem ganzen Teilchen-

haufen zu.

Von nichtkubischen Kristallarten seien nur die Modelle von Calcit

nach Bragg und Graphit nach Debye- Scherrer etwas näher
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o-A

o=B

Fig. 180. Fig. 182.

Atomverteilung im Elementarwürfe] des Typus Pyrit Hauptmassenschwerpunkts-

(nach Bragg).
Verteilung im Elementar-

- Tj o rhomboeder desTypus Calcit
A = J?e; ^B = S. (nach Bragg).
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betrachtet. Chemische Überlegungen machen es wahrscheinlich, daß die

Kristallbindunoskräfte in CaCOs von den Schwerpunkten von Ca und

CO3 ausgehen. Sind drei -Atome von CO3, wie es die Fig. 162 auf

Seite 433 zeigt, auch im Kristallgebäude deutlich je einem C-Atom zu-

geordnet, so darf die Symmetrie des Komplexschwerpunktes nicht höher

als Ch oder Csv oder D3 sein. Daß die Translationsgruppe rhomboedrisch

ist, geht, wie später gezeigt wird, mit Bestimmtheit aus der Flächen-

häufigkeit hervor. Soll die Atomanordnung ditrigonal-skaleuoedrische

(rhomboedrisch -holoedrische) Sj^mmetrie aufweisen, so stehen der Kri-

stallisation nur die beiden Raumsysteme ®3d''' und ^u^ zur Verfügung.

Die niedrigstzähligen Punkte besitzen in ®3d^ durchweg ein Symmetrie-

zentrum, der Schw^erpunkt einer einfachen COa- Gruppe könnte also nicht

mit ihnen zusammenfallen.

In ®3d" sind auf das Elementarrhomboeder bezogen zwei zwei-

zählige Punktlagen vorhanden, eine mit der Symmetrie Csi, die andere

mit der Symmetriebedingung Dsd. Ist die eine durch Ecken und Innen-

zentrum des Rhomboeders gegeben, so kommt der anderen die Lage

II
i
II und II f 13 zu. (Siehe Fig. 182). Fällt der Schwerpunkt von

CO3 auf die Punktlage der Symmetrie Dsd, so ist eine Zuordnung der

Sauerstoffatome zum Kohlenstoffatom, wie sie Fig. 162 zeigt, ohne weiteres

gegeben. C und Ca besitzen keinen Freiheitsgrad, besitzt einen

Freiheitsgrad. An Stelle der Spiegelebenen besitzt das Raumsystem

Gleitspiegelebenen, so daß die 0-AtomSchwerpunkte in zwei aufeinander-

folgenden Ebenen CO3 um 180" gegeneinander verdreht sind. Das

Elementarrhomboeder ist nun nach den Untersuchungen von Rragg

nicht das Spaltungsrhomboeder, sondern auf dieses bezogen (40 41)

bezw. (Sil). Das kleinste in seinen Eckpunkten mit Massenschwer-

punkten versehene Rhomboeder von der Spaltform besitzt in den Flächen-

zentren gleiche Massen wie an den Ecken; in den Kantenmitteii und im

Innenzentrum die Schwerpunkte der anderen Baugruppe,

Graphit ließe sich nach den Debye- Seh errer scheu Unter-

suchungen am einfachsten der Raumgruppe ®3d''' zuordnen. Die C-Atome

sind, auf das Elementarrhomboeder bezogen, zw^eizählig. Sie besitzen

einen Freiheitsgrad mit der Symmetriebedingung Csv Ein Elementar-

rhomboeder, dessen Eckpunkte mit C- Atomen besetzt sind, besitzt in

11113 öin weiteres C-Atom. (Siehe Fig. 183.) Die C-Atome bilden in

der Basisebene Sechserringe, die in je zwei aufeinanderfolgenden Ebenen

gegeneinander gedreht sind und erst in der dritten Ebene wieder

parallele Lagerung besitzen. Das von Debye betrachtete „Elementar-

rhomboeder" ist vierfachprimitiv, flächenzentriert, also (110), wenn

(100) das richtige einfachste Elementarrhomboeder ist. Es läßt sich

direkt mit dem Elementardiamantwürfel vergleichen. Daraus ergibt sich,

daß die Umwandlung Diamant —> Graphit mit einer starken Dilatation
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in Richtung einer trigoualen Achse und einer gleichzeitigen Reduktion der

Ebenensätze senkrecht dazu verknüpft ist. (Im Diamant üegt ein Teil

der C-Atome in [[jjjl, ihre (lll)-Ebenen fallen somit mit denen der

Ecken und Flächenmitten nicht zusammen.)

4. Allgemeines über Struktur und Massenverteilung, sowie über

die Bestimmung der Atomschwerpunktsanordnung

Der dritte Abschnitt dieses Kapitels handelt von der Vieldeutigkeit

gewisser Atomschwerpunktsanordnungen und berücksichtigt Erwägungen

physikalisch-chemischer Natur. Im vierten Abschnitt sollen die Beziehungen

zwischen Massenverteilung und Struktur näher ins Auge gefaßt werden,

damit sich daraus die geometrischen Unterlagen der Bestimmung der

Atomschwerpunktsanordnung ergeben. Auf die physikalische Seite dieser

Untersuchungen wird, dem Charakter des Buches gemäß, nicht ein-

gegangen werden.

Von der Anordnung der Atomkerne, das heißt von der Massen-

verteilung, müssen schon eine Reihe phj^sikalischer Eigenschaften der

kristallisierten Phasen abhängig sein. So wenig daher die Massen-

verteilung das Gesamtstrukturproblem umfaßt, so wichtig ist eine ein-

gehende Untersuchung über deren Abhängigkeit von der Art des Raum-

systemes, den Größen des Elementarparallelepipedes und innerhalb der

gleichen Struktur von der Richtung.

Eine bestimmte Atomschwerpunktsanordnung ist gekenn-
zeichnet:

1. Durch das Raumsystem, die Konstanten des Elementar-
parallelepipedes und die Koordinaten je eines Atom-
schwerpunktes von jeder gleichwertigen Schar; oder

2. Durch die Art des Elementarparallelepipedes, seine

Konstanten und die Koordinaten aller hinsichtlich der

Elementartranslationen voneinander unabhängigen
Schwerpunktslagen.

Die zweite Art der Darstellung empfiehlt sich besonders bei viel-

deutigen Gitterkomplexen, da sie über die Zugehörigkeit zu einem be-

stimmten Raumsystem nichts aussagt. Ist die Atomanordnung durch

1 oder 2 definiert, so ist man im Besitz aller notwendigen Daten, um
die Beziehungen zwischen Massenverteilung besonderer Ebenenlage oder

Richtung festzustellen. Die Aufgaben sind rein analytisch-geometrischer

Natur, mit der Besonderheit, daß Raumelementscharen in Wirkung treten,

wie das im ersten Kapitel eingehend erläutert wurde. Auch ist bei ein-

zelnen Anwendungen zu berücksichtigen, daß unser Koordinatensystem

im allgemeinen inhomogen ist, das heißt verschiedene Maßstäbe a, b, c

in den drei Achsenrichtungen besitzt. Wir wollen daher zunächst die
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Beziehungen zwischen unseren Sjanbolen und den gewöhnlichen Glei-

chungen, bezogen auf ein Einheitskoordinatensystem, aufschreiben, so

daß die in den Lehrbüchern der analytischen Geometrie des Raumes

sich vorfindenden Gleichungen ohne weiteres substituiert werden können.

Koordinatenachsenrichtung und Nullpunkt werden beibehalten.

1. Es seien xi , yi, zi die gewöhnlichen Koordinaten eines Punktes,

nii, Ui, pi die auf a, b, c bezogenen Koordinaten.

Dann ist xi
xi = a • Uli

a

Yi
Ui = ~- bezw. Vi = b • Ui

z
Pl = — Zi — c • pi

(46)

2. Die Gleichung einer Geraden laute im gewöhnlichen Koordinaten-

system: y = Rx 4- r; z = Sx + s.

Sie besitze, auf a, b, c als Einheitsraaßstäbe bezogen, das Symbol

[u V w] ^^.

Dann ist ^J^ = R; Bb = r
]u a

(47)w c ^ „
'

= S; Cc = s
u a '

3. Die Gleichung einer Ebene laute in gewöhnlichen Koordinaten:

Rx -f Sy + Tz — Q = 0.

Ihr Symbol, bezogen auf a, b, c als Einheitsmaßstäbe sei: (hkl)d.

Es ist: A = R^ = s| = T;Q = d
|

(48)

Ist die Ebene in der Form Rix -}- Siy + Tiz — 1 = gegeben,

so ist --- = Ri v\ = S, ^^, = Ti
I (49)

a'd b'd c.d
J

Durch a, b, c; a, ß, y des Elementarparallelepipeds ist ein durch

die Eckpunkte gegebenes Gitter bestimmt. Jede von dazugehörigen Trans-

lationen unabhängige Punktlage bildet ebenfalls kongruente derartige

Gitter. Aus irgend einer durch einen Eckpunkt gelegten Ebene schneidet

das Elementargitter Parallelogramme heraus. Die jeweilen kleinsten,

welche Elementargittereckpunkte als Ecken besitzen, nennen wir Ele-

mentarparallelogramme der betreffenden Ebene. Sind a, b, c ein

primitives Tripel, so sind diese Parallelogramme die primitiven auf der

zugehörigen Ebene, in allen anderen Fällen brauchen sie dies nicht zu sein.

Den Inhalt eines Elemeutarparallelogrammes der Ebenen (hkl) be-

zeichnen wir mit J(hki).

Die analytische Geometrie des Raumes liefert sofort:

JVui) = h^b^c^ sin^a + k'''a2c^ sin^ /?+ P a'''
b^ sin^ + Shkabc^

(cos a • cos /?— cos /) -|- 2hlab^c (cos ycosa — cos ß) +
2kla^bc (cos /3 • COS/— cosß). (50)
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Sind rechtwinklige Elementarparallelepipede vorhanden, so reduziert

sich die Formel auf: J(hki)' = h^b^c^ -f k'R^c' + l'si'h\

Die speziellen Werte für die kubische Abteilung (a = b = c), die

tetragonale Abteilung (a = b), die hexagonale und trigonale Abteilung

(a = -^j sind leicht einzusetzen.

In einem monoklinen Elementarparallelepiped lautet die Formel:

J(hki)''= h-b^c' + k^a^c« sin*/9 + Pa*b2— 2hlab2c cos/?.

Im rhomboedrischen P^lementarparallelepiped sind a = b = c;

a = ß = y.

Aus den Formeln erkennt man. daß der Inhalt rasch mit den

Indexzahlen der Flächen wächst.

Wir wollen nun wissen, wie viele Atomschwerpunkte von einem

Elementarparallelogramm irgend einer Ebene (hkl)d absorbiert 'werden.

Zu dem Zw^ecke muß nur untersucht werden, wie viele von den hin-

sichtlich der Elementarkantentranslationen voneinander unabhängigen

(„elementar unabhängigen'") Punktlagen in die betreffende Identitäts-

schar von Ebenen fallen, für welche also die Bedingung

hm + kn 4- Ip + r — d = (51)

erfüllt ist, wo r irgend eine positive oder negative ganze Zahl einschließ-

lich Null ist (so daß d zum kleinsten positiven echten Bruch wird).

Zwei elementar unabhängige Atomlagen besitzen die Koordinaten

|mi Ui pil, |m2 na pal-

Sie liegen in gleichen Ebenen (hkl),

wenn h (nis — nii) -j- k (na — Ui) -h 1 (pi — ps) = r (.52)

wo r wiederum irgend eine positive oder negative ganze Zahl einschließ-

lich Null ist.

Sind Ai, Ao, A;; Atomgewichte oder Ordnungszahlen chemisch

verschiedener, elementar unabhängiger Atome, die qi, q2, qa . . • mal von

einem Elementarparallelogramm einer Ebene (hkl)<i absorbiert werden,

so nennt man

qi Ai +q2A2 + q3A3 + ^ ^- ^ i ^ i tj^u~ Y^-^ = L = die Belastung der Ebene.
J(hki)

Sie ist, sofern Ordnungszahlen berücksichtigt werden, gewissermaßen ein

Maß für die Elektronenbelastung. Handelt es sich um Ionen, so muß
die veränderte Elektronenzahl in diesem Falle berücksichtigt werden.

L ist proportional der Massensumme aller einem Elementarparallelo-

graram angehörigen Atome und umgekehrt proportional dem Flächen-

inhalt dieses Parallelogrammes (oder proportional der Summenzahl der

positiven Elektronen).

J nimmt mit der Komplexheit der Indizes zu, L also ab, doch

besitzt der Ausdruck einen spezifisch von der Struktur abhängigen

Xiggli, Giiometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 30
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Zähler, der nach (51) von m, n, p, h, k, 1, d und naturgemäß auch von

den Atomgewichten abhängig ist.

Der Abstand zweier paralleler Ebenen (hkl)di (hkl)d2 ist nach For-

meln der analytischen Geometrie durch:

,. _ (da— di)abc Vl+ 2 cos« cos/? cos/— cos^a— cosV— cos^y
ö — j (53)

J(hkl)

gegeben.

Bekanntermaßen ist a b c Vi+ 2 cos « cos /S cos/— cos^ a— cos^/? -- cosV
== V(abc) = dem Rauminhalt des Elementarparallelepipeds ; so daß man
auch schreiben kann:

J(hkl)

Parallele Gitterebenen von n u r in den Eckpunkten besetzten Ele-

mentarpärallelepipeden besitzen d2— di = irgendeine positive oder nega-

tive ganze Zahl, so daß d2 — di zweier nächsten Ebenen (hkl) = + 1 ist.

In diesem Falle ist somit der Abstand zweier nächsten Ebenen
umgekehrt proportional dem Inhalt der Elementarparallelo-

gramme auf den Ebenen.

Finden wir für zwei konstitutierende Atomschwerpunktslagen

Jnii Ui pi| [mg n2 Pä| hinsichtlich der Ebenen (hkl):

h (niä— mi) 4- k (n2— n,) -j- 1 (pi— P2) = A, (55)

so besitzen die mit Atomschwerpunkten 1 und 2 besetzten Ebenen (hkl)

einen Abstand „ ^«Vrabc) z-^x= —
j

. (56)

Indem man die kürzesten Abstände aller Massenebenen der elementar

voneinander unabhängigen Punktlageu konstruiert, erhält man das Bild

einer elementaren Massenebenenserie. Es entspricht der elemen-

taren Periode des unendlich ausgedehnten Ebenenkomplexes. Die inner-

halb einer Periode auftretenden Massenebenen nennen wir Zwischen-

ebenen, die Gesamtzahl der Massenebenen einer elementaren Serie

wird Serienzahl genannt.

a. Beispiele, wie L und d bei gegebener, einfacher Massenverteilung

von den Indizes der Flächen abhängig sind

L und ö sind außerordentlich wichtige Größen nicht nur für die

Strukturbestimmung mittels Röntgenstrahlen, sondern auch für alle mit

der Massenverteilung im Zusammenhang stehenden vektoriellen Eigen-

schaften, Zweifellos werden beispielsweise zu einem großen Teil Spalt-

barkeit und gewöhnliche Flächenbegrenzung durch sie bedingt. Es

empfiehlt sich daher, vor der allgemeinen theoretischen Untersuchung

die Abhängigkeit der L- und d-Werte von den Indizes (hkl) für einige

einfache Strukturannahmen zifferngemäß zu verfolgen.
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I. Der nur in den Eckpunkten besetzte Würfel.

a = Kantenlänge des Würfels = 1. Gleichwertige Ebenenscharen besitzen natur-

gemäß gleiche Folgen von L und 3. Einen gleichwertigen Komplex bezeichnen wir

mit <hkl>. A sei das Atomgewicht der einzig vorhandenen Massenteilchen. Es ist

J(hki) = Vh'+ k^+ P; S = -^ . Einige einfache Flächenformen werden in der Reihen-
J(hkl)

folge ihrer Belastung hingeschrieben.

Angaben auf drei Stellen nach dem Komma.

L = lA — lA — lA— ...
!

8 = 1 1
(100)

(110)

(111)

(201)

(211)

(221)

(301)

(311)

(302)

(321)

(401)

L = 0,707A — 0,707 A — 0,707A
3 = 0,707 0,707

L = 0,577A — 0,577 A—_0,577A

3 = 0,577 0,577

L = 0,447A — 0,447 A — 0,447A
3 = 0^7 0,447

L = 0,408A— 0,408 A_--^0,408A

3 = 0^408 0,408

L = 0,333A — 0,333 A — 0,333A
3 = Ö^S 0,333

L = 0,316A — 0,316 A— 0,316A
3 = Ö^ 0,316

II. Der innenzentrierte Würfel
auch in den Würfelmitten je ein Atom A.

Die zwei konstitutierenden Punktlagen sind |[0 0| und || |- ^% Aus | h + | k +
4.1 -|- r = d ersieht man, daß beiderlei Schwerpunkte in den gleichen Ebenen liegen,

L also doppelt so groß wird, wenn die Summe der Indizes der Ebenen irgend eine

gerade Zahl ist. 3 ist dann gleich wie im vorhergehenden Fall. Ist die Summe der

Indizes eine ungerade Zahl, so entstehen halbierende Zwischenebenen mit einfacherer L.

Das kürzeste o ist dann halb so groß wie unter I.

Infolgedessen ändert sich die Reihenfolge der Ebenen wie folgt:

0,447A — 0,447 A — 0,447 A

0,223 0,223

L = 0,302A- 0,-302 A — 0,302A
S = Ö3Ö2 0,302

L = 0,277A — 0,277 A^-^0,277A

3 = Ö377 0,277

L = ca.0,268A — 0,268A^^0,268A

8 = ca. 07268 0,268

L = ca.0,243A — 0,243 A — 0,243 A
8 = ca. 0^43 0,243

L = ca. 0,243A — 0,243A^—_0,243 A

3 = ca. 0,243 0,243

L = ca. 0,236A — 0,236 A — 0,2.36 A

8 = ca. 0^6 0,236

L = ca.0,229A — 0,229A — 0,229A
8 = ca. Ö329 0,229

Außer an den Eckpunkten findet sich

(411)

(331)

<110>

(100)

(211)

(301)

(111)

(321)

(411)

L = 1,414A — 1,414A -^1,414A
8 = Ö77Ö7 0,707

(201)

(501)

(221)

(311)

L = 1A — lA — lA . . .

8 = ^,5^ 0,5

L = 0,816 A — 0,816 A_— 0,816A .

.

3 = 0,408 0,408

L = 0,632A — 0,632 A_—_0,632A .

,

3 = 0,316 0,816

L ^ 0,577A — 0,577 A — 0,577A
3 = 0^89 0,289

L = ca. 0,536A — 0,536A — 0,536A

3 = ca. 0^68 0^68

L = ca. 0,472A — 0,472A - 0,472A

8 = ca. 0,236 0,236

Nach Debye und Scherrer soll Wolfram in dieser Weise kristallisieren.

30*

(401)

L
3

L = ca. 0,392A — 0,392A — 0,392A

8 = ca. 0^196 0,196

L = 0,333A — 0,3.33 A_j^0,333 A
3 ^ 0^7 0,167

L = 0,302A — 0,302 A — 0,302 A

8 = 0^1 0,251

L = ca. 0,277A — 0,277A_-J),277A

3 = ca. 0^138 0,138

L = ca. 0,243A — 0,243A — 0,243A

3 = ca. Ö^ 0,122
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III. Der flächenzentrierte Würfel. Äußer in den Eckpunkten finden sich

in allen Flächenmitten des Elementarwürfels Atome A. Die konstituierenden Punktlagen

sind somit: [[0 OHH ^1 ll ü [[0 } |1.

Aus den Gleichungen

:

|-h-|-it-j-r = d

i h + i
1 + r = d

|k + |l +r = d

ersieht man, daß die Belastungen bei normalen Ebenenabständen viermal so groß werden,

wenn alle Indizes der Ebene ungerade sind. [Null gilt als gerader Index.] Einer von

den Indizes ist, gemäß der Voraussetzung über fehlende gemeinsame ganzzahlige Teiler,

immer ungerade, so daß die übrigen Ebenen bei doppelter Belastung nur halbe 8 -Werte

besitzen. Einige chemische Elemente kristallisieren nach Bragg in flächenzentrierteu

Würfeln, z. B. Cu, Ag, Au, Pb; ferner AI (nach Scherrer).

(111)

(100)
':

<110)

(311)

(331)

(201)

L
(211) ,

2,.S09 A — 2,309A —_2,309 A
0*^577 o'^T?

L: 2,00A — 2,00 A — 2,00 A

Ö3ÖÖ 0,500

1,4UA - 1,414A — 1,41.5

A

0,356 0,356

1,206 A — 1,206A — 1,206 A

0,302 0^302

ca. 0,916 A — 0,916 A — 0,916

A

ca. 0,229 0,229

0,894A — 0,894A — 0,894A

0^23 0,223

In nicht kubischen Elementarparallelepipeden sind Belastung und Massenabstände

noch von a, b, c eventuell von a, ß, y abhängig. Eine fingierte Berechnung hat daher

wenig Zweck, hingegen sollen noch einige Werte aus der Zone der c-Achse eines rhom-

bischen Kristalles mit genau hexagonalem Achsenverhältnis und Basiszentrierung des

Elementarparallelepipeds mitgeteilt werden. Das Elementarparallelepiped ist somit ortho-

hexegonal, doch wollen wir die längere Kante b = a \^ zu [0 1 Oj machen, a = 1. Die

konstituierenden Punktlagen sind: |0 0| und |I|| 0|.

(511)

(532)

(221)

(301)

0,817A — 0,817 A — 0,817 A
0,204 0,204

0,769A — 0,769A — 0,769A
0^192 o^m

0,676 A — 0,676 A — 0,676A
Ö^ (^69

0,667 Aj-0,667 A --_0,667 A

0,167 0,167

0,632A — 0,632A — 0,632A
0,158 0^158

Aus der Bedingung: |h+ l-k +
folgt, daß doppelte Belastung bei normalem auftritt, wenn die Summe h -)- k eine

gerade Zahl ist. 8 zweiter Ordnung (d. h. halbe Elementarabstäude) mit einfacher Be-

lastung aller Ebenen, sind an h + k =: ungerade Zahl geknüpft. Für Ebenen der

q A
Zone parallel c wird L = —

, 1==:^. Die zugehörigen hexagonalen Fo?men findet

man nach den Formeln auf Seite 225, es haben lediglich h^ und k^ ihre Werte ver-

tauscht, weil wir das Elementarparallelepiped quer aufstellen.

(110) \ L.c:

(010) / 8:
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(210) \ L.c: 0,27' ^ — 0,277 A — 0,27

o!240 0240
hexagonal (1840)(350) -)

<170)

Bei komplizierteren Strukturen, insbesondere auch bei Anwesenheit mehrerer

Atomarten A, B, C, wird es meistens größere Perioden von Ebenensätzen mit ungleichen

L und geben. Die Verhältnisse sind mit der Ausgangslage der Atome außerordentlich

variabel. Von besonderem Interesse sind einige scheinbar sehr häufige, noch relativ

einfache Typen.

IV. Typus Kochsalz. Kubisches Elementarparallelepiped.

Konstitutierende Atome: A: £0 Oj |i| 0| [[| || |0 | 1}

B: EÜTHooiHoioi iiooi
a =^ "Würfelkantenlänge = 1. Für A gelten die für den einfachen flächenzentrierten

^Yü^fel abgeleiteten Gesetzmäßigkeiten, ebenso für B, doch sind die auf A bezogenen,

halbierenden Zwischenebenen in bezug auf B Nullebenen. Eine Belastung von 2A-|-2B
gleichzeitig ist den Elementarparallelogrammen derjenigen Ebenen eigen, deren Indizes

nicht lauter ungerade Zahlen sind. Es treten halbe Elementarabstände auf. Sind

alle Indizes ungerade, so bestehen die Ebenensätze aus Ebenen mit lauter A-Atomen

(4 pro Parallelogramm) und aus Ebenen mit lauter B- Atomen. Die Reihenfolge der

Ebenen ist jetzt nicht mehr so eindeutig bestimmt wie in den früheren Fällen, sie

hängt von den relativen Atomgewichtsbeziehungen A und B ab, auch gehen L und 8

nicht immer parallel. Am besten empfiehlt sich ein Ordnen der Ebenen ungefähr nach

den Produkten

ebenen).

L, + L,
?(i_2) (mittlere Belastung X Abstand nächstliegender Massen-

(100)

(110)

(111)

(201)

(211>

(221)

(301)

(311)

(302)

L: 2(A+ B) — 2(A+ B) — 2(A+B)

? : 0,5 0,.5

L: 1,414(A+ B)— 1,414 (A-fB) — 1,414 (A+ B)

?: 0^53 0i353

L: 2,.309A — 2,309B— 2,309

A

S: 0^9 5^289

L: 0,894 (A -fB)^— 0,894 (AH- B)j--_0,894(A+ B)

c: 0,224 0,224

L: 0,817 (A+B) — 0,817 (A+B) - 0,817 (A+ B)

5: 0,204 0^204

L : 0,667 (A+ B) - 0,667 (A 4- B) - 0,667 (A 4- ß I

S: 0^ IV67

L: 0,632 (A+ B) — 0,6.32 (A+ B) — 0,632 (A +B)

5: 0^158 0^58

L: 1,206A — 1,206 B — 1,206A
?: 0^ 0^51

L : 0,.555 (A +B) — 0,555 (A + B)— 0,555 (A + B)

?: 0^39 M39
Siehe auch Fig. 184.

Unter anderem sollen nach Bragg: Kochsalz, Sylvin, Bleiglanz nach diesem Typus

gebaut sein. (100) mit größter mittlerer Belastung und größtem S ist bei Kochsalz,

Sylvin, Bleiglanz Spaltfläche. Es ist bei Kochsalz usw. auch die gewöhnlichste Wachs-

tumsform. (111) tritt als Form geringsten "Wachstums in harnstoffhaltigen Lösungen
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auf, die auf die Dissoziation einwirken. Parallel (111) folgen Na-Ebenen auf Cl-Ebenen.

Ein Zusammenhang läßt sich vermuten.

V. Typus Zinkblende. Kubisches Elementarparallelepiped.

Konstitutierende Atome: A: |0 0| IH 0| li i| |0 i |3

B: liiil miil EfHl IHO
Würfelkantenlänge a = 1. Ist die Summe h + k -f- 1 = eine gerade Zahl, so

fallen die B-Atome in die Ebenen der A-Atome, sonst liegen sie in gesonderten Ebenen.

Im ganzen lassen sich in diesem Typus dreierlei prinzipiell verschiedene parallele Ebenen-

sätze konstatieren:

1. Summe der Indizes = eine gerade Zahl. Dann folgen in gleichen Abständen

Ebenen aufeinander, die sowohl A wie B enthalten. Hinsichtlich des Würfels sind die

Abstände halbelementar.

2. Summe der Indizes = eine ungerade Zahl; es kommen aber gerade Indizes

''einschließlich 0) darin vor. In gleichen Abständen folgen sich Ebenen A, dann Ebenen B
usw. Die Abstände sind der vierte Teil der aus den Würfelkanten berechneten Elementar-

abstände.

3. Alle Indizes sind ungerade. Es folgen Ebenen mit lauter A auf Ebenen mit

lauter B in zwei verschiedenen Abständen, die sich zueinander verhalten wie 3 zu 1.

Die kürzesten Abstände sind ebenfalls j der Elementarabstände.

Die Anordnung ist, wenn A und B verschieden sind, hemimorph hemiedrisch.

Doch dürfen die Zeichen (hkl) holoedrisch aufgefaßt werden, da sich positive und

negative Flächenformen nur in der Nullpunktslagenverschiebung der Flächen perioden

voneinander unterscheiden, und auch dann nur, wenn h, k, 1 ungerade sind.

L : 2,309 A^-2,309 B—_2,309 Aj--_2,309

B

8: 0,433 0,144 0,433

L: 1,414(A+ B)— 1,414 (A+ B) — 1,414 (A+ B)

8: 0^53 0J353

L: 2A — 2B — 2A--_2B

o: ^25 ~Ö^25' "c^Ü"

L: 0,817 (A+B) — 0,817 (A4-B2--0,817 (A+ B)

5: 0,204 07204

L : 0,632 (A -f B) ~ 0,632 (A + B) — 0,632 (A -fB)

S: 0^58 (Ü58

L: 1,206A — 1,206 B — 1,206 A — 1,206 B

8: 0^ 0^26 (^075

Ferner erhalten wir für:

L: 0,894A — 0,894B — 0,894A — 0,894B

8: ^li OJlTi iMli

L: 0,667A — 0,667 B — 0,667A — 0,667 B
<221> ' '

'

8: 0,083 0,083 0,083

(Siehe Fig. 185).

Hinsichtlich L und 8 zeigen zwei Ebenen Höchstwerte. Einerseits (110) mit

durchschnittlich höchstem 8, anderseits (111) mit einem sehr hohen 8 und einem kleinen

8 bei großer Belastung. Unterschiede müssen sich ergeben, je nachdem, ob die Atom-

gewichte von A und B einander gleich oder sehr verschieden sind und ob die Haupt-

bindungen mehr in der einen oder anderen Ebene liegen. Für Zinkblende ist (110)

Spaltfläche, für Diamant (mit A = B) (111). Die Spaltfläche ist ebenfalls (111) für

die trigonal ähnlich gebauten Bi^ und Asg, wo A wieder -= B ist.

(111)

(110)

(100)

(211)

(301)

(311)
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(loo;

110

J 1 1 ! l

J \ \ \ \ l

J ] L J 1 L

I \ 1 l I I 1 l

J U_i

Fig. 184. Ebenenabstand und Belastung im Typus Kochsalz.

Die Ordinaten entsprechen den Belastungen (Atomgewicht von A gleich dem von B

genommen), die Abzissen den Abständen. Links steht jeweilen das Symbol der Ebene.

Ununterbrochene Ordinaten beziehen sich auf A-Atome, gestrichelte auf B- Atome.
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VI. Als Beispiel komplizierter Strukturen mit längeren und sehr verschieden-

artigen Perioden der Ebenensätze sei ein Typus AB2 gewählt, wie er nach den Unter-

suchungen der Herren Bragg im Pyrit verwirklicht ist.

Kubisches Elementarparallelepiped mit a = 1.

Die konstitutierenden Punkte besitzen folgende Lage:

A = [0001 [Hol liOfl [OHI

(IGO)

(110)

(111)

^T t t
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B = Ei-^. ¥-^. ¥-^3 li + ^, 1 + ^. I + ^I

|x, i-x, l-x| |x, 1-x, | + x| ll-x, 1-x, xl

[[1 + ^, X, l-x| l[l-x, X, i-xl [1-x, 1+ ^, ^3

X wird in ungefährer Übereinstimmung mit Pyrit zu ^ angenommen. Die An-

ordnung ist paramorph hemiedriseh, die Flächenkomplexe beziehen sich darauf. Die

Angaben sind auf die zweite Stelle nach dem Komma aufgerundet. (Siehe Fig. 180).

(100
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L: 2A — 2B— 2ß — 2A— 2B — 2B — 2A
(100) —— —-— ^—^ —— —

8: 0,1 0,3 0,1 0,1 0,3 0,1

L: 2,31 A — 0,58B — 1,73B — 1,73B — 0,58B — 2,31 A
<111) —— — —

?: 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12

L: 1,41(A + B) — 0,71B — 0,71B - 1,41(A+ B)— 0,7lB — 0,71B— 1,41(A+ B)
(110) ' — — —— ' '

' ^ -

8: 0,14 0,07 0,14 0,14 0,07 0,14

L: 0,89A — 0,89B — 0,89B — 0,89 A — 0,89B — 0,89B— 0,89

A

(201) ' —— -— — ' —

'

^
c: 0,04 0,04 0,13 0,13 0,04 0,04

,. L: 0,60(2A+ B) — 0,60B-0,30B— 0,30B — 0,60B — 0,60(2A+ B) -

(311) —-—
'

'—

—

'——
^ S: 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06

L : 0,82 A-^0,41B—^0,41 B--0,41 B--0,82A^,41 B— 0,41 B^--0,41 B^— 0,82

A

8: 0,08 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,08

L:0,67A+B:_0,33B-0,33B_0,33B-0,67A_0,33B-0,33B_0,33B-0,67(A+B;
(221) • —

—

— —
o: 0,03 0,07 0,03 0,03 0,03 0,03 0,07 0,03

L:0,53(A+B]--0,27B_0,27B-0,27B-^,53A^,27B_^,27B-^

^8: 0,03 0,05 0,03 0,03 0,03 0,03 0,05 0,03

L: (I.63A — 0,32B — 0,32B — 0,32B — 0,32B — 0,63A — 0,32B— . . .

(301)
~ —

8: 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03

Die Berechnung ist für die gleichen Flächen wie früher durchgeführt. Nun ist

aber ein wichtiger neuer Umstand zu erwähnen. Im Typus Kochsalz und im Typus

Zinkblende gelten die abgeleiteten L und 8 für irgendeine Fläche der holoedrisch auf-

gefaßten Form (hkl). Im Typus Zinkblende vertauscht sich beispielsweise von (111) zu

(111) nur die Reihenfolge der verschiedenwertigen 8 hinsichtlich der Nullage. Die

Periodizität ist dieselbe. Man findet an natürlichen Kristallen auch beiderlei Tetraeder.

Anders ist es im Typus Pyrit für die hemiedrischen Formen. Man erhält zum

Exempel für

L: 0,89A — 0,45 B — 0,45 B — 0,45B — 0,45 B— 0,89A+ . . .

(210) — ' '
'

8: 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04

Positive und negative Formen ein und desselben spezialisierten Raumsystemes

verhalten sich somit verschieden.

In bezug auf L und 8 vor allen anderen Flächen ausgezeichnet ist der "Würfel (100).

VII. Als Rechnungsbeispiel bei rhomboedrischem Elementarparallelepiped seien

einige Flächen des Typus Graphit (nachC. Debye und P. Scherrer) untereinander

verglichen. Es ist a == b = c. a = ß = y-

a sei = 1 gesetzt. Dann heißen die Gleichungen:

Jhki = V"(h2 -f k« -)- p) sin *a 4- 2 (hk 4- hl + kl) (cos »« — cos c.)

8 = Vi + 2 cos 'g — 3 cos'^

J(hkl)

Wird in hexagonaler Auffassung das Achsenverhältnis als c-Wert angegeben, so

findet man den Winkel a für das Einheitsrhomboeder.

2 0^—3
''' « = 2^M^

a ist der Winkel zwischen den Rhomboederkanten , daraus berechnet sich der

Winkel zwischen den Rhomboederflächen an der Endecke:

— cos a -

cos p = ;;
,

1 + COS a



Allgemeines über Struktur und Massenverteilung 475

Das elementarste Achsenverhältnis leitet sich nach den Debye-Scherrerschen

Versuchen zu 1 : 4,06 ab.

a des Elementarrhomboeders ist 39° 45'.

Die konstituierenden Punktlagen sind: |0 Oj El | |li beide mit gleichen

Atomen A besetzt.

Daraus berechnen sich:

(111)

hexagonale Koordinaten: (0001)

(lOO
hexagonale Koordinaten: <1121>

(100)

hexagonale Koordinaten: (1011)

(110)

hexagonale Koordinaten: (0112)

(111)

hexagonale Koordinaten: (0221)

4,998 A^-4,998 Aj--4,998A_— 4,998A

0,92 0,92 0,92

1,845 A^-J,845 A^-^1,845 A^—_^1,845 A

0,34 0,34 0,34

1,565 A —J,565A^—J,565A—^1,565 A

0,19 0,38 0,19

1,471 A^^l,471 Aj— J,471A—^1,471 A

0,87 0,18 0,37

1,145 A_--_l,145 A^-J, 145 A_-^l,145 A

0,14 0,28 0,14

(111) ist eine ganz außerordentlich hervortretende Ebene mit sehr großer relativer

Belastung und großem ?. Die ausgezeichnete Spaltbarkeit verläuft parallel zu ihr.

Aus allen Beispielen geht hervor, daß im großen und ganzen Be-

lastung und Massenebenenabstand sehr rasch mit wachsenden Indizes

abnehmen. Doch ist die spezielle Reihenfolge stets durch die besondere

Atomanordnung bedingt. Nun ist als kristallographische Regel bekannt,

daß die häufigsten, im größeren Maße begrenzenden, natürlichen Kristall-

flächen sich in relativ kleinen Indizes ausdrücken lassen, wenn man

drei von ihnen zu Koordinatenebenen macht, deren Schnittkanten von

einer vierten in den Einheitsabständen geschnitten werden. Bravais

hatte dies mit Belastung und Ebenenabstand in Beziehung gebracht und

es liegt kein Grund vor, diesen Zusammenhang zu leugnen. Die stark

belasteten (gesättigten) und relativ weit voneinander abstehenden Massen-

ebenen werden im allgemeinen eine geringere Wachstumsgeschwindigkeit

aufweisen als die schwach belasteten mit kleinerem d. Entsprechend

einem verschiedenen chemischen Verhalten in verschiedenen Richtungen

hängen aber diese Wachstumsgeschwindigkeiten auch von der Kon-

stitution der Lösung ab und bedingen so im Wechselspiel mit Tempe-

ratur und Druck die verschiedenen Lokaltrachten der Mineralien. Die

strukturelle Bedeutung muß daher mehr oder weniger die Statistik zu

Rate ziehen. Ein weites Feld der Forschung hat sich hier aufgetan.

Nach gesammelter Erfahrung wird man umgekehrt, wie das im großen

bereits seit langem mit Erfolg von den französischen Kristallographen

versucht worden ist, die Gesetzmäßigkeiten zur genauen Struktur-

bestimmung benutzen können. Jetzt schon läßt sich in dieser Beziehung

viel tun und manche scheinbar unverständlichen Abweichungen, die
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Friedel imd andere Forscher gefunden haben, erhalten bei Berück-

sichtigung aller 230 Raumsysteme ihre zwanglose Erklärung. Bravais'

weitere Hj-pothese, daß Spaltflächen durch große Belastung und relativ

große Ebenenabstände gekennzeichnet sind, scheint sich ebenfalls zu

bewahrheiten. Es mögen dafür noch weitere Ursachen, die in der Atom-

schwerpunktsanordnung vielleicht gar nicht zum Ausdruck kommen, vor-

handen sein, eines der wächtigsten Momente wird aber die Massenver-

teilung und Bindung sein. Hinsichtlich dieser beiden Faktoren scheinen

mir folgende Annahmen plausibel zu sein. Zunächst sind relativ große

L- und d -Werte für eine gute Spaltbarkeit Vorbedingung. Außerdem

wird es zwischen den Baugruppen eines Kristallgebäudes (beispiels-

weise zwischen Fe und S2 im Pyrit, zwischen Ca und CO3 im Calcit,

zwischen Na und Cl im Kochsalz, zwischen Zn und S in der Zinkblende,

zwischen BU und Bi* in Wismut, zwischen ? Co und Co in Diamant)

Hauptbindungsrichtungen, entsprechend den kürzesten Abständen der

Baugruppenschwerpunkte, geben. Die Hauptspaltbarkeit wird sich dann

parallel derjenigen Ebene vorfinden, in denen derartige Hauptbindungen

enthalten sind, so daß durch eine zwischengelegte Ebene möglichst

w^enige zerrissen werden. Innere Komplexbindungen sollten durch eine

gute und glatte Spaltebene nicht zerrissen werden müssen. Es wird

also in den Ebenserien guter Spaltflächen einen extrakomplexaren

Zwischenraum geben müssen, durch den die Spaltung ermöglicht wird.

Neuerdings sind ganz andere in der Massenverteilung und Bindung nicht

zum Ausdruck kommende Faktoren für die Spaltbarkeit verantwortlich

gemacht worden. ^
Ohne eine ^litwirkung derartiger Erscheinungen be-

streiten zu wollen, erachte ich es doch für näher liegend, zunächst an

möglichst vielen Beispielen Erwägungen, wie sie soeben mitgeteilt wurden,

zu prüfen, urasomehr, als die Behauptung der Notwendigkeit einer Ein-

führung anderer Faktoren auf einer irrtümlichen Auffassung beruht.

Gerade die an das Spaltbarkeitsphänomeu anschließende Diskussion zeigt,

wie \Aichtig es ist, die Massenverteilung richtig zu beurteilen.

b. Über die Größen L und (^ bei allgemeinster Lage des Massenkomplexes

Wir wollen daher, um den Einfluß spezieller Punktlagen und

spezieller Raumsymmetrie systematisch zu betrachten, das Problem der

Ebenenbelastungen und Ebenenserien noch von einem allgemeinen Ge-

sichtspunkte aus diskutieren. Betrachten wir zunächst Raumsysteme,

deren Koordinatentripel gleichwertiger Punkte keine Zusatztranslationen

enthalten. Jede isomorphe Schar von Symmetrieelementen besitzt dann

Spiegelebeneu bezw. Drehungsachsen. Oh^ ist ein solches Raumsystem.

Die 48 Koordinatenwerte eines gleichwertigen Punktkomplexes all-

gemeinster Lage lauten:
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|mnp| |mnpl |m n pl |m u p| Ip m nj |pmn]] |pmn| |p m nl

[[npml |npnj| |n p m| |npml Im n pl |m n p| [[m n pl |m n pl

Ipmnl Ipmnl Ipmnl Ipmnl |npml |[n p ml fnpml [[npml

Inmpl lümpl |nmpl [[ümpl |m p nl |mpnl [[m p nl |m p nl

Ipiiml Ipnml Ipnml |p n m| |nmp| |n m pl [[nmpl |n m pl

Impnl Impnl [[mpn| Im p nl Ipnml |p d ml Ip n ml Ipnml

Die d berechnen sich für eine Ebeneaparallelserie (hkl) allgemein zu:

A ._ (da — dl) ab cV 1 -|- 2 cos a cos ß cos y— cos "« — cos ^ß — cos ^
J(hkl)

ab c Vi + 2 cos a cos ß cos y — cos *« — cos *ß —- cos *y
^^^ ^^^. ^^^^

J(hki)

bestimmte Kristallart und eine bestimmte Ebenenserie eine Konstante

(kubisch stets = ). Die Zahl verschiedener ö, also die Zahl
V Jcbkl)/

der Zwischenebenen einer elementaren Periode, wird somit

durch die Zahl verschiedener (d2 — di) bestimmt. Bezeichnen

wir willkürlich die Ebene, welche durch den Punkt |m n pl geht, als

Xullebene. so wird (siehe Formel 55)

Ji = (dl — do) = h(mi — m) + k(ni — n) -[- l(pi — p)

wo |mi ui pi| irgend ein zu |m npl gleichwertiger Punkt ist. Indem man

alle gleichwertigen Punkte in die Formel einsetzt, und den Abstand von

der Nullebene durch (du — do) = /in als den variablen Faktor charak-

terisiert, erhält man eine Keihe von Ji, Ai Jn-

So lange sich diese verschiedenen J nicht nur um addierte ganze

Zahlen voneinander unterscheiden, entsprechen sie verschiedeneu Zwischen-

ebenen. Sind |mnpl beliebig und (hkl) beliebig, so wird man
im allgemeinen so viele nichtidentische Ebenen einer Parallel-

serie erhalten, als einander gleichwertige Punkte vorhanden

sind (maxinxale Zähligkeit einer allgemeinen Punktlage).

Im kubisch-holoedrischen Raumsystem Dh\ also im allgemeinen 48.

Die J -Werte sind für diese Raumgruppe die folgende:

0: 2nk + 2pl; 2mh-[-2pl; 2mh + 2nk

(m — p) h + (n — m) k + (p — n) 1; (m -f- p) h + (n — m) k -f (p + a) 1;

(m + p) h+ (n -f- m) k+ (p - n) 1; (m — p) h -f (n + m) k + ,p + n) 1

(m — n) h -f- (n — p) k + (p — m) 1: (m + n) h -f- (n + p) k -f (p — m
) 1

;

(m — n) li + (n + p) k-f-(p4-m)l; (m + n) h+(n — p) k + (p4-m)l

2rah+2nk + 2pl; 2mh; 2nk; 2pl

(m-f-p) h4-(m-f-n) k -|- (p -f n) 1; (m — p) h'+Cn-f m) k + (p — n)l:

(m — p) h -|- (n — m) k -f (p + n) 1; (m-f-p) h + (n — m) k -f- ip — n) 1

(iii-f n) h-f (n + p) k4-(p + m)l; (m — n) h -|-(n — p) k+ (p+ m) 1;

(m -j- n) h -|- (n — p) k + (p ~ m) 1; (m— n) 1» + (»+ p) k -f- (p — m
'

1
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(m — n) h-f (n — m) k; (m-[-n) h-}-(n— m) k-|-2pl;

(m — n) h+ (n + m) k+ 2 pl; (in 4- n) h -f (n + m) k

(n-p) k + (p-n)l; (n + p) k + (p + n) 1;

2 mh -}- (n -[- p) k + (p - n) 1; 2 mh 4- (n — p) k+ (p + n) 1

(m — p) h + (p — m)l; (m-(-p) h+ 2 nk+ (p— m) 1;

(m + p)h+ (p + in)l; (m-p) h + 2nk + (p + m)l

(m + u) h + (n+ m) k + 2pl; (m— n) h+ (u + m)k;
(m + n) h -j- (n — m) k; (m— n) h + (n — m) k + 2 pl

2mh + (u + p) k + (p + n)l; 2mh-f (n— p) k + (p — n)l;

(n-p) k + (p-f n)l; (n + p) k+ (p-n)l
(m + p) h 4- 2 nk + (p -f- m) 1; (m — p) h -f- (p 4- m) 1;

(m — p) h + 2 nk + (p— m) 1; (m -}- p) h + (p — m) 1

Jedes Elementarparallelogramm einer der 48 Ebenen ist dann mit

einem Punkt der gleichwertigen Schar besetzt und die Abstände der

Ebenen lassen sich aus den 48 J -Werten berechnen. Wir spezialisieren

nun (hkl) und finden für (10 0) beispielsweise eine Reduktion auf

6 nichtidentische Punktebenen, von denen jede elementar mit 8 Punkten

besetzt ist. Die J -Werte für (100) reduzieren sich auf folgende ver-

schiedenartige :

0; 2 m, m — p, m -f p, m — n, m -|- n

Von der Serie (111) enthält jede Ebene 6 gleichwertige Punkte

[[m n p|. 8 nichtidentische Ebenen einer Serie sind mit gleichwertigen

Punkten besetzt. Die J -Werte für (111) ergeben sich zu:

0, 2n + 2p, 2m-|-2p, 2 m 4- 2 h, 2 m + 2 n + 2 p, 2 m, 2 n, 2 p.

Ein Elementarparallelogramm der Rhombendodekaederfläche (110)

absorbiert 4 gleichwertige Punkte, so daß die Serie aus 12 nichtideu-

tischen Ebenen mit folgenden J -Werten besteht:

0, 2 n, 2 m, 2 m -1- 2 n, n — p, n -j- p, 2 m -j- n -|- p, 2 m -|- n — p,

m— p, m + 2 n -{- p, m -|- p, m -f 2 n — p.

Der allgemeine Satz lautet:

Von einem gleichwertigen Punktkomplex [[m.np| allge-

meinster Lage werden von dem Elementarparallelogramm einer

Ebene (hkl) so viele Punkte absorbiert, als, auf die äußere

Flächensymmetrie bezogen, eine allgemeine Lage vielzählig

ist, sofern das Elementarparallelepiped einfach primitiv und alle Syni-

metrieelemente im Diskontinuum durch Spiegelebenen und Drehungs-

achsen (bezw. Drehspiegelachsen) vertreten sind. Ist v diese aufs Kon-

tinuum bezogene Zähligkeit für eine bestimmte Ebene, so ist die Zahl

nichtidentischer Ebenen der elementaren Serie = — wo u die Maximal-

zähligkeit einer Punktlage im Elementarparallelepiped ist.

Der Satz ist leicht verständlich. Die Flächensymmetrie wird durch

die auf der Ebene senkrecht stehenden Symmetrieelemente bestimmt;
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durch sie wird natürlich ein Punkt auf der Ebene in neue g-leichwertige,

komplanare Punkte übergeführt.

Sind jedoch die Symmetrieoperationen lediglich Gleitspiegelungen

und Schraubenbewegungen, so wird das im allgemeinen nicht der Fall

sein. Hingegen können dann bei bestimmten Werten von (hkl) die von

den Zusatztranslationen gebildeten Glieder der J -Werte ganzzahlig

werden, so daß sich wiederum eine Serienreduktion einstellt. Es sei

beispielsweise (010)^ Symmetrieebene. Gleichwertige Punkte sind dann

bei der Spiegelung |{m n p| |m n p] oder bei Gleitspiegelung mit der Gleit-

komponente in der a-Richtung |[m n p| [[m -[- i» n, p|. Im ersteren Falle

absorbiert eine Ebene (h 1) beide zusammengehörigen Punkte, im

zweiten Falle nur dann, wenn h eine gerade ganze Zahl ist, denn unter

diesen Umständen allein wird z/ =^ fh = eine ganze Zahl, die zugehörige

Ebene mit der Nullebene ident. Ist h von (hol) ungerade, so wird die

Periode von einer zweiten Ebene halbiert; jedes Elementarparallelogramm

absorbiert nur einen Punkt. Ist schließlich die auf einer Ebene senk-

recht stehende Sj^mmetrieachse nur Schraubenachse, so finden sich die

Zwischenebenen in den durch die Schraubungskomponenten bestimmten

Abständen. Die Symmetrieoperation verursacht keine Serienreduktion

mehr. Eine Reduktion der Ebenenserien senkrecht zu Gleit-

spiegelebenen und Schraubenachsen findet somit nur statt,

wenn die Summe der Produkte aller auf die Gleitung oder

Schraubung bezüglichen Zusatztranslationen mit ihren ent-

sprechenden Indizes eine ganze Zahl wird.

Da aber, wo die Zahl der Zwischenebenen gegenüber der Zahl

einer nicht auf der Gleitspiegelebene senkrecht stehenden Ebenenserie

in der Elementarperiode unverändert bleibt, nehmen wir etwas anderes

wahr. Es sei h ungerade. Für ein derartiges (h 1) werden nun im

obigen Beispiel die J -Werte zu und |h, also, da h eine ganze Zahl

ist, zu und
-f.

Ist eine zweite Punktlage |[mi n, pi| gegeben, so

werden auf die erste bezogen die J -Werte zu h (nii — m) + 1 (Pi — P)

und zu h (mi — m) + 1 (pi — p) -|- f h. Bezeichnen wir den einzig von

mi und pi abhängigen Ausdruck h (mi — m) + 1 (pi — p) mit Xi, so

werden die J -Werte zu Xi und Xi -\- j. Für einen dritten und vierten

Punkt würden sie zu x^ und X2 -\- |, bezw. Xs und X3 + | usw. Hin-

sichtlich der Belastungen wiederholen sich somit die Ebenenperiodeu

bereits nach der Hälfte der Elementarperioden. Auf jede Massen-

ebene folgt im halben Elementarperiodenabstand eine gleich

belastete Massenebene, lediglich mit spiegelbildlicher Stellung

der Massenteilchen. Hinsichtlich aller derjenigen Erscheinungen,

für die Stellungsverschiedenheiten der Teilchen keine Rolle spielen, die

also nur von der Periodizität der Massenebenenbelastungen
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abhäng'ig sind, hat sich somit die Periode gegenüber der

Elementai'periode verkleinert. Wir wollen diese Perioden Be-

lastungsperioden oder, da sie sehr wahrscheinlich für die rönt-

genometrischen Effekte allein von Bedeutung sind, Röntgenperioden

nennen.

Was hier für Gleitspiegelebenen gezeigt wurde, gilt mutatis uiutandis

auch für Schraubenachsen. Das Raumsystem Ci^ besitzt beispielsweise die

Koordinatentripel : |[m, n, p| [[n, m, p + 13 [[m, n, p + |3 [[n, m, p + ||. Die

J -Werte für (0 01) sind: 0, f, |, |. Die Elementarserie besteht aus

vier einpunktigen Massenebenen, wie bei einer schief zur Achse stehenden

Ebenenserie. Aber die Belastungsperiode oder Röntgenperiode ist

c
ein Viertel der Elementarperiode geworden, immer finden wir in A -{- -^,

z\ + |, A-\- ^/ gleich belastete Ebenen (0 01).

Findet somit senkrecht zu Gleitspiegelebenen oder

Schraubenachsen eine Reduktion der Ebenenserie der Ele-

mentarperiode nicht statt, so wird die Belastungs- oder Rönt-

genperiode ein Bruchteil der Elementarperiode.

Schließlich ist der Einfluß komplexerer Translationsgruppen, das

heißt mehrfach primitiver Elementarparallelepipede, zu untersuchen. Die

Element arzähligkeit gleichwertiger Punkte ist dann, der auf nicht-

elementare Translationen bezüglichen Zusatzkomponenten wegen, ein

Vielfaches der gewöhnlichen Indizeskombination. Infolgedessen erhöht

sich im allgemeinen auch die Zahl der Zwischenebenen auf Elementar-

perioden bezogen (nicht primitive Perioden!). Eine Erhöhung findet

stets dann nicht statt, wenn die Summe derjenigen Fläclienindizes, die

sich auf Achsenrichtungen beziehen, denen Zusatzkomponenten ent-

sprechen, durch den Nenner des Zusatzkomponentenbruches ganzzahlig

teilbar sind. Dementsprechend vervielfacht sich aber die Belastung für

derartige Ebenen. Die Erhöhung der Zahl der Zwischenebenen findet

nur hinsichtlich der elementaren Periode statt. Entsprechend verkleinert

sich auch hier die Belastungsperiode oder Röntgenperiode. Sie

ist unter diesen Umständen gleich der primitiven Periode.

Beispiele: Ist das Elementarparallelepiped innenzentriert, so sind

die Zusatzkomponenten ^, -, -. Serienreduktion auf die Zahl für ein-

fach primitives Elementarparallelepiped, und Verdoppelung der Belastung,

findet für diejenigen Ebenen statt, deren ^~^ ganzzahlig ist. Ist

~ nicht ganzzahlig, so ist die Belastungsperiode die Hälfte der

Elementarperiode. Ist die Basisfläche des Elementarparallelepipeds
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zentriert fZusatzkompoiienten -, -), so sind durch halbe Seriengröße

h+ k
und doppelte Belastung die Ebenen ausgezeichnet, für die . eine

ganze Zahl (einschließlich stets Null) ist. Analoge Sätze gelten für die

Zentrierung eines anderen Seitenflächenpaares. Sind alle sechs Seiten-

flächen des Elementarparallelepipeds zentriert, so sind die Zusatzkom-

ponenten ^, ^; ^r, ^j ^) 77- Ist die Summe irgend zweier Indizes

der Fläche durch 2 ganzzahlig teilbar, so sind die Ebenenelementar-

parallelogramme viermal so stark belastet als bei einfachem Parallel-

epiped (h, k, 1 sind dann einzeln ungerade). Es sind auch elementar

nur soviel Zwischenebenen vorhanden, als ob das Parallelepiped einfach-

primitiv wäre. In jedem anderen Falle ist wenigstens die Summe zweier

Indizes durch 2 teilbar, die Serien sind doppelt so groß wie bei einfach-

primitivem Elementarparallelepipeds die Belastung ist ebenfalls doppelt

so stark. Fig. 59 auf Seite 115 zeigt den Zusammenhang zwischen

einfach hexagonaler Translationsgruppe und rhomboedrischer Trans-

lationsgruppe, bezogen auf ein Parallelepiped mit drei Bravais 'sehen

Achsen als Kanten. Die Achse aa findet sich als überzählig nicht vor.

2 ai
Die Zusatzkomponenten des rhomboedrischen Gitters sind dann: —

,

a> c - ai 2 ao 2c - , . , a i- ^ n 2 ai ag 2c ,

-, - und -, —-, - oder bei anderer Aufstellung -

, -, - und00000 000
', --^, -. Alle diejenigen Ebenen schief zur Hauptachse sind daher000

durch stärkere Belastung und geringere Serienzahl ausgezeichnet, für

welche, bezogen auf das Symbol (hkil), die Werte 2 h -f k -|- 1 und

h + 2k + 21 oder 2h 4-' k -f 21 und h + 2k -f 1 durch drei ganzzahlig

teilbar sind. Den vier Bedingungen entsprechen die zwei vereinfachten

Bedingungen : k-\-\ — h oder h -|- 1— k durch drei ganzzahlig teilbar,

beziehungsweise Null. Dadurch unterscheidet sich das rhom-
boedrische Raumgitter scharf vom hexagonalen. Bei letzterem

sind diejenigen Ebenen, deren Indizes die oben hingeschriebenen Be-

dingungen . erfüllen, vor den anderen Ebenen in keiner Weise aus-

gezeichnet. Wir nennen diese Bedingungen kurz die Rhomboeder-
bedinguugen. Ist daher bei gegebener Größe des Elementar-

parallelepipeds ein einziger gleichwertiger Komplex von

Massenteilchen allgemeinster Lage vorhanden, so sind Ebenen-
belastung und Zahl der Zwischenebenen zunächst abhängig
von der Art der Translationsgruppe und der Art des Raum-
systems. Der Einfluß dieser Faktoren auf eine bestimmte
Ebene oder auf Ebenen einer Zone ist stets berechenbar.

Niffgli, Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums ,31
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Haupttabelle X. Belastungen und Ebenenserien in

Punktkomplex

Rauragruppe
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deu kubischen Raurasystemeu für einen gleichwertigen

allgemeinster Lage

(hhl) (kkh) (hkl)

12 zu 1 12 zu 1 12 zu 1

Je nachdem, ob alle Indizes ungerade oder nicht

12 zu 4 oder 24 zu 2

ob Summe der Indizes gerade oder ungerade

12 zu 2 oder 24 zu 1

12 zu 1 12 zu 1 12 zu 1

ob Summe der Indizes gerade oder nicht

12 zu 2 oder 24 zu 1

24 zu 1 24 zu 1
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Haupttabelle X

Raumgruppe
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(Fortsetzung)

(hhl) (kkh) (hkl)

24 zu 1 24 zu L 24 zu 1

24 zu 1 24 zu 1 24 zu 1

Je nachdem, ob alle Indizes ungerade odijr nicht

24 zu 4 oder 48 zu 2

Je nachdem, ob alle Indizes ungerade oder nicht

24 zu 4 oder 48 zu 2

ob Summe der Indizes gerade oder nicht

24 zu 2 oder 48 zu 1

24 zu 1 24 zu 1 24 zu 1

ob Summe der Indizes gerade oder nicht

24 zu 2 oder 48 zu 1

24 zu 2 24 zu 2

Je nachdem, ob Summe der Indizes gerade oder nicht

24 zu 2 oder 48 zu 1

48 zu

48 zu 1

Je nachdem, ob Summe der Indizes gerade oder nicht

24 zu 2 oder 48 zu 1

24 zu 2 24 zu 2

48 zu 1

48 zu

Je nachdem, ob alle Indizes ungerade oder nicht

24 zu 8 oder 48 zu 4

Je nachdem, ob alle Indizes
ungerade oder nicht

48 zu 4 oder 96 zu 2

48 zu 4 48 zu 4
Je nachdem, ob alle Indizes

ungerade oder nicht

48 zu 4 oder 96 zu 2

Je nachdem, ob alle Indizes ungerade oder nicht

24 zu 8 oder 48 zu 4

Je nachdem, ob alle Indizes

ungerade oder nicht

48 zu 4 oder 96 zu 2

48 zu 4 48 zu 4
Je nachdem, ob alle Indizes

ungerade oder nicht

48 zu 4 oder 96 zu 2

ob Summe der Indizes gerade oder nicht

24 zu 4 oder 48- zu 2

Je nachdem, ob Summe der In-

dizes gerade oder nicht

48 zu 2 oder 96 zu 1

Summe der Indizes gerade und durch 4 teilbar: 24 zu 4
|

jg nachdem, ob Summe der In-
Summe der Indizes gerade, aber durch 4 nicht

|

^j^^^ ^^^^^ ^^ ^.^^
teilbar 48 zu 2

i

°

Summe der Indizes ungerade *.
. . 96 zu 1 |

•*» ^^ 2 oder 96 zu 1
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Eindeutig bestimmt ist das Verlitältnis der drei Elemeutarabstände

in der kubisclien Abteilung. Wir können daher eine für alle kubischen

Kristalle gültige Tabelle sofort aufstellen. Die Diskussion dieser Tabelle

wird uns zeigen, in welch ausgedehnter Weise sich die Kristallographie

des Diskontinuums noch entwickeln läßt. (Siehe Tabelle X.)

Es ist eine so allgemeine Punktlage vorausgesetzt, daß spezielle

geometrische Koinzidenzen mit keiner einfachen Ebene auftreten. Für

jedes Raumsystem ist angegeben, wie viele Zwischeuebenen eine

elementare Periode der Ebenen (100), (111), (HO), (hkO), (hhl), (hkh),

(h k 1) enthält, und mit wie vielen gleichwertigen Punkten ein Elementar-

parallelogramm besetzt ist. So bedeutet beispielsweise 6 zu 2 unter

(10 0) von %^ 6 Zwischenebenen mit je 2 gleichwertigen Punkten pro

ElementarparallelogTamm. Die Tabelle zeigt, wie jedes Raum-
system auch hinsichtlich der Ebenenbelastung und Größe der

Ebenenserien seine individuellen Merkmale besitzt. Diese
können dazu dienen, kristallographisch-geometrisch das wahr-
scheinlichste Raumsystem einer gegebenen Kristallart zu be-

stimmen. Dabei wird man sich zunächst auf die Häufigkeiten der

Kristallflächen beziehen, indem man das Bravais'sche Gesetz als gültig

annimmt. Durch die ausgedehnten Untersuchungen französischer

Kristallographen hat sich herausgestellt, daß im großen und ganzen

jede Kristallart hinsichtlich der Reihenfolge der wichtigsten Flächen auf

ein bestimmtes Elementarparallelepiped zurückgeführt werden kann.

Doch sind häufig sehr konstante und gesetzmäßige Abweichungen vor-

gefunden worden. Diese als Abweichungen registrierten Merkmale

werden zu einem großen Teil darauf beruhen, daß, in Anlehnung an

den Bravais'schen Standpunkt, von diesen Forschern nur die sym-
morphen Raumsysteme (ohne selbständige Gleitspiegeloperationen und

Schraubenbewegungen) berücksichtigt wurden. Findet man daher Ab-

weichungen, die gesetzmäßig in einem der anderen Raumsysteme auf-

treten müssen, so liegt der Schluß nahe, daß sie durch das Vorhanden-

sein dieser speziellen Symmetrieoperationen bedingt sind. Beispiele will

ich erst erwähnen, nachdem noch ein anderer Einfluß auf Ebenen-

belastung und Serienzahl berücksichtigt worden ist. Auf eine allgemeine

Erscheinung möchte ich aber doch hier schon hinweisen. Jedem

Kristallographen ist bekannt, daß von den Hemiedrien der kubischen

Abteilung die der Tetraedrie und Tetartoedrie (hemimorphe und tetar-

toedrische Klasse) weit häufiger bereits in den natürlichen Kristall-

formen zum Ausdruck kommen als etwa die der paramorphen Hemiedrie

(z. B. Alaun) und der plagiedrischen Hemiedrie (z. B. Sylvin).

Das beruht darauf, daß in den erstgenannten Hemiedrien Mer-

und Zwölflächner mit relativ geringer Seriengröße, also großer zu er-

wartender Häufigkeit des Auftretens, bereits die hemiedrische Entwick-
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hing- zeigen, während es in den anderen Abteilungen erst 12- bezw.

24-Flächner sind, die das tun. Die Yier-Flächner der erstgenannten

Hemiedrien sind noch dadurch ausgezeichnet, daß sie auf " trigoualen

Achsen senkrecht stehen, die in allen Raums^'stemen als Drehungsachsen

auftreten müssen. Deshalb ist das Tetraeder in allen diesbezüglichen

Raumgruppen eine wichtige Fläche. Daß die auf Symmetrieelementen

senkrecht stehenden Flächen wichtig sind, ist - wohlbekannt. Treten

einmal solche Flächen nicht in der normalen Reihenfolge für eine der

möglichen Translationsgruppen auf, so ist es das Nächstliegende, anzu-

nehmen, daß Gleitspiegelebenen, beziehungsweise Schraubenachsen vor-

handen sind. Sind umgekehrt gewisse Flächen außer ihrer normalen

Reihe für eine Kristallart hochbedeutsam, so ist nicht ausgeschlossen,

daß darin bereits ein spezieller Strukturtypus zum Ausdruck kommt.

Beispielsweise ist unter den regulär holoedrischen Raumsystemeu £)h^°

dadurch ausgezeichnet, daß (211) nicht mehr Zwischenebenen besitzt als

die Hauptformen (100) und (110), bedeutend weniger als (111). (211)

muß dann eine der wichtigsten Flächenformen werden. Oder unter den

paramorph hemiedrischen Raumsystemen der kubischen Abteilung sind

nur in XhS 'Xh^, ^h' die Pentagondodekaederfolgen normal. In drei

Raumsystemen ^^h^, S^h^, ^h^ sind diejenigen Pentagondodekaeder durch

geringere Seriengröße und stärkere Ebenenbelastung ausgezeichnet, für

welche h und k ungerade sind. Einzig in ^^h^ ist das Umgekehrte der

Fall, hier einzig rangiert (210) sehr nahe (110). (Siehe Tabelle X.)

c. Benutzung der gefundenen Abhängigkeitsbeziehungen zur Raumsystemsbestimmung

Alle diese Beziehungen zwischen Belastung, Massenebenenabstand,

Serienzahl und Charakter des Raumsystemes erhalten nun dadurch

eine ganz außerordentliche Bedeutung, daß sie die wesentlich maß-

gebenden Größen sind, welche die von M. v. Laue, W. H. und
'^'. L. Bragg und P. Debye gefundenen Effekte bei der Durchstrah-

lung von Kristallen mit Röntgenlicht bedingen. Da sie für fast alle

Raumsysteme einer gegebenen Symmetrieklasse verschieden sind, muß
es bei Anwesenheit eines relativ schweren Atomes in allgemeinster Lage

möglich sein, auch auf diese Weise das Raumsystem einer gegebenen

Kristallart und Kristallklasse zu bestimmen. Dabei möge von solchen

innerhalb der Fehlergrenzen der Bestimmung liegenden verschieden-

artigen Deutungen, wie sie im dritten Abschnitt bei der Besprechung

der Kochsalzstruktur diskutiert wurden, abgesehen werden; es werden

also nur die aus den Experimenten folgenden einfachsten Deutungen

berücksichtigt^).

^, Auf die physikalischen Grundlagen dieser Bestimmungsmethoden soll hier nicht

eingegangen werden, da aber das Problem der Kristallstrukturen erst durch sie aktuelle
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Da bis jetzt an deu von Röntgenstrahlen an Kristallen hervor-

gerufenen Interferenzerscheinungen nichts wahrgenommen werden konnte,

das als Einfluß der Atomsymnietrie oder Atomstellung zu deuten wäre,

ist die wirksame Eöntgenperiode (R) durch die periodische Wieder-

kehr gleichbelasteter Ebenenserien gegeben, gleichgültig, ob in den eine

Periode bedingenden Ebenen die Atome parallele Stellung besitzen oder

nicht. Die Röntgenperiode kann daher unter umständen ein Teil der

Identitätsperiode oder der aus den Kanten des Elementarparallelepipeds

berechneten Elementarperiode sein. Naturgemäß kann sie niemals größer

sein. Die bei gegebener Röntgenperiode R einer Ebenenserie an-

sprechenden Wellenlängen der Röntgenstrahlen sind durch die Formel

n;. = 2 R sin« (56a)

gegeben, wo a den Neigungswinkel der einfallenden Strahlen zur Ebene

darstellt, n die Werte von 1, 2, 3, 4, 5 n annehmen kann.

Ist n = 1, so spricht man von Wellenlängen 1. Ordnung, bei n =^ 2

von 2. Ordnung und bei n = n von n*<^' Ordnung. Kennt man die

Bedeutung erlangt hat, mag folgende Anmerkung manchen Lesern erwünscht sein. Die

Wellennatur einer Strahlung wird in der Physik durch die ßeugungs- und Interferenz-

erscheinungen an Gittern bewiesen. Damit diese Interferenzerscheinungen auftreten,

darf die Lichtweite der Beugungsgitter höchstens 20—50 mal so groß sein, als die

Wellenlängen der betreffenden Strahlen. Physikalische Überlegungen zeigten, daß die

Röntgenstrahlen, sofern die Wellentheorie auf sie anwendbar ist, Wellenlängenwerte be-

sitzen müssen, die etwa 1000 mal kleiner als die des violetten Lichtes sind. Eine künst-

liche Darstellung von Beugungsgittern in diesen Dimensionen schien undenkbar. Einer

Anregung von Laue zufolge benutzten nun Friedrich und Knipping die natürlichen

Kristalle als Raumgitter. Sie bewiesen so einerseits die Wellennatur des Röntgenlichtes,

anderseits die Gitterstruktur der Kristalle in mit den Röntgenwellenlängen kommen-

surablen Dimensionen.

Benutzt man inhomogenes Röntgeulicht von verschiedenen Wellenlängen, das

man als dünnes Bündel durch eine Kristall platte hindurchgehen läßt, so zeigt sich, daß

hinter dem Kristall die Röntgenstrahlen gebeugt sind und miteinander interferieren. In

einzelnen Richtungen treten so Intensitätsmaxima auf, die als Schwärzungsflecken auf

einer photographischen Platte fixiert werden können. So entstehen die als Laue-
diagramme bezeichneten Beugungsbilder. Der Kristall hat das inhomogene
Röntgenstrahlenbündel spektral zerlegt. Nach jeder Richtung werden
nur Strahlen bestimmter Wellenlänge gesandt. Bragg hat dann gezeigt, daß

der Erscheinungskomplex so aufgefaßt werden kann, als ob die Röntgenstrahlen an den

Massenebeneu reflektiert werden, wobei die Formel 56 a die Beziehung zwischen Röntgen-

periode der Ebenenserie, Glanzwinkel der einfallenden Strahlen und ansprechender

Wellenlänge herstellt. Es läßt sich nun jedem Interferenzflecken auf der photographischen

Platte eine Massenebenenserie zuordnen und die Intensität ist aus dem Grad der Schwär-

zung ersichtlich. Die Formeln 56a und 56b zeigen ferner, wie man nacli Bragg die

Röntgenperiode direkt bestimmen kann, wenn homogenes Röntgeulicht von be-

stimmter Wellenlänge benutzt wird. Unter bestimmten Winkeln a zeigen sich dann

Intensitätsmaxima reflektierter Strahlen. Die Größe dieser Intensitätsmaxima mit wecli-

selndem n gibt über die Massenverteilung in Zwischenebenen Aufschluß, sofern das

Beugungsvermögen, wie angenommen wird, von den Belastungen abhängig ist.
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Wellenlänge, die Ordnungszahl und den Winkel a, so ergibt sich für

die bestimmte Ebenenserie die Röntgenperiode zu

n = ^'J-- (56 b)
2 sin «

Finden sich in —, 7;;, 777; einer durch zwei Ebenen mit der
h X %

Belastung L definierten Röntgenperiode von (hkl) noch weitere Massen-

ebenen mit den Belastungen L', L", L'" , so ist unter gewissen

Bedingungen bis auf einen Proportionalitätsfaktor die Amplitude der

durch die Interferenzerscheinungen bedingten resultierenden Welle

n*" Ordnung gegeben durch ^)

A n = L -|- L' cos n - + h" cos n ,
- + L cos n—— + (56 c)

Die L werden neuerdings nicht aus den Atomgewichten, sondern

den positiven Elektronenzahlen (Ordnungszahlen) gebildet. Mit den

Amplituden stehen im engen Zusammenhang die Intensitäten, die nach

dem Braggschen Verfahren für jede einzelne .Ordnung meßbar sind

und die nach dem Laue- und Debye -Verfahren in kombinatorischer

Weise die Intensitäten der auf den photographischen Platten und Films

erscheinenden Interferenzpunkte oder Interferenzstreifen mitbestimmen.

Es muß daher möglich sein, nicht nur die Röntgenperioden einer be-

liebigen Ebenenschar zu bestimmen, sondern auch die relativen Verhält-

nisse zwischen den Amplituden. Um daraus die Massenverteilung, be-

ziehungsweise die Struktur, abzuleiten, braucht nur die Abhängigkeit

der Röntgenperioden, der Belastungen, der Zahl der Zwischenebeneu

einer Röntgenserie, sowie der --Werte, von der Art des Raumsystemes
t

und den Koordinaten der Massenschwerpunkte bekannt zu sein. Man
ersieht ohne weiteres, wie wichtig die soeben besprochenen Gesetzmäßig-

keiten für die Strukturdeutung sind. Um sie dem speziellen Zwecke

dienstbar zu machen, sind nur geringe Ergänzungen notwendig. Liegt

ein Atom mit nicht zu vernachlässigendem Beugungsvermögen in all-

gemeinster Lage, so wird für alle nicht auf Symmetrieelementen senk-

recht stehenden Flächen die Röntgenperiode der Identitätsperiode in

der betreffenden Richtung gleich sein. Diese Periode ist ihrerseits der

Elementarperiode in der diesbezüglichen Richtung gleich, wenn das

Elementarparallelepiped einfach primitiv ist. Ist das Elementarparallel-

epiped mehrfach primitiv (z. B. innenzentriert oder flächenzentriert), so

treten die auf Seite 480/81 angeführten Gesetzmäßigkeiten auf: Die Rönt-

genperiode hat die normale Größe, die sich aus den Elementarabständen

^) Sofern die Massenebenenverteilung vom Anfangspunkt an symmetrisch ist. sonst

kommen noch die Sinusglieder hinzu.
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a, b, c für die fragliche Ebene (hkl) berechnet, wenn die neuen iden-

tischen Atome in die Massenebenen der Eckatome des Elementarparallel-

epipeds fallen, die Belastungen also pro Elementarparallelogramm sich

vervielfachen. (Bei innenzentriertem Parallelepiped also beispielsweise

dann, wenn die Indizessumme geradzahlig ist). Die Röntgenperiode ist

die Hälfte, oder bei rhomboedrischer, auf hexagonales Elementarparallel-

epiped bezogener Translationsgruppe, ein Drittel der elementaren Perioden,

sofern die Belastungen sich gleichbleiben, aber in | oder | gleich-

belastete Zwischenebenen auftreten. (Bei innenzentriertem Elementar-

parallelepiped also dann, wenn die Indizessumme nicht geradzahlig ist.)

Daraus ergeben sich folgende Methoden der Bestimmung der

Translatiousgruppe beziehungsweise der Art des Elementar-

parallelepipedes. Im Bragg sehen Verfahren arbeitet man mit einer

bestimmten Wellenlänge der Röntgenstrahlen, man bestimmt somit die

Winkel a für die Spektren erster Ordnung verschiedener Flächen all-

gemeiner Formen, berechnet daraus nach (56b) die Böntgenperioden

und untersucht, welcher Art die Gesetzmäßigkeiten sind. Meistens wird

die Untersuchung an drei oder zwei Flächen eindeutige Auskunft geben.

Findet man beispielsweise an allen Flächen dieser Art, gleichgültig, ob

die Summen zweier Indizes oder die Gesamtsummen der Indizes gerade

sind oder nicht, gleichgültig auch, ob alle Indizes ungerade oder ob sie

gemischt sind, Böntgenperioden, die bei Annahme von gleichen a, b, c-

Werten als Elemeutarabstände berechenbar sind, so können in der

monoklinen, rhombischen, tetragonalen und kubischen Abteilung nur

einfachprimitive Elementarparallelepipede , einfache Translationsgruppen,

vorliegen. Derartige Böntgenperioden sollen normal genannt werden,

die aus a, b, c resultierenden Elementarabstände in beliebiger Richtung

wollen wir mit d bezeichnen. Wir hätten in diesem Falle also für alle

Flächen allgemeiner Formen normale Böntgenperioden, oder für alle

derartigen Flächen wäre R = d. Ist, um ein zweites Beispiel zu wählen,

anderseits R = d, wenn alle Indizes ungerade sind, R aber = - (be-

zogen auf gleiche a, b, c-Werte), wenn die Indizes gemischt sind, so

kann nur ein allseitig flächenzentriertes Elementarparallelepiped der

Struktur zugrunde gelegt werden.

Die Interferenzmuster der Laue -Photogramme entstehen unter der

Einwirkung eines nach kleineu Wellenlängen hin meist scharf begrenzten

größeren Spektralbereiches von Röntgenstrahlen. Man wird daher für

verschiedene Richtungen die Interferenzmuster herstellen und unter Be-

rücksichtigung aller Fehlerquellen die Interferenzpunkte genau den ent-

sprechenden Ebenenserien zuordnen. Stellt man nun statistisch alle

auftretenden Flächen allgemeiner Form zusammen, so wird man den

Einfluß der Translationsgruppe erkennen müssen. Handelt es sich
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l)eispielsweise uin ein basiszentriertes Elementarparallelepiped, so werden

bei ähnlicher Indizessumnie diejenig-en Flächen, für welche h -}- k gerad-

zahlig- ist, doppelte Belastung und bedeutend größere ßöntgenperiode

besitzen, als die anderen Flächen. Infolge der unteren Spektralbegren-

zung- des einfallenden Wellenbündels werden sie daher bei relativ großen

Indizes einzig vorhanden sein. Im statistischen Sinne müssen somit die

schon für die natürliche Flächenbeg-renzung abgeleiteten Beziehungen

im Interferenzmuster noch weit schärfer zum Ausdruck kommen.

Hat man nach einer dieser zwei Methoden (die Debye-Methode

ist der von Laue ähnlich) die Translationsgruppe bestimmt und kennt

man die Kristallklasse des zu untersuchenden Kristalles genau oder

ungefähr, so läßt sich das Raum System auffinden, indem man analoge

Untersuchungen auf die mit Symmetrieeigenschaften behafteten Flächen

ausdehnt. Für alle derartigen Flächen wird die Röntgenperiode im

allgemeinen nur dann dem Identitätsabstande der Flächenserien gleich

sein, wenn parallel den senkrecht zur Fläche stehenden Symmetrie-

elementen Scharen gew()hnlicher Symmetrieelemente (Drehungsachsen,

Spiegelebenen) auftreten. In solchem Falle werden auch die Belastungen

den Symmetrieeigenschaften gemäß erhöht sein. Bei Anwesenheit von

Schraubuug oder Gleitspiegeluug treten kompliziertere Verhältnisse auf,

und man wird in den Symmetriezonen oft in verschiedenem Verhältnis

zu den Elementarabständen stehende Röntgenperioden erkennen können.

Es sei auf die Seite 479/81 erwähnten Beispiele verwiesen. Aus der die

kubische Abteilung betreffenden Haupttabelle X lassen sich beispiels-

weise alle Daten herauslesen, die zur Bestimmung kubischer Raum-

systeme nach dem Verfahren von Bragg oder Laue notwendig sind.

Es sind in jeder Klasse die Raumsysteme mit gleicher Translations-

gruppe zusammenzufassen. In den symmorphen Raumsystemen findet

mau hinsichtlich R die für die Translationsgruppe charakteristischen

Merkmale. Ist gegenüber den entsprechenden symmorphen Gruppen in

einem anderen Raumsystem bei bestimmten Indizes die Zahl der Zwischen-

ebenen verdoppelt, so wird die Röntgenperiode die Hälfte jener sein usw.

Eine spezielle Tabelle für das Braggsche Verfahren läßt sich so sofort

herstellen. Da man bei kubischer Kristallisation stets in erster Linie

die Röntgenperioden für (100), (HO) und (111) bestimmen wird, so mag

es hier genügen, die Verhältnisse anzugeben, in welchen diese Perioden

in den einzelnen Raumsystemen stehen. Dadurch schränkt sich jeweilen

die Zahl der möglichen Raumgruppen bereits bedeutend ein, weitere

Unterscheidungen sind dann unter Berücksichtigung der in den Zonen

der (hkO), (hhl) und (hkh)- Flächen auftretenden Gesetzmäßigkeiten

möglich. Die Röntgenperiode (100) ist in dieser Tabelle XI gleich 1 ge-

setzt; wie sie sich zu der Elementarkautenlänge des Würfels a verhält,

ist in der letzten Kolonne angegeben.
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Haupttabelle XI. Röntgenperiodenyerhältnisse

in den kubischen Raumsystemen

Raum-
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Für die übrigen Raumsystenie ist eine ausführliche Bestininnings-

tabelle konstruiert worden (Tabelle XII). Darin ist d die für eine

Ebenenserie aus den Elementargrößen a, b, c «, ß, 7 berechnete Periode,

R die Röntgenperiode. Ist für Flächen ein- und derselben Symmetrie-

zone R teils gleich d, teils gleich — , so sind im letzteren Falle die

Belastungen stets relativ halb mal so gToß wie im ersteren Falle. Be-

rücksichtigung dieses Umstandes gestattet auch statistische Gesetz-

mäßigkeiten der Intensitätsverteilung in Symmetriezonen der Laue-
Diagramme zur Bestimmung zu benutzen. In der Bestimmungstabelle XII

sind im allgemeinen nur die unterscheidenden und zur Unterscheidung

notwendigen Merkmale mitgeteilt. Um den allgemeinen Charakter eines

Raumsystemes hinsichtlich der Massenverteilung zu konstruieren, wird

man auf die analytisch -geometrische Untersuchung des III. Kapitels zu-

rückgreifen. Da das Koordinatensystem gleichwertiger Punkte stets

angeführt wurde, wird es den Lesern keine Mühe machen, die Art der

Ebenenserien in anderen Richtungen selbst zu bestimmen.

Haupttabelle XII

zur Bestimmung nichtkubischer Raumsysteme bei Anwesen-
heit von Atomen in allgemeiner Lage.

Triklin hemiedrische Klasse, ß^.

Triklin holoedrische Klasse. Sj.

Monoklin hemiedrische Klasse (bezogen auf einfache Translationsgruppe (A) oder

(B) innenzentriertes Elementarparallelepiped).

A. Domen durchwegs mit R == d und einfacher Belastung.

1. Alle Pedien mit R = d und doppelter Belastung. (Sj'.

2. Pedien teils mit R := d, teils mit R = -, das erstere je nach Koordinaten-

wahl, wenn ein Index oder die Summe ^) = 2i. ß^^

B. Zweierlei Domen. Bei bestimmter Wahl von a und c derart, daß R = d auf-

tritt, wenn die Indizessumme = 2i ist, sonst R = -.

1. Zweierlei Pedien unter entsprechenden Bedingungen, die einen mit vierfacher,

die anderen mit doppelter Belastung. TR = d und -V 6^'.

2. a und c sind eventuell so wählbar, daß alle Pedien bei doppelter Belastung

R = - besitzen G/.

Monoklin hemimorphe Klasse. (Gleiches Bezugssystem wie oben.)

A. Sphenoide durchwegs mit R = d und einfacher Belastung.

1. (010) mit R = b. ü^'.

2. (010) mit R = ^. ^i.

B. Zweierlei Sphenoide. Bei bestimmter Wahl von a und c beispielsweise derart,

daß R = d auftritt, wenn die Indizessumme = 2i ist; sonst R ::= --. d,,'.

^) 2i bedeutet im folgenden immer irgend eine gerade (durch 2 teilbare) ganze Zahl.
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Monoklin holoedrische Klasse. (Gleiches Bezugssystem wie oben.)

A. Prismen durchwegs mit R = d und einfacher Belastung.

1. Seitliches (Symmetrie-)Pinakoid mit R = b und doppelter Belastung.

a. Die übrigen Pinakoide ebenfalls mit normaler Röntgenperiode und doppelter

Belastung. S2h'.

^. Die übrigen P

wenn außer Null ein Index (oder die Summe) geradzahlig ist. (i2h*.

. 2. Seitliches Pinakoid mit R = - und einfacher Belastung.

a. Die übrigen Pinakoide durchwegs mit R = d und doppelter Be-

lastung. ^2h-

ß. Die übrigen Pinakoide teils mit R = d, teils mit R — -. ^^h-

B. Zweierlei Prismen, teils mit R = d und doppelter Belastung, teils mit R = -

und einfacher Belastung.

M. Die R der Pinakoide gehorchen dem gleichen Gesetz wie die Prismen, ^^h-

ß. Die R der Pinakoide gehorchen einem anderen Gesetz, das sich je nach

Wahl von a und c verschieden ausdrücken läßt. Ü^h-

Rhombisch hemimorphe Klasse. (Die Indizes h und k werden als Basisindizes

bezeichnet).

A. Prismen und Pyramiden durchwegs mit normaler Röntgenperiode und einfacher

Belastung.

1. Basis mit R = c und vierfacher Belastung.

u. Alle Domen mit R = d und doppelter Belastung. ^2v^.

ß. In einer domatischen Zone durchwegs R ^^ d, iu der anderen nur, wenn

der Basisindex = 2i ist. Gjv*-

•(. In beiden domatischen Zonen R nur = d, wenn der Basisindex ^ 2i,

sonst R = -. 62-1,'.

2. Basis mit R = - und bloß doppelter Belastung.

u. In einer domatischen Zone durchwegs R = d, in der anderen teils R = d,

teils R = |.

a. In der anormalen domatischen Zone R = d, wenn 1 = 2i. ßjv^-

b. In der anormalen domatischen Zone R ^ d, wenn die Indizessumme

= 2i. Ssv'.

ß. In beiden domatischen Zonen teils R = d, teils R = -.

a. In beiden Zonen tritt R := d auf, wenn 1 = 2i. (52v°-

b. In beiden Zonen tritt R = d auf, wenn die Indizessumme = 2i. (i2v'°.

c. In der einen Zone tritt R = d auf, wenn 1 = 2i, in der anderen, wenn

der Basisindex = 2i. ^2v^-

d. In der einen Zone tritt R := d auf, wenn 1 = 2i, in der anderen, wenn

die Indizessumme = 2i. ©2v^

•,'. In beiden domatischen Zonen durchwegs R = - bei einfacher Belastung. ß2v'.

B. Prismen und Pyramiden mit R = d und doppelter Belastung, wenn die Summe

der Basisindizes = 2i ist, sonst R = 7 und einfache Belastung.

]. Basis mit R = c und achtfacher Belastung. Gav"-

. 2. Basis mit R = ^ und vierfacher Belastung.

«. Eine domatische Zone mit R = d, wenn der Basisindex — 2i, sonst, sowie

durchwegs in der anderen Zone, R = - und bloß doppelte Belastung. Sjv'^-

ß. In beiden domatischen Zonen nur Flächen mit R = r^ und doppelter Be-

lastung. ß2v".
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C. Prismen und Pyramiden mit R = d und doppelter Belastung, wenn die Summe

von 1 mit einem bestimmten Basisindex --= 2i ist, sonst R — - und einfache Be-

lastung. Basis mit R = - und vierfacher Belastung.

1. Beide domatischen Zonen teils mit R = d.

In der, den bestimmten Basisindex als Zahl enthaltenden Zone R = d, wenn

die Summe geradzahlig, in der anderen, wenn 1 ^ 2i. (iav"-

2. Eine domatische Zone teils mit R =^ d, teils mit R = -, die andere besitzt

nur Flächen mit R = g^.

a. Die normale Röntgenperiode der ersten domatischen Zone tritt auf, wenn

die Summe der Indizes = 2i ist, die Zone liegt senkrecht auf der zen-

trierten Fläche. Ggv'^

ß. Die normale Röntgenperiode der ersten domatischen tritt auf, wenn 1 — 2i

ist; die Zone enthält die zentrierte Seitenfläche des Elementarparallel-

epipeds. Sav"-

3. In beiden domatischen Zonen kommen nur Domen mit R = - vor. Ijv"-

D. Pyramiden mit R = d und einfacher Belastung, wenn alle Indizes ungerade sind,

sonst (sowie alle Prismen) mit R = - und doppelter Belastung.

1. Basis mit R = |. ßov"-

2. Basis mit R = j. d.y"-

E. Pyramiden und Prismen mit R = d und doppelter Belastung, sofern die Indizes-

summe = 2i_ ist, ansonst R = - und einfache Belastung. Basis mit R = ^.

1. Beide domatischen Zonen, teils mit R = d (Indizessumme = 2 i) und vier-

facher Belastung, teils mit ü = g '^^^ doppelter Belastung, (iov'"'-

2. Nur eine domatische Zone von dieser Art, die andere besitzt lauter Flächen

mit R = |. G,,«.

3. In beiden domatischen Zonen gibt es nur Domen- mit R =: - und doppelter

Belastung. 62^*'.

Rhombisch hemiedrische Klasse.

A. Prismen und Bisphenoide mit normaler Röntgenperiode und Aufeinanderfolge.

1. Alle drei Pinakoide mit normalem R und doppelter Belastung. ^\

2. Zwei Pinakoide mit normalem R, eines mit R = '^ und einfacher Belastung. Ü8^

3. Ein Pinakoid mit normalem R, zwei mit R= 2 ^^^ einfacher Belastung. 53'.

4. Alle drei Pinakoide mit R ^ j und einfacher Belastung.

B. Prismen und Bisphenoide mit der Summe zweier bestimmter Indizes = 2i be-

sitzen normale Röntgenperiode und doppelte Belastung, die übrigen einfache

Belastung und R ^ -.

1. Das Pinakoid der zentrierten Fläche mit normalem R und doppelter Be-

lastung, die zwei übrigen besitzen einfache Belastung und R = -. SS'.

2. Alle Pinakoide mit R = V und einfacher Belastung. SS^

C. Bisphenoide mit lauter ungeraden Indizes besitzen normales R und vierfache

Belastung, die übrigen sowie die Prismen R = 2 ^^^ doppelte Belastung. 'S'.

(Die Pinakoide haben R = -, vierfache Belastung.)

D. Bisphenoide und Prismen mit der Summe aller Indizes = 2i besitzen normales R

und doppelte Belastung, die übrigen R ^ - und einfache Belastung. Die Pina-

koide: - und doppelte Belastung. SS" und 3J'.
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Rhombisch holoedrische Klasse.

A. Bipyramiden mit normaler Röntgenperiode und normaler Aufeinanderfolge.

1. Alle Pinakoide jnit normalem R und vierfacher Belastung. (Prismen nor-

males R und doppelte Belastung). SS,/.

2. Zwei Pinakoide mit normalem R und vierfacher Belastung, eines mit R = -

und doppelter Belastung.

a. In zwei Prismenzonen normales R und doppelte Belastung, in einer

Prismenzone nur, wenn ein Index = 2i. SSh^

b. In einer Prismenzone normales R und doppelte Belastung, in den beiden

anderen nur, wenn der gemeinsame*) Index ^ 2i. SSh^

.3. Ein Pinakoid besitzt normales R und vierfache Belastung, zwei kommen

R = - und doppelte Belastung zu.

a. In zwei Prismenzonen normales R und doppelte Belastung, in einer nur,

wenn Summe der Indizes = 2i. 33^"-

b. Durchwegs normale R und doppelte Belastung in nur einer Prismenzone,

in den beiden anderen Zonen teils R = d, teils R = j.

a. Das normale Pinakoid liegt in einer der anormalen Prismenzonen. In

diesen anormalen Prismenzonen tritt normales R nur auf, wenn je einer

der Indizes = 2i. 58h". In einer der anormalen Prismenzonen tritt

normales R auf, wenü die Indizessumme = 2i, in der anderen (das

normale Pinakoid enthaltenden), wenn ein Index = 2i. SSh'.

ß. Das normale Pinakoid liegt in beiden anormalen Prismenzonen, deren

Flächen weisen jeweilen normales R auf, wenn def nicht gemeinsame

Index = 2i. SSh'.

c. In allen drei Prismenzonen teils R = d, teils R ^ -.

a. In zwei Zonen R = d, wenn je ein Index -— 2i, in der anderen, wenn

die Summe der Indizes = 2i. 3Sh^

ß. In allen dixi Zonen R = d, wenn je ein Index = 2i. S3h*.

4. Alle drei Pinakoide besitzen R = - und doppelte Belastung.

a. In einer Prismenzone normales R und doppelte Belastung, in den beiden

anderen teils R = d, teils R ==^ -.

u. Diejenigen Flächen der anormalen Prismenzonen besitzen normales R
und doppelte Belastung, für welche die Indizessumme = 2i. 95h'".

ß. Normales R und doppelte Belastung treten in einer der anormalen

Prismenzone auf, wenn die Indizessumme = 2i: in der anderen, wenn

der nicht gemeinsame Index = 2i. 9Sh".

b. Alle drei Prismenzonen anormal, d. h. teils mit normalen R, teils mit

R = -; (Doppelte und einfache Belastung.)

a. Die normalen R treten in allen drei Zonen auf, wenn jeweilen die

Indizessummen = 2i. 5Sh'-

ß. Nur für zwei Prismenzonen gilt dies, während in der dritten Zone ein

Index selbst = 2i sein muß. SSh*.

Y- Die Summenbedingung gilt für normales R nur in einer Zone, in den

beiden anderen Zonen müssen je ein Index = 2i sein. 9Sh'*, wenn die

2i-Indizes in den zwei Zonen verschiedenen, 3Sh", wenn sie dem gemein-

samen Index entsprechen.

0. In jeder Prismenzone muß je ein Index =^ 2i sein, um normales R zu

erhalten fsonst R = -). Für jede Zone ist es ein anderer Index. 53,,'*.

*) gemeinsam heißt in beiden Zonen von Null verschieden, also als Zahl vorhanden.
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B. Bipyramiden mit der Summe zweier bestimmter Indizes = 2i besitzen normale

Röntgenperiode und doppelte Belastung, die übrigen aber R ^= ^ und einfache

Belastung.

1. Zwei Pinakoide zeigen vierfache Belastung und R = -, das dritte achtfache

Belastung und normales R.

ot. Der auf die Bipyramiden bezügliche Satz gilt hinsichtlich R für alle drei

Prismenzonen. 9Sii'^.

ß. Dieser Satz gilt nur für zwei Prismenzonen, während in der Zone, in der

die zwei bestimmten Indizes von Null verschieden sind, alle Flächen

R = - und doppelte Belastung besitzen. 35^^'.

2. Alle drei Pinakoide zeigen bei vierfacher Belastung eine nur halbprimitive

Röntgenperiode.

a. In einer Prismenzone treten nur R = ^ ^"^> i° ^^^ beiden anderen auch

R = d. (Nämlich gemäß dem Summensatz der beiden bestimmten

Indizes.) 58^''.

ß. In zwei Prismenzonen treten für alle Flächen nur R = - bei doppelter

Belastung auf. Die Zone mit R = teils d, teils = - enthält die be-

stimmten zwei Indizes mit von Null verschiedenen "Werten. SSh""- Die be-

treffende Zone enthält nur einen der zwei fixierten Indizes als Zahl, dieser

muß dann gleich 2i sein, wenn R = d und die Belastung vierfach sein

sollen. V'-
•,-. In allen drei Prismenzonen ist R = -. i^^^^.

C. Bipyramiden mit lauter ungeraden Indizes besitzen normales R und viei-fache

Belastung, die übrigen R ^ ^ und doppelle Belastung,

1. Die Röntgenperioden der drei Pinakoide sind halbprimitiv (achtfach be-

lastet). S8h".

2. Die Röntgenperiode der drei Pinakoide sind viertelprimitiv (vierfach be-

lastet.) Sßh". (Es gibt dann auch in jeder Prismenzone R = -; oder -^ -Werte,

Je nachdem, ob die Indizessumme gerade oder ungerade ist.)

D. Bipyramiden mit der Indizessumme = 2i besitzen normales R und doppelte

Belastung, die übrigen ein R von - mit einfacher Belastung. Alle Pinakoide

besitzen halbelementare Röntgenperiode und vierfache Belastung.

1. In allen drei Prismenzonen treten normale R auf, wenn die Indizessumme

gerade ist. 5ß,j*\

2. Das gilt nur für zwei Prismenzonen, während in der anderen Zone alle

Flächen bei bloß doppelter Belastung R = j haben. 83^**.

8. Nur eine Prismenzone besitzt bei einer Indizessumme von 2i normale R, alle

Flächen der beiden anderen Zonen haben halbelementare Röntgenperioden. SS^^.

4. Alle drei Prismenzonen besitzen nur Flächen mit doppelter Belastung und

R = i. %-.

Rhomboedrisch tetartoedrische Klasse.

A. Ohne Rhomboederbedingung.

1. Basis mit normaler einfachprimitiver Röntgenperiode. (i,'.

2. Basis mit R = |. S,* und ©,».

B. Mit Rhomboederbedingung. Sg*.

RhomboedrischparamorpheKlasse.
A. Ohne Rhomboederbedingung. ©si*.

B. Mit Rhomboederbedingung. S31*.

Niggli. Geometr. Kristallogr. d. Diskontinnums 32
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Rhomboedrisch hemimorplie Klasse.

A. Ohne Rhomboederbedingung.

1. Basis mit normaler, einfachprimitiver Röntgenperiode. Sav' und Sa/-

2. Basis mitR = |. Ssv' und 63 v*.

B. Mit Rhomboederbedingung.

1. Basis mit auf Rhomboeder bezogener, einfachprimitiver Röntgenperiode. 63 v'.

2. Basis mit R= -. Von den trigonalen Pyramiden besitzen nur die mit ganz-

zahliger Indizessumme einfachprimitive Röntgenperiode und doppelte Be-

lastung. S3 V*.

Rhomboedrisch trapezoedrische Klasse.

A. Ohne Rhomboederbedingung.

1. Basis mit R = c. ©3' und 2)3*.

2. Basis mit R = f • %", ®8^ und S),*. ®.'-

B. Mit Rhomboederbedingung. Sg'.

Rhomboedrisch holoedrische Klasse.

A. Ohne Rhomboederbedingung.

1. Basis mitR = c. Ssd' und ©sd".

2. Basis mitR = |. Ssd' und Sad*.

B. Mit Rhomboederbedingung.

1. Basis auf Rhomboeder bezogen mit R = d = ©sd'-

2. Basis mit R = --. Nur die Rhomboeder mit geradzahliger Indizessumme
d

zeigen einfachprimitives R und doppelte Belastung, die anderen R = - und

einfache Belastung. Sad*.

Tetragonal tetartoedrische Klasse. I. Art (bezogen auf kürzeste Identitäts-

abstände als a-Achsen)^).

A. Pyramiden und Prismen mit durchwegs einfachprimitiver normaler Röntgenperiode.

1. Basis mit R = c und vierfacher Belastung. ©/.

2. Basis mit R = -r und doppelter Belastung. ©/.

3. Basis mit R = j und einfacher Belastung, ß^* und S/.

B. Pyramiden und Prismen mit einer geradzahligen Indizessumme besitzen R = d

und doppelte Belastung, die anderen R = - und einfache Belastung.

1. Basis mitR = -| und vierfacher Belastung, S/.

2. Basis mit R ^ 7 ^^^ doppelter Belastung, a^*.

Tetragonal tetartoedrische Klasse. II. Art.

A. Basis mit R = c und doppelter Belastung. ©/.

B. Basis mit R =^ ^ und doppelter Belastung. ©^^

Tetragonal hemimorphe Klasse (bezogen auf kürzeste Identitätsabstände als

a-Achsen).

A. Alle ditetragonalen Prismen und Pyramiden mit normalem R und normaler

Aufeinanderfolge.

1. Basis mit R = c und achtfacher Belastung.

^) Alle tetragonalen Raumsysteme (ausgenommen die der Klasse SSd) lassen sich

jeweilen auf zwei verschiedene Elementarparallelepipede beziehen : die hier mit einfach

primitivem Parallelepiped in Rechnung kommenden auch auf ein basisflächenzentriertes,

die mit innenzentriertem Parallelepiped auch auf ein allseitig flächenzentriertes. Die

a-Achsen sind nach unserer Wahl die kürzesten Identitätsabstände auf der Basis. Zum
Vergleich mit der kristallographischen Aufstellung kann es daher oftmals nötig werden,

eine Transformation auf die sogenannten Zwischenachsen vorzunehmen.
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1. Auch die Zone der Deuteroprismen*) und Pyramiden mit R = d. (Doppelte

Belastung). 64 v'.

ß. In der Deuterozone nur R ^='d, wenn h = 2 i. ß4v'.

2. Basis mit R = -^ und vierfacher Belastung.

'j. Deuteroprisma mit R = a und doppelter Belastung.

a. Deuteropyramiden mit normalem R und doppelter Belastung, ^^y.

b. Deuteropyramiden mit R = d, wenn 1 = 2i, sonst nur R = - und

einfache Belastung. Protopyramiden normales R = 64v', Protopyra-

miden nur normales R, wenn 1 = 2i, S4t'.

ß. Deuteroprisma mit R = - und bloß einfacher Belastung.

a. Deuteropyramiden mit R = d, wenn Indizessumme = 2 i, im übrigen

bloß mit R = Y und einfacher Belastung. Alle Protopyramiden mit

normalem R. 64 v'- Protopyramiden nur normales R, wenn 1 == 2i,

sonst bei einfacher Belastung R = -, 64 y*.

b. Deuteropyramiden mit R = d, wenn h = 2i, im übrigen R = 7, und

einfache Belastung. S4V*.

B. Alle ditetragonalen Prismen und Pyramiden mit einer Indizessumme von 2i be-

sitzen normale R und doppelte Belastung, die übrigen R = -^ und einfache

Belastung.

1. Basis mit R = j und achtfacher Belastung.

o(. In der Deuterozone R= d bei vierfacher Belastung, wenn Indizessumme= 2i,

sonst R = - und doppelte Belastung. S4v'- (Protozone d oder - je nach-

dem, ob 1 = 2i oder = 2i + 1).

ß. Deuteroprismen und alle Deuteropyramiden besitzen R = -5- bei doppelter

Belastung. (Protozone wie vorhin.) S4v"'.

2. Basis mit R = t und vierfacher Belastung.

%. In der Deuterozone R = d bei vierfacher Belastung, wenn ludizessumme

= 2i, sonst R =: -j und doppelte Belastung. 64 v".

ß. Alle Deuteropyramiden mit R = 2 und bloß doppelter Belastung.

Tetragonal par amorphe Klasse (bezogen auf kürzeste Identitätsabstände als

a-Achsen).

A. Alle tetragonalen Bipyramiden mit normalem R und einfacher Belastung.

1. Basis mit R = c und vierfacher Belastung.

a. Prismen mit R = d und doppelter Belastung. £411'

ß. Prismen mit R = d nur, wenn Indizessumme = 2i;

2. Basis mit R = -^ und doppelter Belastung.

«. Prismen mit R = d und doppelter Belastung. 64 h*.

ß. Prismen nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn Indizessumme = 2i,

sonst mit R = -5 und einfacher Belastung. 64h*.

B. Tetragouale Bipyramiden mit einer Indizessumme von 2i besitzen normales R
und doppelte Belastung, die übrigen R = -^ und einfache Belastung.

1. Basis mitR = ^ und vierfacher Belastung. Zweierlei Prisnieuflächen. ^i4h^

2. Basis mit R = Y ^""i doppelter Belastung. Einerlei Prismenflächen, '^^xx.

*) Deuteroformen sind tetragonale Formen 2. Stellung: (hol): (100). Proto-

formen sind tetragonale Formen I.Stellung: (hhl); (110).

82*
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Tetragoual hemiedrische Klasse. II. Art.

A. Skalenoeder, ditetragonale Prismen und Deuteropyramiden mit durchwegs

normalem R und einfacher Belastung.

1. Basis mit R = c, alle Bisphenoide mit R ^= d.

't.. Deuteroprisma mit R = a und doppelte Belastung wie die Bisphenoide. 3S^\

.^. Deuteroprisma mit R = - und einfacher Belastung. 3S^l

2. Basis mit R = -, die Bisphenoide nur normales R und doppelte Belastung,

wenn 1 = 2i.

a. Deuteroprisma mit R =^ a. 58/.

^. Deuteroprisma mit R = -5-. SS/.

B. Skalenoeder, ditetragonale^Prismen und Deuteropyramiden besitzen bloß normales R
mit doppelter Belastung, wenn die Summe h -|- k = 2 i, sonst R = v "°<1 ^^"'

fache Belastung.

1. Basis mit R = c, Deuteroprisma mit R = -.

rj.. Alle Bisphenoide mit R = d und vierfacher Belastung. 5ß/.

^. Bisphenoide teils mit R = - und nur doppelter Belastung. 3S/.

2. Basis mit R = -, Deuteroprisma mit R = -.

a. Bisphenoide mitl = 2i besitzen R = d und vierfache Belastung, die
d

übrigen R ^ — und doppelte Belastung.

ß. Nur Bisphenoide mit lauter ungeraden Indizes besitzen R = d und vier-

fache Belastung. SS/.

C. Skalenoeder mit lauter ungeraden Indizes besitzen R = d und vierfache Be-

lastung, die übrigen sowie die ditetragonalen Prismen und die Deuteropyramiden

R = -;; und doppelte Belastung. Basis mit R = -, Deuteroprisma mit R = -^.

2?/ und SS/».

D. Skalenoeder, ditetragonale Prismen und Deuteropyramiden mit einer Indizessumme

von 2 i besitzen bei doppelter Belastung R =: d, die übrigen R = - und ein-

facher Belastung.

1. Basis mit R = -^j zweierlei Bisphenoide. SJ/'.

2. Basis mit R = 7. 2J/1

Tetragonal trapezoedrische Klasse (bezogen auf kürzeste Ideutitätsabstände als

a-Achsen).

A. Trapezoeder, ditetragonale Prismen und tetragonale Bipyramiden durchwegs mit

normalem R und einfacher Belastung.

1. Basis mit R =: c und vierfacher Belastung.

a. Deuteroprisma mit R = a. %^.

ß. Deuteroprisma mit R = -. %^.

2. Basis mit R =
l-

und doppelter Belastung.

a. Deuteroprisma mit R ^= a. 2)/.

ß. Deuteroprisma mit R ^ -^. %^.

3. Basis mit R = —

.

a. Deuteroprisma mit R = a. 3)/ und 2)/.

ß. Deuteroprisma mit R = |-. ®** und %^.

B. Trapezoeder, ditetragonale Prismen und Bipyramiden mit einer Indizessumme

von 2i besitzen einfaches R und doppelte Belastung, die übrigen R = -j und

einfache Belastung.

1. Basis mit R = •^. %l. 2. Basis mit R = j. ^/".
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Tetragoual holoedrische Klasse (bezogen auf kürzeste Ideutitätsabstände als

a-Achsen).

A. Alle ditetragonalen Bipyramiden mit normalem £, normaler Aufeinanderfolge und

einfacher Belastung.

1. Basis mit R = c und achtfacher Belastung.

OL. Ditetragonale Prismen durchwegs mit R = d und doppelter Belastung.

[a,|V2]^)®4h' und
[f, IV2] SJ4h^

ß. Ditetragonale Prismen nur mit R = d, wenn Indizessumme = 2 i, sonst

R = Y ^^nd einfache Belastung.

a. Deuteropyramiden mit R = d und doppelter Belastung, wenn h = 2 i,

sonst R = - und einfache Belastung. ®4h*. [j, f V ^J*

b. Alle tetragonalen Pyramiden mit R = d. ®4ii'. [^, T r 2J-

2. Basis mit R = -^ und vierfacher Belastung, Deuteroprisma mit R = a und

vierfacher Belastung.

a. Alle tetragonalen Protopyramiden mit R = d und doppelter Belastung. 3)4
h'"-

ß. Nur wenn 1 = 2i, besitzen die tetragonalen Protopyramiden R = d.

a. Deuteropyramiden durchwegs R = d. 2)4 h'-

b. Deuteropyramiden nur R = d, wenn 1 = 2i. %i\?-

3. Basis mit R = -^ und vierfacher Belastung, Deuteroprisma mit R = -j ^"^^

doppelter Belastung.

o, Ditetragonale Prismen durchwegs mit R == d und doppelter Belastung.

a. Protopyramiden durchwegs mit R = d und doppelter Belastung. S4h".

b. Protopyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn 1 = 2 i,

sonst R =: - und einfacher Belastung.

Deuteropyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

Indizessumme = 2 i, sonst R ^= - und einfache Belastung. %i\^.

Deuteropyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung ,
wenn

h = 2i. X4h".

ß. Ditetragonale Prismen nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

Indizessumme = 2i, sonst R = - und einfache Belastung.

a. Deuteropyramiden durchwegs mit R = d und doppelter Belastung, ®4h'^

b. Deuteropyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn die

Indizessumme = 2i, sonst R = ^°d einfache Belastung.

Protopyramiden durchwegs R = d. ®4h".

Protopyramiden nur R ^ d, wenn 1 = 2i. $4h*-

c. Deuteropyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

1 =2i.
Protopyramiden stets mit R = d und doppelter Belastung. T4ll'^

Protopyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

1 = 2i. 2)4.^

d. Deuteropyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

h = 2i. 3)4 h".

1) In diesen Klammern sind die Röntgenperioden für die tetragonalen Prismen

angegeben, vor dem Komma für das Deuteroprisma, nach dem Komma für das

Protoprisma.
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B. Die ditetragoualen Bipyramiden nur mit R = d und doppelter Belastung, wenn

die Indizessumme = 2i, sonst R = und einfache Belastung.

1. Basis mit R =
I und achtfache.- Belastung, Deuteroprisma mit R = ^ und

vierfacher Belastung.

<j. Deuteropyramiden mit R = d und vierfacher Belastimg, wenn ludizes-

summe = 2i, sonst mit R = -^ und doppelter Belastung. !I)4h".

ß. Alle Deuteropjramiden mit R = -5^ und doppelte Belastung. 3)4 h".

2. Basis mitR = - und vierfacher Belastung, Deuteroprisma mit R = ^ und

vierfacher Belastung.

a. Deuteropyramiden mit R = d und vierfacher Belastung, wenn Indizes-

summe = 2i, sonst mit R = -^ und doppelter Belastung. 2)4 h".loppe

ß. Deuteropyramiden durchwegs mit R = - und doppelter Belastung. Sib*".

Trigonal hemiedrische Klasse, ©sh'.

Trigonal holoedrische Klasse.

A. Basis mit R = c. 2)3h' und ©sh'.

B. Basis mit R = |. ©sh* und ®3h*.

Hexagonal tetartoedrische Klasse.
A. Basis mit R = c. Sj*.

B. Basis mit R == |. ©s'-

C. Basis mit R = j. ©e* und ©(,=.

D. Basis mit R = f %^ und ^,'.

Hexagonal hemimorphe Klasse.

A. Basis mit R = c. Sev*.

B. Basis mit R = |-.

1. Orthohexagonal (hOl) mit R = d, wenn h gerade, sonst R = 7 und doppelte

Belastung. Gßv*.

2. Orthohexagonal (hOl) mit R stets = ^ und doppelte Belastung,

a. Orthohexagonal (0kl) mit R = d, wenn k = 2i. Gev*.

ß. Orthohexagonal (0 kl) stets mit R = |- Sev^

Hexagonal paramorphe Klasse.

A. Basis mit R = c. ©eh'-

B. Basis mit R = ^. Seh*.

Hexagonal trapezoedrische Klasse.

A. Basis mit R = c. S)^'-

B. Basis mit R = f . ©s*-

C. Basis mit R = |. 3)o* und ^^^

D. Basis mit R = |' ©o' und ®,'.

Hexagonal holoedrische Klasse.

A. Basis mit R = c. ®6h*.

B. Basis mit R = ^.

1. Orthohexagonal (hOl) mit R = d, wenn h = 2i, sonst R = -. %q\*.

2. Orthohexagonal (hOl) überall mit R = -.

a. Orth'ohexagonal (0 kl) ebenso. Seh".

ß. Orthohexagonal (0 kl) teils mit R = d (wenn k = 2i), teils mit

R = -. S)6h'. (Unterscheidet sich nur in Stellung von ®6h')-
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Man wird bemerkt haben, daß es einige wenige, meist paarweise

gleiche Röntgenperioden besitzende Raumsysteme gibt, für die eine

Unterscheidung nach diesen hier zum ersten Male eingehend dargelegten

Merkmalen nicht möglich ist. Meistens handelt es sich um so nahe

verwandte Raumsysteme, daß dadurch das allgemeine Verfahren keine

Beeinträchtigung erfährt. In den Punktlagenzusammengehörigkeiten und

Zähligkeiten sind dann, wenn es sich nicht nur um enantiomorphe Raum-

systeme handelt, Unterschiede vorhanden. Sie gehen aus Tabelle IV her-

vor. In den Bestimmungstabellen XII hat man sich von allen in der

analytisch-geometrischen Darstellung eingeführten willkürlichen Stellungs-

annahmen so gut als möglich freigemacht. In dieser Hinsicht vermag

sie, wie auch die Tabellen I und IV, das Wesen der einzelnen Raum-

systeme besser zum Ausdruck zu bringen als die eingehende Darstellung

das Kapitels 3, auf der sie natürlich fußt.

Abgesehen von den in der Natur der Sache liegenden, soeben er-

wähnten, Vieldeutigkeiten wird es nach den Prinzipien der Bestimmungs-

tabellen stets möglich sein, das Raumsystem einer Kristallart zu bestimmen.

Einzige Voraussetzung ist, daß Atome mit nicht zu vernachlässigendem

Beugungsvermögen in allgemeinster Lage (drei Freiheitsgrade) vorhanden

sind und daß nicht etwa für die 1. Ordnung der Spektren in den unter-

suchten Richtungen die Amplituden zufällig nahezu Null werden, denn

im letzteren Falle würde man die Ordnungszahlen falsch bestimmen

und damit- auch die Röntgenperioden. Ob außerdem noch Atome in

niedrigzähligen Lagen vorhanden sind, oder ob mehrere unabhängige

Atomlagen allgemeinster Provenienz vorkommen, ist an und für sich

gleichgültig. Nehmen aber die Atome nur ausgezeichnete Lagen auf

Symmetrieelementen ein, so kann es sehr wohl möglich sein, daß der

gesamte Gitterkomplex vieldeutig ist und mehreren Raumsystemen zu-

geordnet werden kann. Es sei auf die Diskussionen des dritten Ab-

schnittes verwiesen. Dann wird man als Raumsystem natürlich jenes

bestimmen, das die höchsten Symmetriebedingungen für die Punktlagen

verlangt. Ob die Atomsymmetrien diese Bedingungen erfüllen, läßt sich

bis jetzt röntgenometrisch nicht beurteilen.

d. L und d in ihrer Abhängigkeit von der Punktlage

Aber auch dann, wenn die Atomschwerpunkte auf gewöhnlichen

Symmetrieelementen liegen, gibt es hinsichtlich der Belastungen und

Ebenenserien gewisse Gesetzmäßigkeiten, deren Berücksichtigung be-

sonders für die Beurteilung der Interferenzmuster oder die Beurteilung

der Flächenhäufigkeiten natürlicher Kristallbegrenzungen wichtig ist.

Bevor wir daher das allgemeine Verfahren der röntgenometrischen Struktur-

bestimmung weiter verfolgen, mögen sie in Kürze erwähnt werden.
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Gehen durch die Schwerpunkte gewisse Symmetrieeleiiiente in der

Form von Spiegelebenen, Drehspiegelachsen mit Drehspiegelebeuen oder

Drehungsachsen, so wird das Massenteilchen durch die entsprechenden

Symmetrieoperationen in sich selbst übergeführt. Es tritt also nicht

mehr in der Maximalzahl der elementar verschiedenen Lagen auf. Seine

Zähligkeit erniedrigt sich nach Maßgabe der Eigensymmetrie. Dadurch

erniedrigt sich auch die Zahl der verschiedenen J -Werte, das heißt die

Zahl der nichtidentischen Zwischenebenen einer Periode (hkl). Zur

Auffindung der Gesetzmäßigkeiten betrachten wir wieder das Beispiel Dh^
Ein Punkt |[m n 0| liegt auf einer Hauptsymmetrieebene (Spiegelebene).

Die zl -Werte reduzieren sich auf 24, nämlich

0; 2nk; 2mh; 2mh-l-2nk; mh— mk+ nk— nl; luh— mk+ nk-J-nl;

mh-|-mk+ nk— nl; mh-j-mk-f-nk+ nl; mh— ml-j-nk— nh; mh—ml
+nh+nk:

mh-f-ml— nh+ nk: mh-}-ml-|-iili— nk; mh+ nik-j-nk— nh: mh— mk
+ nh4-nk;

mh+ mk— nh-[-uk; mh-fnik-f-nh+ uk; nk— nl;nk-|-nl: 2mh-f-nk— nl:

2mli-}-nk-l-iil; mh—ml; mh-j-2nk-j-ml; mh-|-ml; mh-|-2nk— mj.

(100) hat 5 J-Werte, nämlich 0, 2m, m, m— n, m+ n.

(111) hat 4 J -Werte: 0, 2n, 2m, 2ni + 2n.

(110) hat 8zl-Werte: 0, 2n, 2m, 2m-i-2n, n, 2m+ h, m, m+ 2u.

Die Gesetzmäßigkeit ist nicht auf den ersten Blick erkennbar, die

theoretische Überlegung läßt jedoch die Zahlen sofort deuten. Durch

die Eigensymmetrie werde der Punkt N-mal in sich selbst übergeführt,

wo N die Zahl gleichwertiger Flächen allgemeinster Lage einer Kristall-

klasse ist, der die gleichen Symnietrieverhältnisse zukommen wie dem

Punkte. (Siehe Tabelle auf Seite 404 ff.) Dann wird für alle Flächen-

serien, die nicht senkrecht auf einem Symmetrieelement stehen, das

durch den Punkt geht, die Zahl nichtidentischer Ebenen einer Serie

N-mal kleiner. So gibt es im obigen Beispiel für (111) nur noch ^ =
4 J -Werte. Stehen die Flächen auf einem oder mehreren der gewöhn-

lichen Symmetrieelemente, die durch den Punkt gehen, senkrecht,

so wird in den betreffenden Ebenen das Teilchen durch die Symmetrie-

elemente nicht in neue Lagen übergeführt. Die Belastung dieser Ebenen

ist somit eine geringere, die Zahl der Zwischenebenen erhöht sich,

N
gegenüber der Zahl ~, wo Ni die betreffende Serienzahl bei allgemeinster

Punktlage des gleichen Raumsystemes ist. Man muß zunächst aufsuchen,

welcher Bruchteil von Massenpunkten auf den senkrecht zu (hkl) stehen-

den Symmetrieelementen liegt. Aus der speziellen Lage ergibt sich, wie

bei der Ableitung der Flächenformen, die Zahl der einem derartigen

Ebenenelementarparallelogramm angehörigen*'Punkte , dadurch auch die

Zahl der so belasteten Ebenen einer Eleraentarperiode. Die übrigen
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Massenschwerpimkte bilden stärker belastete Ebenen , da für sie , der

Punkt allgemeinste Lage besitzt. Die Berechnung ergibt die Zahl dieser

Zwischenebenen, und die Summe beider Zahlen bestimmt die Gesaint-

seriengröße.

Das o])en hingeschriebene Beispiel wird den Gang der Berechnung

erläutern. Der Ausgangspunkt liegt auf den Hauptsymmetrieebenen.

Auf (100) stehen zwei der drei Hauptsymmetrieebeuen senkrecht. In

diesen Spiegelebenen liegen f der Punkte =16 Punkte. Jeder dieser

Punkte tritt dann (Lage eines tetragonalen Prismas von d^ der Flächen-

symmetrie) in einer Ebene 4 mal auf. Also gibt es -^ = 4 Ebenen mit

einer Belastung von 4 Massenteilchen pro Elementarparallelepiped. Die

übrigen 8 Punkte besitzen gegenüber iliren Ebenen (100) allgemeinste

Lage, treten also der Flächensj-mmetrie Cu- gemäß je 8 fach auf. Das

heißt, sie liegen alle in einer Ebene. Es gibt somit 4 nichtideutische

Ebenen mit 4 Massenpuukten und eine Ebene mit je 8 Massenpunkten

parallel (100), total also 5 Ebenen einer Elementarserie, wie oben

rechnerisch gefunden. Auf (110) steht eine Hauptsymmetrieebene senk-

recht, auf ihr liegt | der Punkte = 8. Jeder dieser Punkte tritt auf

einer Ebene (110) zweimal auf (Pinakoid in C2v). Es gibt somit 4 Ebenen

mit je zwei Punkten parallel (110). Die übrigen 16 Punkte besitzen

hinsichtlich ihrer Ebenen (110) allgemeinste Lage, sie treten der Flächen-

symmetrie Cov wegen je zu Vieren auf = 4 Ebenen mit je 4 Punkten.

Total also 4 + 4 Ebenen = 8 Ebenen der Serie (110).

Diese Beispiele zeigen, wie in jedem Einzelfall der Ein-

fluß besonderer Symmetriebedingungen der Punktlageu auf

die Ebeneubelastung der Ebenenserien berechenbar ist. Im
allgemeinen treten Ebenen relativ geringer Belastung und
von größerer Zahl in denjenigen Richtungen auf, welche senk-

recht zu Symmetrieelementen stehen, die durch die Punktlage
gehen. Wirksam sind in dieser Weise als Symmetrieelemente
nur Drehungsachsen und Spiegelebenen.

Schließlich können |mnp| und (hkl) auch gegenseitig so be-

schaffen sein, daß für bestimmte (hkl) -Werte gleichwertige Punkte kom-

l)lanar werden, ohne daß besondere Symmetriebedingungen der Lage erfüllt

sein müssen. Im allgemeinen werden die Punkte dann Freiheitsgrade be-

sitzen und die Komplanität braucht unter Umständen nur bei gewissen

äußeren physikalischen Verhältnissen genau erfüllt zu sein. Sind mehrere

verschiedenartige Punktkomplexe vorhanden, so erweitert sich

die x^ufgabe durch die Kombinationsmannigfaltigkeit außerordentlich.

Es können dann verschiedenwertige Punkte infolge von Koordinaten-

beziehungen für bestimmte (hkl) komplanar werden. Alle derartigen mehr

oder weniger zufälligen Beziehungen werden sich bei der Raumsystems-
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bestimmung störend geltend machen, in den wenigsten Fällen aber die

richtige Deutung verunmöglichen. Denn diese Beziehungen sind immer an

gewisse Zahlenwerte von (hkl) gebunden, gleichgültig ob die untersuchte

Ebene einer Symmetriezone angehört oder nicht. Zu falschen Resultaten

wird man daher nur gelangen, wenn zufällig eine solche Reduktion der

Serienzahl auf Symmetrieeigenschaften zurückgeführt wird, und dies läßt

sich durch Betrachtung anderer Ebenen meist vermeiden. Es wird daher

gut sein, in Zweifelsfällen Überbestimmungen vorzunehmen, um sich von

der richtigen Deutung zu vergewissern. Derartige Beziehungen sind nun

aber gerade wuchtig, wenn es sich darum handelt, die Koordinaten der

einzelnen Massenschwerpunkte zu finden. Auch dafür gibt es einen

allgemeinen systematischen Weg. \m sichersten und elegantesten führt

er nach dem Braggschen Verfahren zum Ziel.

e. Allgemeine Hinweise zur Bestimmung der Koordinatenwerte

der Massenschwerpunkte

(Beispiele für die Strukturbestimmungen)

Die Bestimmung der Translationsgruppe und des Raumsystemes

muß der Koordinatenfestlegung vorausgehen. Sie erfolgt nach den er-

läuterten Prinzipien. Das Braggsche Verfahren liefert dann zugleich

die absoluten Größen der Röntgenperioden in der Richtung der Kanten

des Elementarparallelepipeds und damit auch der Elementarperioden

a, b, c selbst. Diese werden, wie aus der Bestimmungstabelle hervor-

geht, in den wenigsten Fällen den Röntgenperioden gleich sein, meistens

sind sie ein Mehrfaches davon und die Raumsystemsbestimmung führt ja

gerade dazu, diese Verhältnisse zu bestimmen. Es ist auch durchaus

möglich, daß das Elementarperiodenverhältnis der Koordinatenachsen dem

kristallographischen Achsenverhältnis nicht gleich ist. Das wird die

Raurasystemsbestimmung oft etwas komplizieren, ohne sie in irgend

einer Weise zu verunmöglichen. Das man in solchen Fällen zunächst

Ebenen betrachten muß, die einer Achse parallel gehen, um die Wirkung

der dritten Achse auszuschließen, ist selbstverständlich; eine nähere

Beschreibung des dann weiter anzuwendenden Verfahrens scheint mir

tiberflüssig zu sein.

Sobald man die absoluten Größen des Elementarparallelepipeds

kennt, läßt sich daraus das Volumen berechnen. Anderseits ist es mög-

lich, mittels der Dichte des Kristalles und der bekannten Zahl des Ge-

wichtes eines Wasserstoffatomes das Volumen eines Moleküls der Kristall-

art zu bestimmen. Ein Vergleich der beiden Volumina zeigt, wie viel

Moleküle in einem Elementarparallelepiped vorhanden sind. Naturgemäß

muß es immer eine ganze Anzahl sein, und sind von ganzen Zahlen ab-

weichende Bestimmungen auf die verschiedenen Fehlerquellen zurück-
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zuführen. Ist M das Molekulargewicht, n die Anzahl der Molekeln im

Elementarparallelepiped, V sein Volumen in ccm, s die Dichte des

Kristalles, so lautet die Beziehung:

_ y.s
^ ~ M- 1,64. 10--^*

Die chemische Formel gibt nun sofort an, wie viele der Atome
der gleichen Atomart vom Elementarparallelepiped absorbiert werden.

Existieren für die zu untersuchende Verbindung plausible Konstitutions-

formeln, so wird man auch meistens richtig beurteilen können, ob eine

und dieselbe Atomart in verschiedener Bindung (entsprechend verschie-

denen zusammengehörigen Punktkomplexen) auftreten wird. Jetzt muß
die Tabelle IV zu Rate gezogen werden. Sie gibt ja über die ver-

schiedenen Zähligkeiten der Punkte im Elementarparallelepiped Aufschluß.

Öfters werden gewisse Atome in so geringer Zahl im Elementarparallel-

epiped vorhanden sein, daß für sie ausgezeichnete Punktlagen ohne oder

mit einem oder zwei Freiheitsgraden in Anspruch genommen werden

müssen. Für sie brauchen dann nur noch die den Freiheitsgraden ent-

sprechenden Unbekannten bestimmt zu werden. Ein Punktkomplex all-

gemeinster Lage ist, da wir ja das Raumsj^stem und die Koordinaten-

tripel gleichwertiger Punkte kennen, bestimmt durch irgend drei zu-

sammengehörige Koordinaten eines seiner Punkte. Die — - bezw. J-Werte

der Gleichung (56 c) auf Seite 489 lassen sich nun, wie das früher (Seite 477

bis 479) gezeigt wurde, direkt in den noch unbekannten Koordinaten-

werten ausdrücken '), so daß man* Gleichungen für die Amplitudenwerte

erhält, die alle zu bestimmenden Koordinaten von Schwerpunkten als

Unbekannte enthalten. Es müssen nun so viele vergleichbare Amplituden-

werte experimentell bestimmt werden, als Unbekannte vorhanden sind,

dann ist die Auflösung des Gleichungssystemes möglich. Ist die Lösung

mehrdeutig, so haben wieder physikalisch -chemische Erwäg-ungen zu

entscheiden.

Ein einfaches Beispiel mag zur Erläuterung des allgemeiuen Verfahrens, das

übrigens in manchen Fällen vereinfacht werden kann, zweckdienlich sein. Es sei das

Raumsystem üih^ gefunden worden, im Elementarparallelepiped mögen sich 2A-, 4B-

und 4 C- Atome befinden. Keinerlei Überlegungen sprechen für die Annahme ver-

schiedener A-, B- oder C-Atomarten im Kristallgebäude, A würde dann eine zweizählige,

B und C je eine vierzählige Punktlage einnehmen. Die Tab. IV zeigt, daß es in diesem

ßaumsystem zweizählige Punktlagen mit einem oder mit zwei Freiheitsgraden gibt,

') Dabei soll stets berücksichtigt werden, ob die Köntgenperiode in der unter-

suchten Richtung der Elementarperiode gleich oder ob sie nur ein Teil davon ist. Im
letzteren Fall wird man von Anbeginn an nur diesen Teil betrachten, muß dann aber

die A-AYerte mit der Teilzahl multiplizieren. Tut man das nicht von Anbeginn an, so

wird die Amplitude 1. Ordnung automatisch gleich Null und die Ordnungszahlen ver-

schieben sich.
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währenddem der vierzähligen Punktlage drei Freiheitsgrade zukommen. In Ü'oi,' lauten

die Koordinatenwerte eines zusammenhängenden Komplexes:

[[m n p| |m n p| |m n p| |m n p|

Der Nullpunkt kann stets so gewählt werden, daß einem zweizähligen Punkt mit

einem Freiheitsgrad die Kooi'dinaten |o n^ o| [[o n^ o|, einem zweizähligen Punkt mit

zwei Freiheitsgraden die Koordinaten |[mi pj |mi0pj zukommen. Die Koordinaten

eines Schwerpunktes der B-Atome seien ^m^ n.^ pjl, die eines G-Atomes [[tOg Ug pg|. Die

Unbekannten sind dann in ersterem Falle n^, mj Uj pj, mg Ug pg im letzteren Falle nj pj,

™2 ^2 Pa, lUfl °8 Ps- -^^^ den Nullpunkt bezogen werden für irgend eine Ebene fhkl) die

--Werte der Gleichung (56c) zu:

+ nik;— Ujk; mah+ nak-f-Psl', m2li— Hgk+ Pal; "a^— m^h— mgp; — mjh— n.jl— m.,p;

mgh + ngk + Pgl; ms^ — ngk + pgl; Ugk — mgh — pgl; — mgh — Ugk — pgl;

oder zu

-l-m^h + pil; — m^h — p^l; mgh + Ujk + Pal; »sw.

1 „. . .. 1

Infolge des Symmetriezentrums gehört zu jedem -j- —-Wen
1 ^r ,

,211
t ein — - -Wert, da

die —-Werte als -— in den Kosinus eingehen, addieren sich diese zusammengehörigen

Paare, so daß 5 verschiedene Kosinuswerte auftreten. Durch Einsetzen der so erhaltenen

Werte in die Formel (56 a) erhält man Gleichungen für An und die Verhältnisse ver-

schiedener Amplituden mit den Koordinaten als Unbekannten. (L des Nullpunktes wäre

in diesem Falle = Null.) Aus den gemessenen Intensitäten der Spektren verschiedener

Ordnung ein- und derselben Ebene erhält man empirisch die Amplitudenverhältnisse.

Ein zweites Beispiel betrifft die Struktur des Kalialaun es, die neuerdings von

L. Vegard und H. Schjelderup bestimmt wurde.

Vegard und Schjelderup fanden für die Alaune folgende Verhältnisse der den

Spektren 1. Ordnung entsprechenden Abstände senkrecht zu (100), (110), (111)

dioo : diio : ^m = 1 : V2 : -y=.

Die Röntgenperioden für die verschiedeneu kubischen Raumgruppeu für dj^o : ^no • (^m

sind in Tabelle XI zusammengestellt.

Die Alaune kristallisieren dyakisdodekaedrisch (kubisch paramorph), müssen also

Raumsystemen Ji, zugeordnet werden. Es gibt ein einziges Raumsystem dieser Klasse,

das ein Verhältnis djoo : d^^o = '^m = 1 : V2 : ^ besitzt, nämlich ih*. Es muß nach

den Untersuchungen von Vegard und Schjelderup das Raumsystem der Alaune sein.

Die Tabelle IV gibt über die Zähligkeiten, Freiheitsgrade und Symmetrie-

bedingungen der in einem Elementarwürfel kubischer Rauuisysterae vorhandenen Punkt-

lagen Auskunft. (Die Symmetriebedingungen folgen in der Reihenfolge der Zähligkeiten

aufeinander.)

In einem Elementarwürfel des Alauns sind vier Moleküle vorhanden. Kalialaun

besitzt die Formel [AI (H^02)6] (SOJ^ K beziehungsweise [K (H,03)e] (SOJg AI. Im

Elementarwürfel befinden sich somit 4 AI -Atome, 24X2 Sauerstoffatome des Kristall-

wassers, 24 X J- H- Atome, 8 Schwefelatome, 32 Sauerstoffatome des SO^- Radikales,

4 K- Atome. Anderseits besitzt, wie die Tabelle IV zeigt, Zh^ eine 2-zählige Punktlage

mit der Symmetrie T, eine 6-zählige Punktlage mit einer Symmetrie V, zweierlei 4-zählige

Punktlagen mit den Symmetriebedinguugen der Klasse Ca. Allen diesen Punktlagen

kommt kein Freiheitsgrad zu, ihre Lage ist eine vollkommen bestimmte. Einen Freiheits-

grad (d. h. beliebige Lage auf einer Drehungsachse) besitzen die 8- und 12-zähligen Puukt-

lagen. Die ersteren liegen auf Trigyren (Cg), die letzteren auf Digyren (C.^). Alle übrigen

Punkte ohne nähere Lagenbeschränkung treten im Elementarwürfel 24 mal auf. Daraus
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können wir sofort schließen, daß im Kalialaun die Lage der K- uud AI -Atome durch

die zweierlei 4-zähligen Punkte gegeben ist, und daß die 8 Schwefelatome auf den Tri-

gyren liegen müssen. Die 32 Sauerstoffatome des SO^- Radikales können nicht alle

gleichwertig sein. Am einfachsten setzen sie sich aus zweierlei Arten zusammen, die

einer 8 -zähligen Lage auf den Trigyren uud einer beliebigen 24 -zähligen Lage ent-

sprechen. Die 48 Sauerstoifatome des "Wassers müssen sich auf mindestens zwei 24-zählige

Lagen verteilen.

Prüfen wir dieses Ergebnis vom Standpunkte des Chemikers. Die zwei wahr-

scheinlichsten Varianten der Strukturformeln sind bereits mitgeteilt. Werner nimmt

die erstere an. Das Kristallwasser wird aller Wahrscheinlichkeit nach (sonst sind meistens

die Sechshydrate die höchsten Formen) Doppelmolekeln bilden, die an AI oder K ge-

bunden sind. Es müssen also zweierlei 0- Atome vorhanden sein. Die Gruppierung

kann gemäß den Symmetrieeigenschaften der 4-zähligen Punktlagen nur von der Art

sein, daß die ursprünglich oktaedrische Lagerung als doppelttrigonalpyramidal i'rhombo-

edrisch) anzusprechen ist.

SO4 wird zunächst als in erster Linie an K oder AI gebunden eraclitet. Da
diese Bindung in irgendeiner Weise durch die 0- Atome vermittelt werden wird, ist zu

erwarten, daß ein ursprüngliches SauerstoiFtetraeder in eine trigonale Pyramide vei'zerrt

wird. Dann müssen zweierlei SauerstofFatome vorhanden sein, deren Zahl sich wie 1 : 8,

d. h. wie 8 : 24 verhält.

Wir wählen nun einen der 2 -zähligen Punkte zum Koordinatennullpunkt und

können sofort das System eines gleichwertigen Punktkomplexes aufstellen. Von jeder

Atomart müssen wir die Koordinaten eines Punktes kennen, sie sind für Atome mit

Freiheitsgraden die zu ermittelnden Unbekannten. Die beiden 4-zähligen Punktarten

(K- und AI -Atomlagen) sind von vornherein durch die Koordinaten |y 7 t1 b^zw.

I 4 '4 4 1 gegeben. Die nur auf den Trigyren liegenden Punkte besitzen Ausgangs-

koordinaten ^) mit X = y == z. Zur Bestimmung der Örter der S-Atome und der acht

besonderen Sauerstoifatome des SO^-Radikales anüssen daher je eine Unbekannte berechnet

werden. Bezeichnen wir mit [[xs ys Zs| die Koordinaten eines S-Atoms, mit [[x^ x^ Xj|

diejenigen eines der acht SauerstoflFatome, so sind Xg und x^ die Unbekannten. Die

übrigen dreierlei Sauerstoffatomarten (eine von SO4, zwei vonH.jO) entsprechen Punkten

allgemeinster Lage. Für jede Art müssen wir daher die Koordinaten x, y, z irgendeines

Punktes kennen. Bezeichnen wir sie mit [[x^, y^, Zj] (zu SO4 gehörig) und [xg yg ZgJ,

tL^4 y4 ^4! (zu H2O gehörig), so sind dies zugleich die weiteren Unbekannten. Da die

H-Atome wohl von keinem nennenswerten Einfluß auf die röntgenspektroskopischen

Erscheinungen sind, so sind durch Xs, x^, x,, y,» ^3, Xg, yg, Zg, x^, y^, z^ alle eruierbareu

Unbekannten gegeben. Es sind deren 11. Aus den Seite 362 angegebenen Koordinaten-

tripeln gleichwertiger Punkte sind, wie früher erläutert, die An für irgendeine Ebene

als Funktion dieser Unbekannten darstellbar. Berücksichtigt man für den gegebeneu

Fall, daß die Ebenensätze parallel (100) und (110) symmetrisch in bezug auf die Null-

lage erscheinen, diejenigen parallel (111) nur hinsichtlich der Lagen d = j oder — und

daß in (100) die doppelten Koordinatenwerte eingehen, weil infolge von Gleitspiegel-

ebenen schon
'I

die Röntgenperiode ist, so erhält man folgende Gleichungen für die

Amplituden der reflektierten Wellen n'«'' Ordnung.

^) X, y, z werden hier statt m, n, p geschrieben, um eine Verwechslung mit dem u

der Spektrenordnung zu vermeiden: n ist im folgenden somit nur die Ordnungszahl

des Spektrums.
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Für (100)

An = 2(KA1) cos nit-(- (4S) cos n4Tcxs + UO) [cos n47tXi -|- cos ii47rx2 -j"

-f- cos n4ny, -j- cos n4irZj -|- cos n4TtXg -\- cos n4TCy3 -f-

-f- cos n4Trz3 -|- cos n47tX4 -|- cos n4ity^ -|- cos n4itz^l.

Für (110)

An' = 2(KAlS2 03)4-2(KAl)cosü7: + (4S)cosn4TtXs + (40)cosn4iiXi -f

+ (40) [cos n2it(Xj-f-ys)+ cos Ii2:t(x2 — y^) + cosn27t(x2 -j-Za) + cosn2re (xg — Zi)-{-

+ cos n2Tt (yg -f Zj) + cos n2rt (yg — Zj) + cos n2:r (Xj+ y^) + cos n2ic (Xg — yg)+
+ cosn2T:(x8+ Z3) + cosii25i(x3 — Zs)4- cos n2ir (y^ -j-zj + cos n2rt (yg — Zg)

+

-j- cos n2it(x^ 4"y4)~l~ cos n2a (x^ — y^) -|- cos n2n{x^-\-z^) -\- cos n2Ji(x^ — z^) -|-

-|- cos n2it (y^ -f- zj -f" cos n2rt (y^— z^)].

Für (1 1 1)

An" = (4K)4-(4A1) cosnrr + (6S) cos n (y — 2itxs) + (2S) cos n ^|- + 6^Xs) +
+ (6 0) cos n (f

— 2ax,) +(20) cos n (| + 6irx,) +
+ (60)[cosn(|+ 2a(x, + y3+z,)) + cosn(f + 2i.(x,-y3-z,)) +

cos n (y + 2n (y^ — Xj — z^)) + cos n (y+ 2ii (z^ — x^ — y^))

+ cos n (y + 27t (xg + Js + Zg)) + . . . . + cos n (y + 2 Ti (z, - X, —
y^)

J.

An
Es sind zur Auflösung der Unbekannten elf Amplituden -Verhältnisse t—^ zu

bilden. Durch Intensitätsmessungen sind elf solche Verhältnisse empirisch zu bestimmen.

Aus den Beobachtungswerten von Vegard und Schjelderup erhält man folgende ab-

gerundeten Zahlenwerte für die Amplituden der reflektierten Wellen in willkürlichen

Einheiten, wenn An = Vin • n gesetzt wird, wo I die Identität ist.

Tabelle IV.
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sie in „sechs Gruppen von je vier", die jeweilen Ecken von Tetraeder bilden, welche

ihrerseits wieder kubisch um den Nullpunkt angeordnet sind. (Zwei Unbekannte.) Die

Schwefelatome sind von vornherein richtig auf den trigonalen Achsen angenommen. (Eine

Unbekannte.) Die Autoren reduzieren somit die 11 Unbekannten willkürlieh auf vier.

Gegen eine solche Reduktion ist zwecks eines ersten Überschlagsver^hrens an sich

nichts einzuwenden, besonders dann nicht, wenn dafür chemische oder geometrische

Anhaltspunkte vorhanden sind. Das ist nun bei der vorgeschlagenen Reduktion durchaus

niclit der Fall und auch die rein geometrische Beschreibung des resultierenden Struktur-

bildes erweckt auf diese Weise ganz falsche Vorstellungen. Die Schwerpunktslage der

K-Atome besitzt die Symmetrie der rhomboedrischen Kristallklasse. Wird somit die

Punktverteilung richtig durchgeführt (und Vegard und Schjelderup nehmen genau

die Symmetrie von 2'h* für das gesamte Raumsystem an), so müssen schließlich sechs

von den acht darum würfelförmig gruppierten Sauerstoffatomen ganz anders von den

übrigen Atomen umgeben sein, als die zwei auf den trigonalen Achsen liegenden. Es

ist dann 1. fraglich, ob sie dem gleichen Radikal angehören und 2. unwahrscheinlich,

daß die beiderlei Arten genau gleichweit von den K-Atomen entfernt sind. Durch das

Zentrum der Sauerstofftetraeder geht anderseits nur eine zweizählige Achse, je zwei

der vier Atome werden daher ebenfalls ganz andere relative Lage besitzen als die

übrigen zwei. ^

Sehr schön kommt nun das in der Ausrechnung, die Vegard und Schjelderup

geben, zum Ausdruck und es fehlen in der angenähert wahrscheinlichen Lösung nur die

unabwendbaren Schlußfolgerungen. Nach ihrer Deutung finden sie als wahrscheinliche

Werte die folgenden:

xs = }; Ix,, y^, Z3]] = 1^, ,^, gl (pi T 5.

^1 = 4; E^s. 73» Z3I = [[|> 7, ä
Die vorgenommene Reduktion der Unbekannten findet ihren Ausdruck in den struktur-

theoretisch rein willkürlichen Beziehungen:

^2 = ^1- .V2 = x^; yg = I— x^ X3 = x^; yg = 1 — y,; z, = z^ + |.

Die Übereinstimmung mit den Beobachtungsergebnissen ist eine ziemlich gute,

nimmt man dalier trotz des anfechtbaren Ausgangspunktes die Lösung als eine erste

angenäherte an, so weiß man nun sofort, durch welche noch vorhandenen Freiheiten

eine bessere Übereinstimmung zu erzielen ist. Ich möchte hier nur noch darauf auf-

merksam machen, daß auch schon die Vegardsche Annahme zu einer Atomverteilung

führt, die berechtigte Zweifel in die richtige Zuordnung der 0- Atome zu einzelnen

Radikalen aufkommen läßt. Konstruiert man nämlich nach den Angaben das Punkt-

system, so erkennt man, daß an je sechs von den um K herumgruppierten Sauerstot'f-

atomen des angeblichen SO^- Komplexes sehr nahe -Atome des H.3O liegen, während

die übrigen 0-Atome des Kristallwassers isoliert dem AI -Atom benachbart sind. So ist

dem Sauerstoffatom [[—, ^, —| das Sa^ierstoffatom [[-^, — , —J benachbart. Die Koordi-

natendifferenzen sind TT, —, — . Das ist chemisch nicht sehr wahrscheinlich. Diese

0-Atome liegen aber um das K-Atom gerade, wie es für die 0-Atome der

Wasserdoppelmolekeln um das K- oder AI-Atom erwartet werden muß.

Die Sauerstoffatome des Komplexes |—, — , —| sind daher kaum als zum SO«- Radikal

gehörig zu betrachten, sie bilden mit [[— , j, —]]
die 0-Atome der Doppelmoleküle des

Kristallwassers. Den SO« -Radikalen angehörig sind außer |—, z^, -] die 0- Atome

von |—, '

. |-|, die mit den ersteren zusammen die Ecken einer trigonalen Pyramide
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bilden, in deren Innern die Scliwefelatome sitzen. Die schematischen Figuren 1 und 2b
wären dann verwirklicht, die Trigyren würden Molekülachsen sein, was mit der bevor-

zugten Oktaederfläche des Wachstums in guter Übereinstimmung ist. Von großem Interesse

für den Chemiker wäre die eindeutige Entscheidung, ob die Wasserdoppelmolekeln um
das AI- oder K-Atom gruppiert sind. Nach der angedeuteten Vegardschen Lösung

wären sie um das K-Atom gruppiert, es ist aber nicht ausgeschlossen, daß unter Be-

nutzung aller Freilieitsgrade auch andere Zuordnungen möglich sind, um so' mehr da nur

parallel (1 1 1) Unterschiede bemerkbar sein können.

Es ist nicht das erste Mal, daß bei vom chemischen Staudpunkte aus anfechtbarer

Zuordnung von Atomen sich durch die Ausrechnung automatisch die richtige Verteilung

einstellt (z. B. Spinell); ein Beweis, wenn ein solcher überhaupt nötig ist, daß zwischen

Strukturchemie und Kristallstruktur enge Beziehungen herrschen, die man nicht ver-

nachlässigen darf. Die Komplexstruktur in den Kristallen gibt uns direkt Auskunft

über molekulare Aggregationen auch im flüssigen Zustand.

Die augeführten Beispiele mögen zur Erläuterung des allgemeinen Braggschen

Verfahrens der Strukturbestimmuug komplizierter Kristalle genügen, im übrigen muß auf

die Bestimmungstabellen verwiesen werden.

Bei mehreren Unbekaunteu wird die Auflösung der Gleichungen

Schwierigkeiten bereiten, man kann sich dann oft so helfen, daß man
durch bewußtes Probieren zunächst annähernd wahrscheinliche Bauschal-

lösungen aufsucht. Finden sich in Null stark belastete Massenebenen,

so werden die Amplituden n^'"' Ordnung relativ groß werden, wenn t von

— gleich n oder nahe gleich n ist. Gleichzeitig werden auch durch Inter-

ferenz die Amplituden von n = 2 1,- 3 1 usw. verstärkt werden, während-

dem eine Schwächung für die --, -— ,
~—

. . . Ordnungen eintritt. Der-

artige mehr qualitative Überlegungen, die sich übrigens zahlentheoretisch

auch in Formeln kleiden lassen, werden oft schon zu angenäherten

Lösungen führen.

Auch aus einer genügenden Anzahl genau ausgemessener Inter-

ferenzmuster der Lauediagramme lassen sich die absoluten Größen des

Elementarparallelepipeds bestimmen. Ermöglicht wird dies durch den

bereits erwähnten, meist ganz scharfen Abbruch des Spektralbereiches

von Röntgenröhren nach niederen Wellenlängen hin. Eine kleinste

Wellenlänge tritt meistens in noch relativ großer Intensität auf, so daß

eine ganze Anzahl von Flächen annähernd mit ihr in 1. Ordnung Inter-

ferenzbilder erzeugen. Es sind das die Flächenserien mit den kleinste*

Röntgenperioden des in Frage kommenden Diagrammes. Durchstrahlt

man in Richtung einer kristallographischen Achse, beziehungsweise in

Richtung einer Kante des Elementarparallelepipeds, und sucht man die-

jenigen Flächen aus, für welche die Röntgenperiode elementar ist, so

sind es für Interferenzmuster senkrecht zur a- Achse die Flächen mit

-^-^ = Maximum, {a = Neigungswinkel des einfallenden Strahles zur
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Ebene (hkli). Ist X^ die kleinste Wellenlänge des benutzten Spektral-

bereiches, so erhält man für a einen unteren Grenzwert

2p. h

2 sm^a

Ebenso erhält man für Interferenzmuster senkrecht zu b nach analoger

Auswahl ^ , jj.

b '--' ^ ^.
^ usw.

2 sm^a

Die richtigen a-. b-, c -Werte w^erden nun die aus den Molekularvolumen

berechneten nächstbenachbarten Zahlenwerte sein, welchen eine ganze

Anzahl von Molekülen im Räume entspricht. Die weitere Bestimmung

der Koordinaten der Massenschwerpunkte nach dem Laue verfahren ist

etwas komplizierter. Da die Schwärzung der Interferenzpuukte auf der

photographischen Platte nicht nur von den Amplituden der resultierenden

Wellen abhängig ist, muß ein sogenanntes unabhängiges Verfahren aus-

gearbeitet w^erden, wobei nur Punkte berücksichtigt werden, für die man

in erster Annäherung Proportionalität zwischen Intensität und Schwär-

zung annehmen kann und bei denen nur eine Interferenz von Wellen

1. Ordnung in Frage kommt. Der weitere Verlauf der Untersuchungen

entspricht dann dem des Braggschen Verfahrens.

Bei wenig komplizierten Verbindungen vereinfacht sich der Weg-

natürlich erheblich. Bragg und Vegard und Debye bestimmten so,

ohne Rücksichtnahme auf die bereits bekannten Eigenschaften der ver-

schiedenen Raumsysteme, eine Reihe von Kristallstrukturen. Auf diese

grundlegenden Arbeiten muß verwiesen werden. Hingegen möchte ich

zum Schlüsse dieser Ausführungen noch zeigen, wie oft schon aus

den statistischen Gresetzmäßigkeiten der natürlichen Flächenbegrenzung

Schlüsse auf die Art des Raumsystemes gezogen werden können. In

neuerer Zeit sind in ganz unzureichender Weise für Calcit und Pyrit

andere als die Braggschen Strukturen vorgeschlagen worden, und doch

stehen gerade diese in außerordentlich guter Übereinstimmung mit den

kristallographischen Daten, so daß sie sich bis zu einem gewissen Grade

hätten voraussagen lassen.

Der paramorph-hemiedrische, kubisch -kristallisierende Pyrit ist

dadurch ausgezeichnet, daß <110) als Flächenform fast ganz fehlt.

(210) hingegen eine große Rolle spielt. Beide stehen auf den Haupt-

symmetrieebenen senkrecht, müßten somit bei Anwesenheit von Spiegel-

e])enen im Diskontinuum Ebenenserieu mit gleichviel Zwischeuebenen

besitzen. Die Elementarabstände selbst verhalten sich wie ^-j^ zu -.^:

V2 V5'

<110y müßte daher bei größter Belastung bedeutend größere ^-Werte

besitzen. Wenn nun <210> geometrisch-kristallographisch bevorzugt ist,

so läßt sich erwarten, daß als Vorbedingung für ein derartiges Verhalten

Xiggli. üi-omitr. Kristallogr. d. Diskontinuunis 33
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eiue strukturelle üngleichwertigkeit der beiden Ebeuenserien vorhauden

ist, die der normalen Folge entgegenwirkt. Der Grund könnte in einer

besonderen Massenscliwerpunktlage oder aber in einer Gleitoperation,

oder in beiden gesucht werden. Über die auf den SymmetrieVerhält-

nissen beruhenden Einflüsse gibt die Tabelle X Auskunft. Einzig das

Raumsystem X^^ besitzt eine individuelle Reihenfolge der verlangten

Art. In diesen Raumsystemen hat (210) wie (100) nur 12 Zwischen-

ebenen, während (110) 24 hat. Jedes Elementarparallelogramm von (210)

oder (100) absorbiert von einer gleichwertigen Punktart allgemeinster

Lage 2 Punkte; (110) nur je einen Punkt. Nun ist aber in Xh^ das

Oktaeder bei allgemeinster Punktlage die absolut wichtigste Fläche

(8 Zwischenebenen zu 3 Punkten). Das Oktaeder ist im Pyrit eine

durchaus häufige Form, rangiert aber zweifellos hinter (100). Wir
könnten daraus den Schluß ziehen, daß alle wesentlichen Massenteilchen

auf trigonalen Drehungsachsen liegen, denn dadurch wird die Bedeutung

von (111) relativ verringert. In der Tat schreibt Bragg (siehe Seite 461

und Fig. 180) Pyrit eine Struktur zu, die den Kristall in das Raum-
system ^^h^ bringt. Sowohl die Fe- als die S-Atomzentren liegen auf

trigonalen Drehungsachsen. Betrachtet man die Reihenfolge der Ebenen

hinsichtlich Belastung und Abstand, so findet man allerdings für (110)

noch ganz ähnliche Werte wie für (201). Aber gerade der Umstand,

daß (201) bezw. (210) der Fläche (110) nahe zu stehen kommt, ist not-

wendige Vorbedingung dafür, daß besondere Umstände ihre Wachstums-

geschwindigkeit noch kleiner gestalten können. Übrigens würde der

Wert X = I der Koordinatentripel der S-Schwerpunktslagen von Seite 473

den geometrischen Verhältnissen noch besser gerecht, als der dort an-

genommene Wert Yö- ^^1 würde dann erhalten:

L: 1,41(A-|-B) — 1,41 B — 1,41 (A-fB)— 1,41 B— 1,41 (A4- B)

d: 0^18 Kl8 0^18 0718

, ^
L: 0,89A — 1, 78 B— 0,89A— 1,78 B — 0,89

A

201) ^
' ^'

6: 0,05 0,17 0,17- 0,05

Die in ganz kleinen Abständen aufeinanderfolgenden Ebenen

1,78B — 0,89 A — 1,78B von (201) lassen sich gewissermaßen zu einer

„Ebene" sehr starker Belastung zusammenfassen, auf die im relativ

gToßen Abstand 0,17 eine Ebene 0,89 A folgt, währenddem für (110)

eine derartige Komplexzusammenfassung nicht möglich ist.

Ein interessantes Beispiel ist ferner Calcit (siehe Tabelle Seite 515).

Der Kristallograph kann zunächst durch Wahl der Einheitsfläche

das Achsenverhältnis bestimmen. Das Verhältnis der Elementarperioden

wird bei einigermaßen zweckmäßiger Wahl diesem Verhältnis gleich-

kommen oder ein Vielfaches davon sein. Es lassen sich jetzt die

Bravais'schen (hexagonalen) Indizes der wichtigsten Flächen bestimmen
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merkwürdiger Abweichung dazu ist (110) eine der wichtigsten Flächen.

1 der Bravais 'sehen Koordinaten ist vorwiegend 1, trotzdem die auf

a-Achsen bezüglichen Indizes relativ groß werden können. Da somit

mit einer sehr wichtigen Ausnahme, die jetzt vollständig aus der Keihe

fällt, ungerade Indizesbedingungen bevorzugt sind, was strukturell nicht

erklärlich wäre, so ist naheliegend, daß das Elementarparallelepiped

falsch gewählt ist und das Achsenverhältnis c : a 2 oder 4 mal so groß

angenommen werden muß. Dann werden natürlich die 1- Indizes der

Bravais 'sehen Symbolisieruug alle gerade und es ist nun eine gesetz-

mäßige und deutbare Folge vorhanden. Das nächste positive Ilhombo-

eder ist (4041), man muß also c:a mit 4 multiplizieren. Dann erhält

man als Quersumme der Mi 11 ersehen Indizes die Zahlen der letzten

Spalte unserer Tabelle. Sie sind für die Ehomboeder (ausgenommen

das Einheitsrhomboeder) zunächst alle geradzähUg, es muß somit wohl

ein Raumsystem mit Gleitspiegelebenen, nämlich Dsd^ vorliegen. Außer-

dem aber fehlen unter den wichtigsten Flächen die Quersummen 6 und

10, während 8 und 12 vorhanden sind.

Ferner ist das wichtigste Rhomboeder (Spaltungsrhomboeder) durch

die kleinste durch 4 teilbare Quersummenzahl, nämlich 4 gekennzeichnet,

und ein relativ kompliziertes Rhomboeder (10 «3 -3), das kaum erwartet

würde, l)esitzt ebenfalls diese Quersummenzahl. Betrachtet man die

Skalenoederquersummen nach der neuen Aufstellung, so sieht man, daß

die der wichtigsten Flächenformen alle durch 4 teilbare Indizesquer-

summen ergeben. Es muß sich somit hierbei um eine von den Symmetrie-

bedingungen losgelöste Eigenschaft handeln, die allen Flächen zugute

kommt.. Sie kann nur auf einer Spezialisierung wichtiger Schwerpunkts-
X V z

lagen beruhen. Solche wichtige Punkte müssen in '-

,
'-,

^ des Ele-
4 4 4

mentarrhomboeders liegen, dann sind notwendigerweise alle die Flächen

ausgezeichnet, für welche die Millersche Indizesquersumjne nicht nur

geradzahlig, sondern durch 4 teilbar ist. In der Tat ist das ein Kenn-

zeichen der Struktur von Calcit, die Bragg aus ganz anderen Daten

berechnet hat. Das Elementarrhomboeder ist nicht das Spaltungsrhombo-

eder, sondern darauf bezogen (311). Die Raumgruppe Di/' ist ver-

wirklicht und die Schwerpunkte von CO.s liegen in — V ^, —.- ," :',

4 4 4 4 4 4

wenn die Ca-Schwerpunkte die Ecken und Mitten des Elementafrhombo-

eders einnehmen. Das Spaltungsrhomboeder ist dann die einfachste Form
mit durch 4 teilbarer Indizesquersumme, deshalb auch die wichtigste.

(3 3 2) = früher (110) fällt nun nicht mehr aus der Reihe, es ist die

nächsteinfache Fläche, deren Indizesquersumme durch 4 teilbar ist. Die

zwei einzigen häufigeren Rhomboeder mit nicht durch 4 teilbarer Quer-

summe besitzen in der neuen Aufstellung so einfache Indizes (110) und
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(100), daß sie erwartet werden müssen. Es scheint mir daher außer

Frage zu sein, daß die Strukturdeutung- von Bragg im großen und

ganzen richtig ist und für den genialen Blick des Forschers beredtes

Zeugnis ablegt, sind doch alle diese Überlegungen bei der Aufstellung

des Strukturschemas nicht berücksichtigt worden. (Eingehend diskutiert

wurde die Struktur des Kalkspates von E. Schiebold in seiner Disser-

tationsarbeit an der Universität Leipzig, 1918).

f. Weitere analytisch-geometrische Beziehungen der Massenverteilung

Die Bestimmungen von L und d sind aber nur ein kleiner Teil

einer analytisch-geometrischen Untersuchung gegebener Massengruppen.

Bei der Diskussion physikalischer und chemischer Fragen wird man vor

alle möglichen Aufgaben der analytischen Geometrie des Raumes ge-

stellt. Die am Anfang dieses Abschnittes zusammengestellten Sub-

stitutionsgleichungen gestatten die Verwendung von Formeln, wie sie

sich in den mathematischen Lehrbüchern vorfinden. Manchmal ist auch auf

das im ersten Kapitel besprochene Scharenproblem Rücksicht zu nehmen.

Es kann nicht • der Zweck dieses Buches sein, rein analytisch-

geometrische Formeln abzuleiten. Auch eine größere auf den besonderen

Zweck zugeschnittene Formelsammlung halte ich für nicht wünschens-

wert. Man packt eine Aufgabe dieser Art am besten ganz frisch au

und sucht die unter den Umständen einfachste Lösung auf. Meistens

empfiehlt sich ein besonderes Verfahren, das dann rascher und eleganter

zum Ziel führt als die Anwendung einer für alle Fälle gültigen Formel.

So mögen denn einige Hinweise genügen:

Der Winkel zweier durch a, b, c, «, ß, y des Elementarparallel-

epipeds und (hikiL), (h2k2l2) gegebenen Ebenenscharen ergibt sich aus:

hl hä b- c" sin^ a -\- ki kg a- c^ sin^ ß -\- .

liloa^b- sin^/ +
(kih2+ k2hi) abc"(cosacos/^— cos/)-!- (^^^)

(hil2-|-h2li) ab^c(cos7COSa — C0Sj3) -|-

(kil2+ kali) a^bc (cos ^ COS 7— cos«)

Für rhombische Eleraentarparallelepipede reduziert sich die Formel auf:

cos 6 = , ^-^ { hih2 b^c^ + kiks a^c^ -j- I1I2 a^b^ j (58)
J(h.k.io* ^(hskjy '

'

Rechneu wir die J nach den Formeln (50) auf Seite 464 aus, so

erhalten wir für die tetragonale Abteilung:

1
cos f = , f

•l(h, k. l,)"^(ll2ksU)

(59)
W(hi2-+-ki^) + an,2 Vc2(h2^-|-k2*)-f aMä-

für die kubische Abteilung

hih2-hkik2 4-lil2 , .
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Bei orthohexagonalem Elementarparallelepiped mit a = b\3 wird

ü^(hi lio -h3kik2) + 3b"lil2

Der auf die Kautentranslationen des Elementarparallelepipeds be-

zogene Parameter einer Geraden ist nach (19) auf Seite 19

.T^= arii'^-f b'v- + c'^w^ + 2bcvw cosa4- 2cawucos/y + 2abuvcos7

Die „Reihendichte" beziehungsweise Geradenbelastung- läßt sich

in ganz analoger Weise bestimmen, wie die Ebenenbelastung. Es sind

zuucächst die Bedingungen aufzusuchen, denen ein auf einer gegebenen

Geraden liegender Punkt genügen muß.

Zur Berechnung des Abstandes zweier paralleler Geraden [uvw]^'*'

und [uvw]^2'^'= müssen wir einige Hilfsgrößen einführen.

Es seien:

F = b (B-2 — Bi) (ab UV -|- acuw cos« -f i^'a^ cos/) -|-

-f c (Co — Gl) (acuw + abuv cos« -f- u^a^ cos/?)

G = [c (Ca — Ci) vb — b (B2 — Bi) wc] [wo -\- vb cos« -|- ua cos/?] —
— b (B2 — Bi) (u^a* -\- abuv cos/ 4- acuw cos/?)

H = [b (B2 — Bi) WC — c (Ci — C2) vb] [vb + wc cos« + ua cos/] —
— c (C2 — Ci) (u-a"^ + abuv cos / -[- acuw cos ß)

Dann ist der Abstand P der beiden parallelen Geraden gegeben durch:

_ VF^ 4- GS _j_ h^ 4- 2FG cos/ + 2FH cos/? + 2GH"cÖs^ ..^,

1 (uvw)

Für rechtwinklige Elementarparallelepipede vereinfacht sich die

Formel ganz erheblich.

Den "Winkel zweier durch die Indizes gegebenen (auf ein be-

stimmtes Elementarparallelepiped bezogenen) Geradenscharen findet

coso (63)

a^ui U2 + b^vi V2 + c^wiWs + bc (viWs -4- W1V2) cos a -\-

-|- ajc (wi U2 + Ui Ws) cos /? -f" ab (ui Vä + vi U2) cos /

7(u,v,w,) • ^(uaVaWj)

Die Bedingung, daß die zwei Scharen aufeinander senkrecht stehen,

ist somit identisch mit der, daß der Zähler des obigen Bruches Null

wird. Eine Geradenschar [uvw] ist gegen eine Ebenenschar unter einem

Winkel 6 geneigt. Man findet den Neigungswinkel aus:

,jp^_abc Vl+2cos«cos^cosy-cos'''«-cosV- cosV^^^^^_^^^^._^^^^^
^^^^

J(hkl) • 7(uvw)

Der Neigungswinkel ist gleich Null, das heißt die Geradenschar

ist der Ebene parallel, wenn (uh -j- kv + wl) = ist.
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Ist (uh-j-kv -|- wl =
=:

J(hkl)' ?(nvw)

a b c Vi -\- 2 cos a cos ß cosy— cos^« — cos^/? — cos^7

so ist sin 6 = 1, d. h. d = 90°. Diese Gleichung ist daher die Normalen-

bedingung'.

Als besondere Fälle ergeben sich die Neigungswinkel der Geraden

gegen die Koordinatenebenen.

Gegenüber (100) erhält man:

au
sin()i = -; Vl-|-2 cos« cos/? cos/— cos^«— cos^/?— cos^7 (66)

sin a i(uvw)

Gegenüber (010):

bv
sin dg = Vl+ 2cosa cos/9 cos/— cos*«— cos^/9— cos^ (67)

sin p -/(uvw)

Gegenüber (001):

cw
sin da = -^ Vl-|-2 cosacos/Jcosv— cos^«— cos^/?— cos-/ (68)

sin Y y (u V w)

Die Normalengleichungen spielen eine große Rolle für die Be-

wertung der Zwillingsstrukturen und die Aufstellung der Zwillings-

gesetze. Sie seien deshalb noch in einer für die Rechnung bequemeren

Form abgeleitet.

Eine Geradenschar steht auf einer Ebene senkrecht, wenn sie auf

zwei dieser Ebene parallelen Geraden senkrecht steht. Als die zwei

die Ebene bestimmenden Geraden wählt man zweckmäßig die, w^elche

den Schnittlinien mit (001) und (100) parallel gehen. Ihre Indizes sind

respektive [^, ^, oj und [o, ^, jj-

Gleichung (63) liefert die Bedingungen für p = 90" zwischen jeder

von diesen beiden Geraden und [uvw].

Sie lauten:

^ a"^ , / b^ \ ,
/ bc \ ,

ac _
,

h^^ + \ k^1 + V Y^^^^^''j"^¥^^^^^+
,
ab , / ab

4- —VC0S7 + I— Y^cos/

bM , c2 , / bc \ ,
bc

,— ^
VJ
+ jW+ (^- Y W COSaj + y V cos«+

, ac , / aD
4-'tU COS/9 -|-l -_-u cos

ab . Q

(69)

Beide Gleichungen müssen gleichzeitig erfüllt sein.

Für die monokline Abteilung spezialisieren sie sich zu:

(au + CW cos/9) = -|- -b'-' = y (cw + au cos/9) (70)
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In der rhombischen Abteilung lauten die Bedingungen:

a-
,

b^ c^'

Für rhomboedrische Kristalle bezogen auf Millei'sche Indizes und

ein Elementarrhomboeder erhält man:

1
, /w-l-v w-l-u\ 1 1 , /u4-v w4-u\

.h"+l-T ^ )cos«= ^v = -w+ ^-^ ^jcos« (72)

Man kann so zu einer gegebenen Ebene mit Leichtigkeit die (im

allgemeinen nicht rationalen) Indizes der Normalen auffinden und ersieht

daraus, ob Gittergeraden einfacher rationaler Indizeszahlen etwa quasi-

normal auf der Ebene stehen. Das letztere ist von Bedeutung für die

Zwillingsbildung. Erfahrungsgemäß fungieren als Zwillingsebenen höherer

Ordnung einfache Netz-Ebenen mit darauf quasinormal stehenden ein-

fachen Gitterlinien oder als Zwillingsachsen Gitterlinien, die (juasinormal

auf einfachen Netzebenen stehen. Einige Beispiele der Berechnung

seien augeführt. Gleichung (69) liefert folgende Bedingungen, die not-

wendigerweise zwischen den Indizes von Ebenen (0kl) und ihren Nor-

malen [uvw] in der monoklinen Abteilung erfüllt sein müssen, b ist

gleich 1 gesetzt, das Achsenverhältnis a:l:c somit in Rechnung gestellt,

au ^= — cw cos ß
vi = -|- c"kw sin*/?

Daraus ergibt sich w = = -—«-^s^ >

c ^ kc^sm*/t?
cos/9

'

a

Sollen u, V, w einfache rationale Zahlen sein, wenn k, 1 solche sind,

SO müssen — cos/^ und c- sin'^/? in einfachen rationalen Zahlen (ganzen
a

Zahlen oder einfachen Brüche) ausdrückbar sein. Ist das nicht streng

aber nahezu der Fall, so besitzt jede Ebene der betreffenden Zone eine

relativ einfache Gitterlinie als Quasinormale.

Jeder einfachen Netzebene der rhombischen Abteilung läßt sich

eine einfache Gittergerade als Normale zuordnen, wenn a^ und c* mit

einfachen rationalen Zahlen interpretiert werden können. Auf einer

Rhomboederfläche (hhl) steht eine Gittergerade [uuv] senkrecht, wenn

Iv— kw ul — hw
cos« —

^^ _^ y>)^^-^,^-^ — 2uh — ul— wl

cos« muß somit einem einfachen Bruche relativ nahe kommen,

soll jedes einfache Rhomboeder einfache Quasinormalen besitzen, cos«

des Calcites, bezogen auf das primitive Rhomboeder der Braggschen

Struktur, ist beispielsweise fast gleich ^^j^. Daraus berechnet sich die

Quasinormale auf der Zwilliugsebene (332) zu [22i]. Die Quasinormale

auf (211) bezw. (112) (dem Spaltungsrhomboeder, ebenfalls nach-

gewiesene Zwillingsfläche) ist [115].
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Ist a = 90^', SO besitzt jede Fläche genau eine Normale als ein-

fache Gitterlinie. Das ist das Kennzeichen der kubischen Abteilung.

Für manche Zwecke ist es erwünscht, die A^erteilung der Massen-

schwerpunkte auf einer beliebigen Ebene kennen zu lernen. Je nach den

Umständen wird man verschieden vorgehen.

Zwei Geraden, die auf das Elementarparallelepiped bezogen ein

elementares Paar in der Ebene bilden, also das Netz für alle mit |[OOOTj

identischen Punkte zu zeichnen gestatten, findet man nach: (Siehe auch

Gleichung 24 Seite 22).

Vi w-2 — V2 \Vi ^= h : Wi Uä — W2U1 = k ; Ui v-i — U2 Vi =^ 1

Als eine der Geraden nimmt man zweckmäßig die Schnittlinie der

Ebene mit (100). Ihre Indizes sind dann [olk]. Daraus findet man

die Indizes der mit ihr ein elementares Paar bildenden Geraden nach:

1 Wo -|- V2 k = h ; wenn uo = — 1

.

Aus [olk] und [UäVgW^j findet man den einschließenden Winkel

nach Gleichung (63) auf Seite 518 oder nach dem Ansatz:

J(hki) = j'(oik) • jTcujVäW,)' sinp.

Jetzt läßt sich das elementare Netz auf der Ebene zeichnen.

Weitere konstituierende Punkte, die auf die Ebene fallen, werden durch

Koordinatenachsentransformation, manchmal auch in einfacherer Weise,

an richtiger Stelle eingezeichnet.

Punkte. Ebenen und Gerade lassen sich hierbei nach folgenden

allgemeinen Formeln auf ein neues Koordinatenachsensystem trans-

formieren. Im, n, p| seien die Koordinaten eines Punktes, bezogen auf

ein primitives oder elementares Tripel. [uiViWi] [U2V2W2] [U3V3W3]

bilden die Kanten eines dem primitiven oder elementaren inhaltsgleichen

Parallelepipeds. Sie seien neue X-, Y-, Z-Achsen mit ihren primitiven

bezw. elementaren Parametern als Einheitsmaßstäben. Sie bestimmen

die neuen Achsenebenen (100) (010) (001). Wir erhalten ihre Indizes

im alten Koordinatensystem nach Gleichung 18 auf Seite 17. [u2V2Wj]

[U3V3W:{] bestimmen die alten Indizes (hikih) der neuen (100) -Ebene,

[usVsWa] [uiViWi] die alten Indizes (häksU) der neuen (010) -Ebene,

[ui Vi wi] [u2 Vä Wä], endlich die alten Indizes (h.sksls) der neuen (OOl)-Ebene.

Die Flächenindizes sollen noch nicht auf die primitivste Form gebracht

sein, sondern die Determinantenwerte besitzen, welche sie nach der Be-

rechnung (Gleichung 18 auf Seite 17) erhalten.

Dann sind die neuen Koordinaten |m^ n=^ p^| des Punktes |üi n pl

gegeben durch:
+ m-^ = mhi -f- nki -j- pli

j

+ ii>^ = mho -f nk. -f pls (73)

+ p^ =:: nihs + nks + pls '

-\- oder — Zeichen ergibt sich aus der gewählten Achsenrichtuug.
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Der Koordinatenanfang-spimkt bleibt hierbei unverändert. Ist der Inhalt

des Parallelepipeds [uiViWi] [u2V2Wg] [U3V3W3] z mal so groß wie der

des primitiven oder elementaren Parallelepipeds, so müssen alle Summan-
den der rechten Seiten obiger Gleichung durch z dividiert werden.

Bei der Transformation auf ein neues primitives beziehungsweise

elementares Tripel [uiViW,] [U2V2W2] [U3V3W3] erhält eine Fläche (hkl)

die neuen Indizes (h^'k^l-^), mit, wobei, abgesehen von gemeinsamem Teiler:

h^ = hui + kvi -f- Iwi
I

k^ = hu2-fkv2 + lw2 (74)

1^ = hus -f kv3 + Iws )

Die neue Einheitsfläche ist durch die Parameter der neuen Koordi-

natenachsen bestimmt, ihre alten Indizes sind gegeben durch:

he = h, + I12 + hs: k, = k, + kä + k«; U = 1, -f-
1. -f 1.

wo hl . . ., hi . . ., ha . . . die alten „Indizes" der neuen Achsenebenen

sind und zwar in gleicher Bedeutung wie oben.

Die Formeln sind auch Transformationsformeln, wenn [uiViWi],

[u,.V2W2] [U3V3W3] kein elementares oder primitives Tripel bilden, sie

beziehen sich dann auf die durch die letzte Formel bezeichnete Einheits-

ebeue, welche die Maßstäbe der neuen Achsen liefert. Die Trans-

formationsformeln für Gerade sind denen der Punkte gleich, nur lassen

sich dann [uvw] auf primitive ganze Zahlen abkürzen.

Häufig führen konstruktive Überlegungen rasch zum Ziel; beispielsweise, wenn
es sich darum handelt, das Sti-eubild zu zeichnen, das dui'ch Massenschwerpunkte gehende

Normalen auf einer Fläche erzeugen.

Im kubischen Kristallsystem sind die Hauptindizes der Flächennormalen den

Flächenindizes gleich. Man berechnet nach den Formeln B = n m und C = p m
u '^ u

die B und C der Geraden [uvw] durch die verschiedenen Atomschwerpunkte: zugleich

ersieht man, ob eine derartige Gerade durch mehrere hinsichtlich der gewählten Grund-

translationen unabhängige Atomschwerpunkte geht. Zu berücksichtigen ist, daß die B
und C durch Subtraktion oder Addition ganzer Zahlen immer auf die Rückwand des

ersten positiven Würfels bezogen werden können. B und C sind zugleich Koordinaten

der Dürchstoßpunkte aller Gittergeraden [uvw] mit der yz- Ebene. Das Streubild der

Gittergeraden [uvw] auf (100)o '^'"'<i so direkt erhalten. Die Spur einer direkt durch

deu Punkt ([01l| gehenden Ebene (hkl), wo h = u, k = v, 1 = w ist, läßt sich leicht

zeichnen; die Ebene hkl denkt man sich nach rechts hin in die Zeichenebene umge-

klappt. Man erhält darauf das Streubild der dazu senkrechten Gitterlinien [uvw] aus

dem Streubild auf der (100)o-Ebene, indem man auf die Spur von (hkl) die Senkrechten

von den Durchstoßpunkten der Geraden mit (lüO)^ zieht. Von den Fußpunkten der

Senkrechten zieht man nach links unter dem kristallographisch bekannten ^ (l()0)/(h kl)

Gerade und fällt von den Durchstoßpunkten in (100)o die Lote darauf. (Fig. 187.) Da-

durch erhält man den Abstand der Durchschnittspunkte mit der Ebene (hkl) von der

Spur dieser Ebene gegen (lOO),,. Das Streubild läßt sich sofort zeichnen.

In dieser Weise kann man ein Kristallgebäude mit Leiclitigkeit

nach allen Bichtungen hin durchforschen und diejenigen Beziehungen .
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zwischen Kristallgitteru und vektoriellen Eigenschaften auffinden, die

bereits in der atomistischen Struktur zum Ausdruck kommen.

Konstruktion des Streubildes der Gittergeraden [111]

auf (111) im Typus NaCl.

a = |000|; b =- |[010]]; c = |01l|; d = |00l]]. abcd = Ebene (lOO)«. Das Streubild

der Gittergeraden [111] auf (100) ergibt sich durch Berechnung von B und C.

ef = Spur der Ebene (111) auf (100)« durch |01l|. ^ fj
= Winkel zwischen (111)

und anliegender Würfelfläche = 04" 44' 8".

Die im Text beschriebene Konstruktion ergibt das Streubild der Gittergeraden [Uli

auf (111) rechts von e f . Die Verbindungslinien derjenigen Durchstoßpunkte der Gitter-

geraden, die durch Punkte in gleichen Ebenen (111) gehen, zeigen deutlich den trigonalen

Charakter des Streubildes.

5. Deformationen der Struktur In sich

Die individuellen Größen a, b, c; a, ß, y eines homogenen Kristall-

Diskontinuums sind, soweit Symmetriebedingungen das zulassen, von der

Temperatur und dem Druck abhängig. So können sich in der triklinen

Abteilung alle sechs Größen beliebig ändern. In der raonoklinen Ab-

teilung müssen a und 7, in der rhombischen Abteilung a, ,? und 7 stets
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rechte Winkel bleiben. Außerdem muß in der tetragonaleu Abteilung-

a stets gleich b sein, in der hexagonalen und rhomboedrischen Abteilung

bleibt, auf orthohexagonales Elementarparallelepiped bezogen, a = b Vs,

und in der kubischen Abteilung ist unveränderlich a = b = c zu setzen.

Dadurch bestimmen sich die möglichen Deformationen der Identitäts-

gitter oder Elementargitter in den einzelnen Abteilungen.

Alle Massenteilchen in Punkten ohne Freiheitsgrad be-

halten, so lange das Raumsystem erhalten bleibt, ihre relativen

Lagen bei, ihnen kommt nur die dem Elementarparallelepiped

eigene Deformation zu. Massenteilchen in Punkten mit einem,

zwei oder drei Freiheitsgraden können sich außerdem längs

Geraden, auf Ebenen oder in beliebiger Weise verschieben,

ohne daß die Sjnnmetrieverhältnisse gestört werden. Außer
der Deformation der Elementargitter kann bei ihnen eine Ver-

schiebung der Gitter gegeneinander stattfinden.

Akzent ist auf das Wörtchen „kann" zu legen. Mathematisches

Vorhandensein von Freiheitsgraden ist nicht gleichbedeutend mit not-

wendig stattfindender Ausnutzung dieser Freiheitsgrade bei sich ändern-

den äußeren Bedingungen. Ein gutes Beispiel liefert die Atomanordnung

des Graphites nach der Debye-Scherrerschen Deutung. Die Atom-

schwerpunktslagen besitzen (siehe Seite 461 Fig. 182) einen Freiheits-

grad der Lageänderung. Es ist aber nicht anzunehmen, daß die bindenden

Valenzkräfte ein Loslösen einzelner Atome aus den Ebenen (111) ge-

statten. Anders verhält sich beispielsweise Pyrit, wenn man seiner

Struktur das Braggsche Schema zugrunde legt (Fig. lÖO auf Seite 461).

Die Schwefelatome besitzen auf den trigonalen Drehungsachsen einen

Freiheitsgrad. Es ist ziemlich gewiß, daß die Abstände (d. h. das x in

den Punktsymbolen der Seite 473) auf diesen Achsen sich mit den äußeren

Einflüssen ändern. Die Fe -Atome erleiden nur die dem Elementarwürfel

zukommende Deformation (Veränderung der absoluten Größe a), die

Schwefelatome erhalten außerdem, auf den neuen Elementarwürfel be-

zogen, neue Koordinatenwerte.

Wie es eine thermische Deformation gibt, so läßt sich auch eine

Änderung der elementaren Abstände beim Ersatz von Atomen durch

andere in Mischkristallen konstatieren. Man kann sie als Konzen-
trationsdeformation bezeichnen. Sie scheint, wie aus den wenigen

genauer berechneten Mischkristallreihen hervorgeht, häufig nahezu

additiven Charakter zu besitzen, so daß der hundertste Teil der Differenz

der Elementarabstände der beiden Endglieder einer mittleren Dilatation

pro 1 Mol.^/o gleichgesetzt werden kann. Wichtig ist das Verhältnis der

beiden Deformationsgrößen zueinander. Nicht selten scheint der Größen-

ordnung nach die Änderung pro yö^o ^^^ Änderung pro 1*^ in gleichem

oder entgegengesetztem Sinne zu entsprechen.
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Über die absoluten Größen der Raumelemente, sowie der Defor-

mationen, geben die beiden nachfolgenden Tabellen Auskunft. Die von

Bragg vorgeschlageuen Strukturbilder (siehe auch Seite 461) sind als

richtig angenommen, a ist die Kantenlänge des nach ihm elementaren

Würfels. Die thermische Dilatation von Pyrit ist von Valentin er und

Wallot neu bestimmt worden.

Raumgittereleuiente der Alkalihalogenide und ihre mittlere

Abhängigkeit von Temperatur und Konzentration

KCl KBi NaCl

Spez. Gewicht

Mol.- Gewicht 74,56

I
Raumgitterelemente

1
berechnet nach dem Ver-

1
hältnis der Raumgitter-

i
konstanten 1 : 1,025

Aa.o
AT (pro.l")

6,29 y. 10-^ ß,45 X 10-8

2.3 X 10742 2,6 X lOTi.»

Mittleres 1>6 X lOlli

A ^20 -^0! ^molek )
' mittlere Deformationsgröße für Misch-

AConc. " •

kristalle

Abstand

ungleicher Atome
3,15 X 10-« 3,22 X 10-«

2,17

58,46

5,63 : 10—
' ' cm

2,2 X 10742

2,81 X 10-

Abstand gleicher Atome

auf den (111) Ebenen
4,45 X 10- 4,55 X IO78 3,97 X 10-

Vom Gesichtspunkte homogener Deformationen aus lassen sich auch

die Elementarparallelepipede oder primitiven Gitter (Identitätsgitter) von

in verschiedenen Abteilungen kristallisierenden Substanzen miteinander

vergleichen. Nach Fedorows Untersuchungen können im weiteren Sinne

die Kristallarten der triklinen, monoklinen und rhombischen Klassen

meistens pseudotetragonal, pseudohexagonal oder psendokubisch genannt

werden. Eine derartige Einteilung ist, wie bereits im IL Kapitel dar-

getan wurde, sofern relativ einheitliche Kristallisationsgesetze wirksam

sind, durchaus verständlich, da die Translationsgruppen sich in drei ein-

fache Deformationsreihen ordnen lassen mit hexagonalem, oder tetra-

gonalem, oder kubischem Elementarparallelepiped als den höchstsym-

metrischen Formen. Es braucht aber gar nicht das primitive Gitter zu

sein, das die Pseudosymmetrie besitzt, es kann auch irgend ein wichtiges

übergeordnetes Gitter sein.
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Funktionelle Abhängigkeit der Raumgitterelemente von Pyrit,

Hauerit und Flußspat

1 1

Pyrit Hauerit
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Punktlagen ohne Freiheitsgrad und mit einem Freiheitsgrad zweier sich

entsprechender RaumSysteme £)h* und ®3d'' wird zur Aufklärung der

Beziehungen wesentlich beitragen. In beiden ßaumsystemen gibt es

zweierlei einzählige Punkte von gleicher relativer Lage. Es kommen

ihnen die Symbole |[000| und
|[f iil zu. Die Symmetrie])edingung für

Oh* ist Oh', für ®3d-'' = Dad^. Gleich zusammengehörig und in gleicher

relativer Lage zueinander sind auch die den Flächenmitten einerseits,

den Kantenmitten anderseits entsprechenden dreizähligen Punkte. Die

respektiveu Symmetriebedingungen sind D4h und C2h- Die auf den tetra-

gonalen Achsen liegenden sechszähligen Punkte von Oh' mit der Sym-

metriebedinguug C^v blieben auch in ®3d^ sechszählig, besitzen aber nun

zwei Freiheitsgrade mit einer einfachen Symmetriebedingung C9.

Punkte, die in Oh' auf den trigonalen Achsen liegen (Syminetrie-

bedingung Csv) und achtzählig sind, teilen sich in ®3d^ in zweierlei

voneinander unabhängi^-e Punktarten auf. Die eine ist zweizählig gemäß

der Symmetriebedingung C;;v, die andere ist sechszählig, besitzt zwei

Freiheitsgrade und gehört den Symmetrieebenen allein an.

Ebenfalls aufgeteilt werden die zwölfzähligen Punkte von Oh' (Sym-

metriebedingung Coy) und zwar in zweierlei sechszählige Punktarten,

einerseits mit der Symmetriebedingung Cs, anderseits mit der Symmetrie-

bedingung Ci. Stehen die Elementarparallelepipede in einfacher Defor-

mationsbeziehung zueinander, so läßt sich das Schicksal dieser aus-

gezeichneten Punktlagen daher leicht verfolgen. In ähnlicher Weise

ändern sich unter diesen Bedingungen die zusammengehörigen Flächen-

komplexe. Auch sie teilen sich meistens in zwei, drei oder vier von-

einander unabhängige Formen auf, wenn man von Oh zu Dsd übergeht.

Es sei mir gestattet, eine von P. von Groth in seiner „Physikalischen

Kristallographie'-'' gegebene Tabelle ') zu reproduzieren und zu ergänzen.

(Siehe die Tabelle Seite 528.)

Selbst im Achsenverhältnis der rhomboedrischen und sogar mancher

hexagonalen Kristallarten finden sich noch Anklänge an die eindeutig

bestimmten Verhältnisse in den kubischen Klassen. In Fig. 188 sei AC
eine trigonale Achse eines Elementarwürfels von der Kantenlänge 1.

AC also gleich Vs. Die Spuren aller zu dieser Achse senkrechten Ebenen,

die durch Flächenmitten, Kantenmitten oder ^- Diagonalpunkte gehen,

sind eing.ezeichnet.

^) Die durch die Zeichen ( >
gekennzeichneten Formen veranschaulichen Zu-

sammengehörigkeiten, die in der 2. und 3. Kolonne durch die der rhomboedrisch-

lioloedrischen Symmetriegruppe eigenen Tripel gegeben sind. In der_ letzten KoJ^ojine

sind die Formen (h kl) als monoklin zu betrachten, zu (h kl) gehören (hkl), (hkl), ihklV

Bei Anwendungen ist die oft entgegengesetzte Stellung des Elementarparallelepipeds zu

berücksichtigen. Immer dann, wenn (lOU) Spiegelebene ist (bezw. [100] Symmetrieachse)^

ändert sich die Vorzeichenkombination der Formen in der letzten Kolonne.
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Kubische

Form

Rhomboedrisch- holoedrische Form (Grundrhomboeder = deform. Würfel)

Auf das Rhomboeder

bezogen

Auf die liexagonale

I Säule bezogen
l^-Zusamiiieiigehöiig-

! keit

Auf orthohexagonale Acliscn

bezogen

(likl) = raonoklinf Vertnuschiing

(100)

(110)
(110) Rhomboeder

(101) flexag. Prisma

(111)

(201)

(211)

(301)

(311)

(302)

(221)

(401)

(411)

(321)

(421)

(100) Rhomboeder

(111) Basis

(111) Rhomboeder

(1011) (201) + (111)

(on2)
(1120)

(101) +
(010) +

(112)

(310)

(0001)

(0221)
(002)

(401) + (221)

(201) Hexag.Bipyramide

(20T) Skalenoeder

(211) Rhomboeder

(211^) Skalenoeder

(211) Hexag. Prisma

(1123)

(2131)

(302) Skalenoeder

(301) Skalenoeder

(31^) Rhomboeder

(311) Hexag.Bipyramide

(311) Rhomboeder

(1014)

(1232)

(1010)

(2134)

(3142)

(023) +
(1B 1) +
(102) +
(182) +
(100) +

(313) + (313)

(511)+(421)

(114).

(211) + (512)

(110)

(2025)

(2243)

(4041)

(134) +
(121) +
(405) +
(043) +
(801) +

(514) + (212)

(712) + (532)

(225)

(623) + (623)

(441)

(302) Skalenoeder

(302) Skalenoeder

(221) Rhomboeder

(221) Rhomboeder

(221) Skalenoeder

(402) Skalenoeder

(401) Skalenoeder

(412) Rlioniboeder

(422) Skalenoeder

(411) Rhomboeder

(1235)

(3251)
I

(0115)

(oni)
(1341)

(3145)

(4153)

(1022)

(3254)

(5052)

(322) Hexag.Bipyramide! (1126)
(321) Skalenoeder (134 4)

(322) Skalenoeder (2352)
(321) Di hexag. Prisma (5410)

(422) Skalenoeder ' (213 7)

(421) Skalenoeder (2355)

(422) Hexag.Bipyramide (1121)
(421) Skalenoeder

| (5161)

(185) +
(151 ) +
(205) +
(202) +
(241) +

(425) + (515)

(821) + (731)

(115)

(111)

(531) + (711)

(245) + (715) + (535)

(353) + (913) + (643)

(102) + (112)

(154) + (412) + (:

(10.0.2) + (552)

34)

(521)

(522) Skalenoeder

[
(521) Hexag.Bipyramide

(522) Skalenoeder

1 (521) Skalenoeder

(3148)

(1222)

(7344)

(7162)

(Ol 3) + (3 16) + (3 16)

(222) + (.->34) + (714)

(152) + (732) + (411)

(910) + (320) + (350)

(137) + (517) + (427)

(155) + (735) + (825)

(021) + (311) + (311)_
(461) + (11.1.1)+ (751>

(124) + (718) + (538)

(012) + (312_) + (312)_
(522) + (11.3.4) + (174)

(431) + (13.1.2)+ (572)
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Die Ebenen (1) : (1) gehen durch die Gittereckpunkte und durch Flächenmittel-

punkte angrenzender Würfel. Die Ebene (2) geht durch den Würfelmittelpunkt und

zugleich durch Kantenmitten.

Die Ebenen (3) : (3') gehen durch Gittereckpunkte und Flächenmittelpunkte. Die

Ebenen (4) : (4') gehen wieder durch Kantenmittenpunkte und durch Würfelmittelpunkte

angrenzender Würfel.

In den Ebenen (.5), (5'), (5") ruht die eine Art von Teilchen, deren konstruktiver

Punkt in j der Würfeldiagonale liegt, in den Ebenen (6), (6'), (6") die andere Art. Es

sind die Abstände:

(1) : (1) = V3 ^
(1):(2) = |V3
(1) : (3) = (3) : (.3') = (3')^(1) = i V3

(2): (3) = (2): (.30 = iV3
(4) : (1) = (4) : (3) = (4') : (1) = (4') : (3')

(5) : (3) = (5) : (4) = (5') : (2) = (5') : (3')

(5) : (1) - (50 : (3) = (Ö'O : (30 = J Vs

(6):(1) = (6): (4) = usw. = -^\s.

(5'0 : (1) = AV3

Tr/Q. Aap

I

I

5" 6'

C

Fig. 188. Abstäni e wichtiger Strukturebenen (111) im Elementarwürfel.

Beim Typus NaCl kommen die Ebenen (1), (3), (30; (4), (40, (2) als Massenebeiien

vor. Von Atomen der gleichen Art sind besetzt einerseits die Ebenen (1), "'S), (30, ander-

seits (4), (2), (40. Die Abstände zweier gleichatomiger Ebenen sind somit ^
s" V •'^•

Die Entfernungen der Atome voneinander auf diesen Ebenen sind -ö V'2. Das Verhältnis

der Abstände zwischen den Atomen auf den (111) Ebenen zu den Abständen zweier

benachbarter gleichatomiger Ebenen ist f V2 : iV3 = 1 : 2V|- = 1 : 0,816. In zwei

benachbarten gleichatomigen Ebenen besitzen die Atome nicht gleiche Lage zueinander.

Die Sechsecke sind gegeneinander verschoben. (Siehe Fig. 193.) Erst die Ebenen (1):(1),

allgemein die Ebenen im Abstände V'S, besitzen senkrecht übereinander entsprechende

Teilchen.

Beim Typus Zinkblende (nach Bragg siehe Fig. 179 auf Seite 459) sind die

Ebenen (1), (3), (30 einerseits, (5), (50, (5") anderseits mit Massenteilchen besetzt. Die

Entfernungen der Atome voneinander auf diesen Ebenen sind wiederum iV2. Die Ab-

stände gleichatomiger Ebenen (111) ergeben sich zu "3V3, währenddem der Abstand

zweier gleichatomiger Ebenen gleicher Atomlage V3 ist. Die Ebenen (111) der einen

Niggli. Geometr. Kristallogr. d. Diskontinuums 34
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Atomart (beispielsweise (5)) liegen nun aber so zwischen den Ebenen der anderen Atom-

art (z. B. (3) und (1)), daß der eine Abstand yjVS, der andere •jV-'^ ist. Diese Abstände

verhalten sich also wie 1 : 3.

Beim einfachen Deformationsübergang- vom Würfel zum g-ewöhn-

lichen Rhomboeder werden allg^emein g-esprochen die Flächendiagonalen

des Würfels zu a- Achsen, eine der Körperdiagonalen zur c-Achse des

hexagonalen Elementarparallelepipeds. Das Verhältnis dieser im einfachen

Würfel ist 1 : 1,225 Anderseits ist ein wächtiges Verhältnis von

Größen der beiden Richtungen in kubischen Raumsj-stemen durch das

oben hingeschriebene Verhältnis 1 : 0,816 .... gegeben. Es ist nun

interessant zu sehen, daß nicht nur im engeren Sinne rhomboedrische,

sondern auch trigonale oder hexagonale Kristallarten einfacher chemischer

Zusammensetzung sich mit Vorteil auf Achsenverhältnisse a : c beziehen

lassen, die in naher Beziehung zu den ausgezeichneten, vom Würfel ab-

geleiteten, Werten stehen.

Nach Rinne lassen sich nämlich bei einfachen Verbindungen

rhomboedrischer, trigonaler öder hexagonaler Kristallisation folgende

verbreiteten Tyißen erkennen:

1. Magnesiumtypus a : c ungefähr 1 : 1,6 bezw. 1 : 0,8;

2. Arsentj^pus a : c ungefähr 1 : 1,3 Außenwinkel der Pol-

kante des Grundrhomboeders etwas größer als 90";

3. Quarztypus a : c ungefähr 1 : 1,1 Außenwinkel der Pol-

kante des Grundrhomboeders etwas kleiner als 90°.

Das Achsenverhältnis des Typus 1 ist nahezu gleich ("bezw. das
2

Doppelte) von dem obengenannten von 1 :
—^ = 1 : 0,816 . . . Die

Achsenverhältnisse von Typus 2 und 3 kommen 1 : 1,225 . . . ziemlich

nahe. Es finden sich Abweichungen einer bestimmten Größenordnung

nach der einen oder anderen Seite vor.

Die Erscheinung, daß im übrigen in chemischer Beziehung wenig

verwandte Verbindungen ähnliche Strukturgrößen besitzen, wurde von

Rinne Isotypie genannt. Über die drei soeben erwähnten isotypen

Reihen geben die folgenden Tabellen (nach Rinne) Aufschluß:
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Covellin
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Man kann zweierlei Modifikationsänderungen unterscheiden. Bei

den einen bleibt während des Überganges die Kristallgestalt im all-

gemeinen ohne Zerfall erhalten. Die beiden Modifikationen unterscheiden

sich in den Strukturgrößen wenig voneinander, besitzen aber einen ver-

schiedenen Symmetriegrad, sei es, daß sie verschiedenen Klassen der

gleichen Abteilung angehören, oder daß die eine Modifikation die Sym-

metrie der anderen nur angenähert als sogenannte Pseudosymmetrie (im

engeren Sinne) besitzt. Meistens ist die höher symmetrische Form bei

höheren Temperaturen beständig. Bei den Modifikationen der anderen

Art sind zwischen den einzelnen Formen keine so nahen Beziehungen

erkennbar, während der Umwandlung bleibt eine gegebene Kristallgestalt

nicht einheitlich erhalten.

Mit den Modifikationsänderungen der ersten Art sind lediglich

innerstrukturelle Veränderungen relativ geringfügiger Natur ver-

knüpft. Die gesamte Strukturanordnung muß schon vor der Umwandlung
angenähert die Symmetrie besessen haben, die sich nachher vollkommen

einstellt. Ein Baumsystem wandelt sich in ein anderes um, ohne daß

neue konstruktive Punktlagen hinzukommen. Aus chemischen, in der

Atomkonstitution oder Komplexkonstitution liegenden Gründen stellt sich

bei tieferen Temperaturen nicht die mit dem Bauplan verträgliche höchst-

symmetrische Atomanordnung oder Wirkung der Atomanordnung ein. Es

liegt nahe zu untersuchen, ob derartige Erscheinungen im besonderen

Maße an bestimmte Atome gebunden sind.

Um mit den Beispielen an das bereits Bekannte anzuknüpfen,

wählen wir folgenden Ausgangspunkt. Sylvin (KCl) besitzt bei gewöhn-

licher Temperatur den gleichen Strukturtypus (Fig. 163 Seite 436) wie

Kochsalz, zeigt hingegen Ätzfiguren vom kubisch -pentagonikositetra-

edrischen Habitus. Es bleibt beim Erhitzen kubisch.; eine Umwandlung
in eine höhersymmetrische Klasse ist aber, in Kücksicht auf die im

System NaCl-KCl auftretende Entmischungskurve, nicht unwahrschein-

lich. Die Symmetrie ist somit bei gewöhnlicher Temperatur niedriger

als der ideale Atombauplan mit kleinstmöglicher Periode, und wie man
sich auch die Abweichungen vorstellen mag (siehe Seite 438 bis 451),

in den eigentlichen Kristallisationsgesetzen werden sie ihren Grund

kaum haben. Wir können nun versuchen, die Abweichungen (zunächst

rein formal) mit der Atomsymmetrie .in Verbindung zu setzen und uns

dann fragen, ob etwa in anderen einfachen Kaliumverbindungen eben-

falls Andeutungen für eine niedrige Eigeusymmetrie der einen Atomart

vorhanden sind. (S3'mmetrieerniedrigungen, die bei höherer Temperatur

verschwinden können.)

Die Antwort darauf ist in ganz überraschender Weise bejahend.

Zunächst sind auch KBr und KJ bei gewöhnlicher Temperatur und bei

gleichem Bauplan pentagonikositetraedrisch. Das rhombisch -pseudo-
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hexagonale KNO3 wandelt unter Erhaltung des Kristallgebäudes sich

bei zirka 130° in eine trigonale Modifikation um. Das rhombisch-

pseudohexagonale K2SO4 wandelt sich bei zirka 600° in die normale

hexagonale Modifikation um. Ebenso verhält sich K2Cr04 bei 666°.

Infolge Mischkristallbildungen sehr wahrscheinlich sind derartige Um-
wandlungen für die Selenate, Manganate, Wolframate, die ebenfalls bei

gewöhnlicher Temperatur sehr angenähert hexagonal (rhombisch-pseudo-

hexagonal) kristallisieren. KCIO3 kristallisiert bei gewöhnlicher Tem-
peratur monoklin, aber mit so großer Annäherung au die rhomboedrische

Struktur, daß eine Umwandlung bei höheren Temperaturen nicht aus-

geschlossen ist. Ebenso ist KJO3 bei Zimmertemperatur monoklin

pseudokubisch, KBrOs trigonal pseudokubisch. KH2PO4 und KH2AS2O4
kristallisieren tetragonal, aber nur tetragonal-skalenoedrisch. Trigonal-

trapezoedrisch istK2Sä06. Pseudooktaedrische (ditrigonal-skalenoedrische)

Kristallformen zeigen K2 Sn (OH)« ; K2Pt(OH)6; K2Pb(OH)6. Rhombisch-

pseudohexagonal sind außer den erwähnten Sulfaten, Manganaten,

Selenaten auch K2Te04, KaMoO^, K2UO4, K2Cd(N02)4, K2Ba(N02)4,

KHSi2 05 und vielleicht auchK2Si2 05. Von K2Fe04 weiß man, daß die

doppelbrechende Modifikation bei höherer Temperatur in eine einfach-

brechende übergeht. KJO4 ist tetragonal von nicht näher bestimmter

Klasse. Die übrigen, genauer bekannten, einfacheren Kaliumsalze kri-

stallisieren bei gewöhnlichen Temperaturen durchwegs in niederen Kristall-

klassen, wenn auch oft eine Annäherung an kubische oder hexagonale

Symmetrie unverkennbar ist. So sind KCIO4, KMn04, KAg(N03)2

KNCS rhombisch, K2S4O6, KBO2, K2Cr30io, K2Cr40i3 und eine zweite

Modifikation von K2WO4 monoklin, K2Cr2 07, K2S2O8 triklin, K2CO3 ist

pseudorhomboedrisch, vielleicht aber monoklin bis triklin, Alles das

stützt die Annahme wesentlich, daß bei den einfachen K-Ver-

bindungen sich ein mit zunehmender Temperatur oft ver-

schwindender, symmetrieherabsetzender Einfluß des K-Atomes
bemerkbar macht.

Interessant ist, daß auch KAlSi2 06 (Leiicit) bei zirka 700° aus

einer pseudokubischen in die kubische Form übergeht. Ähnlich verhält

sich KFeSi2 06. Katapleit (KgHiZrSisOu) wandelt sich bei Temperatur-

erhöhung, wie der ähnlich gebaute Natronkatapleit, aus der mouoklin-

pseudohexagonalen in die hexagonale Form um.

Daß sich Na -Rb-Cs- Salze überhaupt ganz ähnlich verhalten, ist

zu erwarten, denn die Atombeschaffenheit hängt sicher mit der Stellung

im periodischen System zusammen, und K, Na, Rb, Cs sind sehr nahe

miteinander verwandt.

Nun macht man die Beobachtung, daß die Na- Salze schon bei

viel tieferen Temperaturen die Umwandlung in die höhere

Symmetrie zeigen als die entsprechenden K-Salze. Es scheint
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auch ein gleiclisinniger Einfluß der übrig-en Atomkomplexe im
Kristallgebäude auf die Umwandlungstemperatur vorhanden
zu sein. Dadurch wird vielleicht verständlich, warum von NaNOs be-

reits bei Zimmertemperatur nur eine trigonale Form existieren kann.

Darüber, ob NaCl bei gewöhnlicher Temperatur regulär holoedrisch

oder hemiedrisch kristallisiert, sind die Meinungen geteilt; da wir die

eventuelle Umwandlungstemperatur von KCl nicht kennen, läßt sich das

Temperaturgebiet von diesen neuen Gesichtspunkten aus nicht fixieren.

Allerdings ist von CsCl eine Umwandlung bekannt, deren Temperatur

zwischen der seines Sulfates (um 660'') und seines Nitrates (um 145")

liegt. Man sieht, wie sich aus dieser Betrachtungsweise viele neue

Problemstellungen ergeben, soweit die eine Gruppe der Modifikations-

änderungen (Erhaltung des Kristallgebäudes) in Frage kommt. Hinsicht-

lich der Na -Verbindungen seien noch folgende bekannte Umwandlungen
erster Art beigefügt: Analcim wird zwischen 180'' und 500 " vollständig

kubisch. Kryolith AlFr.Nas ist monoklin bei gewöhnlicher Temperatur,

zeigt aber meist würfelähnliche Kombinationen und wird zwischen 550

"

und 570 " ohne Zerfall kubisch. Natronkatapleit wird von pseudo- wirklich

-hexagonal bei 140 ^
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unwahrscheinlich. Auch Cu -Verbindungen zeigen ähnliche Tendenzen,

so daß man allgemein sagen kann, daß bei höherer Temperatur sehr oft

symmetrieherabsetzende Eigenschaften der Atome verschwinden.

Auf ein besonders ausgezeichnetes Beispiel sei noch hingewiesen.

Es betrifft das die SiOä-Modifikationen. Für die drei Gruppen der

Cristobalite, Tridymite, Quarze sind wohl drei verschiedene Raumgitter-

anordnungen, die vielleicht auch chemisch verschiedenen Polymerisations-

graden entsprechen, wahrscheinlich. In jeder Gruppe zeigen sich aber

außerdem energetisch geringfügige Umwandlungen von einer nieder-

symrnetrischen in eine liöhersymmetrische Form, wobei jeweilen die

Kristallgestalt erhalten bleibt (Quarz rhomboedrisch-enantiomorph '^

hexagonal-enantiomorph bei 575°, Cristobalit pseudokubisch Z^ kubisch

zwischen 270"— 198°, Trid3miit pseudohexagonal ^ hexagonal bei zirka

163° vielleicht mit Zwischenstufe). Sie müssen wohl eine gemeinsame

Ursache haben, die dem Si-Atom zugeschrieben werden kann, das dann

bei tieferen Temperaturen nicht genau diejenige Symmetrie auszubilden

gestatten würde, die mit dem jeweiligen Bauplan verträglich ist. Von
besonderem Interesse ist der große Temperaturunterschied in den ver-

schiedenen Gruppen; die Art der Bindung müßte von großem Einfluß

auf die Änderung dieser Atombeschaffenheit sein.

Natürlich braucht es sich bei allen diesen Umwandlungen, die ver-

suchsweise auf je ein Atom zurückgeführt wurden, nicht um dieselbe

Symmetrieerhöhung im kristallographischen Sinne zu handeln. Das

diskutierte Material weist nur mit größter Wahrscheinlichkeit darauf

hin, daß bei einzelnen Atomen bei tiefen Temperaturei^ym-
metrieherabsetzende Einflüsse sich geltend machen, die bei

höherer Teinperatur, in Abhängigkeit von der Art der Bindung
und der Art der übrigen Atome im Kristallgebäude, ver-

schwinden können. Dem Zusammentritt der Komplexe zum
Kristallgebäude liegen allgemeine Kristallisationsgesetze zu-

grunde, so daß trotz dieser hemmenden Einflüsse schon bei

niederer Temperatur in einfachen Verbindungen die dem Bau-
plan entsprechende höhere Symmetrie nahezu erreicht wird.

Vom strukturellen Standpunkte erlangen derartige Modifikations-

äuderungen besonderes Interesse, wenn mehrere teils zu Komplexen

vereinigte Atomarten am Aufbau beteiligt sind, von denen einige bei

der Umwandlung eine Erniedrigung der Freiheitsgrade erfahren. Nimmt

mit steigender Temperatur der symmetrieherabsetzende Einfluß kontinuier-

lich ab, so werden sich derartige Atome immer mehr derjenigen höher-

symmetrischen, ausgezeichneten Stellung nähern, die im letzten Momente

beim Umwandlungspunkt vielleicht sprungweise erreicht wird. Die

Umwandlungspunkte erster Art sind dann nichts anderes als

ausgezeichnete Punkte der Deformationskurven, die einem
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Einschnappen der Massenschwerpunkte in neue Gleichgewichts-
lagen entsprechen.

Zur Demonstration derartiger Erscheinungen sei noch einmal die

Pyritstruktur nach Bragg ins Auge gefaßt (Fig. 180 Seite 461). Nehmen
wir einmal an, die Schwefelatome entfernen sich mit steigender Temperatur

voneinander. Da sie sich auf den trigonalen Drehungsachsen bewegen

müssen, nähern sie sich immer mehr den Zentren der kleinen Würfelchen

von I Volumen des Elementarwürfels. Es wird die über das Symmetrie-

zentrum wirksame Kraft, die zwei Schwefelatome zusammenkoppelt,

immer geringer, während die Unterschiede der von den Eisenatomen

ausgehenden Bindungskräfte weniger groß werden. Vom mechanischen

Standpunkte aus ließe sich erwarten, daß nach Erreichung eines gewissen

Abstandes sprungweise (beziehungsweise mit sehr großer Beschleunigung)

die S-Atome die Lage der H | j| und |f f f | Punkte einnehmen. Von
dem Momente an hat die Baugruppe S2 aufgehört zu existieren. Jedes

Schwefelatom ist jetzt in gleicher Weise von 4 Fe-Atomen umgeben,

wie das hinsichtlich der F-Atome des Flußspates nach der Braggschen

Deutung (Fig. 181 auf Seite 461) der Fall ist. Die Symmetrie der

Fe-Atoralagen in Hinsicht auf die Lagerung der übrigen Atome hätte

sich erhöht. Die totale Atomanordnung zeigt nun nicht mehr paramorph

hemiedrischen, sondern kubisch holoedrischen Charakter. Steht dem in

der speziellen Atomsymmetrie, die ja in der Lage nicht zum Ausdruck

kommt, nichts entgegen, so würde aus einer paramorph hemiedrischen

Modifikation eine holoedrische unter Erhaltung der allgemeinen Kristall-

gestall entstanden sein. Chemisch wäre ein solcher Vorgang als Dis-

soziation aufzufassen; aus der Verbindung Fe-S2 hätte sich die Verbindung

S-Fe-S gebildet.

Beruht, wie hier angenommen wurde, der schließlich die Modifikations-

umwandlung bedingende Effekt auf einer bei Temperaturerhöhung zu-

nächst kontinuierlich wirksamen Änderung, so muß sich mit Annäherung

an die Umwandlungstemperatur das physikalische Verhalten ebenfalls

demjenigen nähern, das für die zweite Modifikation bestimmend ist.

Man würde also beispielsweise bei angenähert höhersymmetrischen Sub-

stanzen, die bei gewissen Temperaturen und Drucken in die wirklich

höhersymmetrischen Modifikationen übergehen, eine Annäherung im

äußeren Habitus, den Achsenverhältnissen, Winkelwerten usw. an die

bei höherer Temperatur stabilen Modifikationen beim Erhitzen zu

erwarten haben. Diese Folgerung ist glänzend bestätigt worden.

Zuerst wurde sie für Quarz (a - /9 - Umwandlung) von verscliiedenen

Forschern hinsichtlich verschiedener Funktionen, wie Doppelbrechung,

Winkelwerte, Dichte, Achsenverhältnisse festgestellt. Neuerdings hat

R. Großmann (Diss., Leipzig 1917) Boracit und Leucit daraufhin

geprüft.
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Ganz deutlich zeigte sich, wie in allen Winkelwerten mit höherer Temperatur

(zum Teil im Gegensatz zu dem Änderungssinne bei tiefen Temperaturen) in steigendem

Maße ein Einfluß im Sinne der schließlichen Modifikationsänderung bemerkbar wird.

*20'r
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189. Kurve der Winkeländerung zweier Pseudowürfelfläclien des Boracites

(nach Großmann).

Fig. 190. Kurve der Winkeländerung zweier Pseudorhombendodekaederflächen

des Boracites (nach Großmann).

Fig. 191. Kurve der Winkeländerung zweier Pseudowürfelflächen des Leucites

(nach Großmann).

Boracit wandelt sich bei 265° von einem pseudokubisehen ins kubische Kristallsystem

am. Unterhalb 265° ist der Winkel der Pseudowürfelflächen nicht kon.stant, oberhalb

265° muß er von der Temperatur unabhängig sein. Aus Fig. 189 ist ersichtlicli. daß
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nach anfänglicher Zunahme des Winkels mit steigender Temperatur eine Abnahme ein-

setzt, entsprechend dem niedrigeren "Werte von 90" für die kubische Modifikation. Die

Abnahme vom Maximum bis zur sehr beschleunigten bezw. sprungweisen Änderung be-

trägt natürlicli nur wenige Sekunden. Noch ausgesprochener sind diese Erscheinungen

bei der "Winkel-änderung (101) (011) des Boracites zu erkennen (Fig. 190). Beim

Leucit, der oberhalb 600" wirklich kubisch wird, erfolgt die Änderung bis zum

Modifikationsumschlag fast kontinuierlich, wie die schematische Figur 191 zeigt ^).

Sind für eine kristallisierte Substanz derartige Modifikationsände-

riingen unter Erhaltung- des allgemeinen Kristallgebäudes bekannt, so

lassen sieh die notwendig vorhanden sein müssenden Beziehungen

zwischen den 2 Eaumsystenisklassen zur Strukturbestimmung verwerten.

Allerdings ist die Sachlage nicht so, daß dadurch eine eindeutige

Strukturbestimmung ermöglicht würde; die Beziehungen zwischen den

einzelnen Raumsystemen sind so mannigfaltiger Art, daß weitere ein-

schränkende Voraussetzungen immer noch notwendig sind. Indem man
einzelne mögliche Fälle diskutiert, übersieht man oft die vielen anderen,

nicht weniger wahrscheinlichen Lösungen. Immerhin soll ein fingiertes

Beispiel besprochen werden. Es handle sich um eine Verbindung mit

einem Komplex MN^, die aus einer rhombisch holoedrischen, pseudo-

trigonalen, in eine rhomboedrisch holoedrische ^Modifikation unter Erhal-

tung der Kristallgestalt übergeht. In beiden Fällen komme der Komplex

in einem rechtwinkligen (orthohexagonalen) Elementarparallelepiped zwei-

mal vor. M ist somit elementar zwei-, N elementar achtzählig. Rhom-

bisch holoedrische Gruppen mit zwei- und achtzäliligen Punkten gibt es

10, die Struktur ist in dieser Hinsicht also ganz unbestimmt. Rhombo-

edrisch holoedrische Raumsysteme mit derartiger Zähligkeit gibt es aber

nur eines Dsd*. Die zweizähligen Punkte sind Eckpunkte und Basis-

zentrum des Elementarparallelepipeds , sie besitzen die Symmetrie Dsd.

Die achtzähligen Punkte müssen auf den übrigen trigonalen Achsen

liegen (Symmetriebedingung Ci), und zwar liegt je einer gleichviel unter-

halb der Grundfläche wie der andere auf der gleichen Achse oberhalb

der Grundfläche. (Siehe Figur 192i). Von einem Komplex MN4 läßt sich

dann nicht mehr sprechen. Jedes N-Atom ist genau gleichweit von drei

M-Atomen entfernt. Es hat eine vollständige Aufteilung stattgefunden.

Die zwei M-Atome sind einander identisch, d. h. parallel gestellt. Das

sind sie auch in dem rhombisch holoedrischen Raumsystem $ßh'^, dem

ebenfalls achtzählige Punkte eigen sind. Soll ein kontinuierlicher Über-

gang in die Anordnung Dsd^ mögUch sein, so müssen die N-Atome auf der

Spiegelebene (010) liegen. (Längere Achse diesmal mit a bezeichnet.)

Je vier können jetzt aber näher einem M-Atom sein und einen Komplex

MN4 bilden. Haben die N-Atome bei Temperaturerhöhung eine relative

Verschie])ungstendenz in der Pfeilrichtung der Fig. 192ii, so wird ver-

über gleichzeitig auftretende Zwillingsbildung usw. siehe die Originalarbeit.
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stäDdlich, daß diese verschwindet, sobald eine gleiche Entfernung- von

drei M-Atomen erreicht ist. Grundbedingung dafür ist natürlich das

zunächst nahezu und dann ganz erfüllte orthohexagonale Verhältnis a : b.

Es ist nicht unwahrscheinlich, daß in KäSOi hinsichtlich des Kom-
plexes SO4, der Prozeß der Modifikationsänderung in diesem Sinne

verläuft.

Bei den Modifikationsäuderungen der zweiten Art treten

größere Umstellungen im Kristallgebäude auf. Die einfachsten ent-

a=b\[3 \

M M
2 liAtome

Fig. 192. Trigonale und pseudotrigonale Struktur eines Komplexes MN^ auf (001).

sprechenden Deformationen, die man auch sonst bei verschiedenen Kristall-

arten wahrnehmen kann, sind diejenigen, welche man als mechanische
Translationen und einfache Kristallschiebungen bezeichnet hat.

Sie mögen vom strukturgeometrischen Standpunkte aus kurz besprochen

werden.

Manche Kristallarten lassen sich mechanisch . parallel bestimmten

Ebenen und in bestimmter Richtung innerlich verschieben. Außer der

Parallelverschiebung treten liierbei keinerlei Umstellungen oder Defor-

mationen auf. Mügge hat derartige GleitVerschiebungen als mecha-
nische Translationen bezeichnet. Die Gleitfläche wird Trans-
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lationsfläche (T), die Gleitrichtung Translationsrichtung' (t) ge-

nannt. Die gitterförmige Anordnung der Massenteilchen im Diskontinuum

läßt diese Erscheinungen ohne weiteres verstehen. Doch müssen prae-

destinierte Grleitflächen offenbar eine ganz besondere strukturelle Be-

deutung besitzen, damit eine leichte Verschiebbarkeit der Teilchen

gegeneinander eintreten kann. Die Lage der Translationsflächen wird

daher in irgend einer, bis jetzt noch nicht näher bekannten Beziehung

zur Kristallstruktur stehen.

Nach einer tabellarischen Zusammenstellung von Johnsen zeigen

folgende Mineralien die Erscheinungen der mechanischen Translation:

Name, Zusammensetzung Kristallklasse

Au Gold
'

kubisch holoedrisch

PbS Bleiglanz i

Na Gl Kochsalz „ ,,

KCl Sylvia kub. enantiom.

H.,0 Eis hexag. hemim.

MgCOg Magnesit rhomboedr. hol.

MgCaCCOg) Dolomit rhomboedr. tetart.

PbCl.'PbCOs Phosgenit tetragonal hol.

CaSO^ Anhydrit
j

rhombisch hol.

SbSg Antimonit
i

„

CaS0^.2H,0 Gips
i

monokl. hol.

Feg^POjg-^HgO Vivianit I

TlAsS.^ Lorandit
| „ „

(HKjgAljO, -2 8102 Muskowit . . .
i „

PbSO,.Pb(OH)j-2PbC03 LeadhiUit .
j

AljSiOj Disthen triklin hol.

(111)
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die keine Verzerrung erleiden. Ki ist die Gleitfläche, sie erfährt

auch keine Lagenänderung.

3. Die auf Ki und K2 senkrecht stehende Ebene der Schiebung

(hsksls) = S.

4. Die Schnittlinien dieser Ebene der Scliiebung mit den Kreis-

schnittebeuen Ki und Kä. Die erstere wird mit n als Schieb ungs-

richtung [uiViWi] bezeichnet, die letztere mit t2 als Grundzone
[U0V2W2].

Durch zwei der 5 Elemente Ki , K2 , S , n , r-z sind die übrigen

bestimmt, sie lassen sich leicht analytisch auffinden, wenn man die

zwischen ihnen herrschenden allgemeinen Beziehungen formelgeinäß

darstellt.

Da erfahrungsgemäß durch die einfache Kristallschiebung Ebenen

mit kleinen rationalen Indizes in neue Ebenen mit ebenfalls relativ

kleinen ganzzahligen Indizes übergeführt werden, so muß von den

zwei Elementarpaaren Ki t-2 und Ko t2 mindestens eines relativ kleine

rationale Indizes besitzen. Darnach lassen sich zwei Hauptfälle unter-

scheiden (Mügge):

a. Kl = (hikih) = rationale erste Kreisschnittebene, zugleich

Gleitfläche und Zwillingsebene. Sie enthält die im allgemeinen

irrationale Schiebungsricbtung [uiViWi].

K2 = (h2k2l2) = im allgemeinen irrationale zweite Kreisschnitt-

ebene (ohne Verzerrung, aber mit größter Lageänderung). Sie

enthält die rationale Grundzone [U2V2W2]. Die Zwillingsachse

normal zu (hikili) besitzt im allgemeinen irrationale Indizes.

ß. Kl = (hikih) = im allgemeinen irrationale Kreisschnittebene,

zugleich Gleitfläche ohne Lageänderung und Verzerrung. Sie

enthält die rationale Schiebungsrichtung [uiViWi] = n. die

zugleich Zw^illingsachse ist.

K2 = (h2k2l2) = die zweite Kreisschnittebene ist rational. Sie

enthält die irrationale Grundzone. Die auf [uiViWi] senk-

recht stehende sogenannte Zwillingsebene ist im allgemeinen

irrational.

Man wird somit einfache Schiebungen vom Typus a im allgemeinen

definieren durch die Gleitfläche (Zwillingsebene) und die Grundzone,

Schiebungen vom Typus ß durch die Schiebungsrichtung (Zwillingsachse)

und die zweite verzerrungsfreie Kreisschnittebene.

Geht durch eine Kristallschiebung ein Gitter in sich selbst iil)er,

so spricht man nach Johnsen von einer Gitterschiebung. Die

Gitterpunkte erfahren dann reine Schiebungen im mechanischen Sinne,

also lediglich geradlinige Bewegungen, die dem Abstand von der Gleit-

fläche proportional sind. Es ist durchaus nicht notwendig, daß die

Massenteilchen eines Kristallgebäudes derartige schiebungsfähige Gitter
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bilden oder etwa das primitive Gitter einer Kristallart einfache Schie-

bnngen erleiden muß. Auch dann, wenn die Schwerpunkte der Massen-

teilchen oder Komplexe in einem schiebungsfähigen Gitter angeordnet

sind, müssen bei der Schiebung die Massenteilchen oder Komplexe

Deformationen erleiden, sofern sie nicht in bezug auf die Zwillings-

elemente von vornherein symmetrisch gebaut sind. Betrachten wir zu-

nächst einfache Schiebungen vom Typus a. Alle Elemente werden auf

das Elementarparallelepiped bezogen. Die Gleitfläche (hikih) ist

Zwillingsebene.

Wenn das Elementargitter in sich durch die Scliiebung deformiert

werden soll, so muß nach der Schiebung jeder Gitterpunkt des defor-

mierten Teiles in bezug auf die Gleitfläche spiegelbildlich zu einem

nicht deformierten Gitterpuukt stehen. Das ist (wir folgen den ein-

fachen und klaren Ausführungen von Walleran t) nur dann möglich,

w^enn sich vor der Schiebung im Elementargitter je zwei Gitterpunkte

durch eine zur Grundzone parallele Gerade verbinden lassen und jede

dieser Strecken durch die Gleitfläche (spätere Zwillingsebeue) halbiert

wird. Analytisch drücken sich, wenn [m n p] und [ni'n'p'] zwei der-

artige Gitterpunkte darstellen, diese Bedingungen folgendermaßen aus:

(m' — m) : (n'— n) : (p' — p) = U2 : V2 : W2

hl (m' -f m) + kl (n' + n) + U (jV + p) =
Die Auflösung dieser Gleichungen nach m, n, p ergibt:

him' -j- kin' + hp'm = m' — 2 U2

n = n' — 2 V2

p = p' — 2W2

hiU2 -f- kiV2 + I1W2

him' + kin' + liP'

hiU2 -t-kiV2 + I1W2

hl m' -j- kl n' -\- b p^

hiU2 -|- kiV2 -|- I1W2

m, n, p, m', n', p' müssen als Gitterpunkte ein- und desselben, ein-

fachprimitiven Elementargitters, mit dem Nullpunkt in einem Eck-

punkt, immer ganze Zahlen sein. Da sie im übrigen unendlichfach

variabel sind und U2V2W2 relativ prim erscheinen, ergibt sich als not-

wendige Bedingung

hiU2 + kiV2 + I1W2 = ± 1 oder ± 2

Ist diese Bedingung zwischen den Indizes der Gleitfläche und

Grundzone erfüllt, so ist das Elementargitter schiebungsfähig, sofern es

einfach primitiv ist.

Ist das Elementargitter flächenzentriert oder innenzentriert, so

enthält es auch Punkte mit Halben als Koordinaten. Wir können nun nach

den obigen Gleichungen berechnen, wie h, k, 1 und u, v, w beschaffen

sein müssen, damit zu einem jeden derartigen Punkt auch einer in ent-

sprechender Lage gehört. Bei bekannten Werten der Schiebungselemente
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ist auf diese Weise überhaupt die Beschaffenheit von schiebungsfähigen

Gitterkomplexen auffindbar. Es läßt sich für den speziellen Fall

fläehenzentrierter oder innenzentrierter Elementargitter aber auch ein

anderer Weg einschlagen. Man stellt ein für alle Male die Trans-

formationsformeln für die neu entstehenden Primitivgitter auf. Darauf

bezogen muß dann die Produktensumme der analogen Indizes von Ki t-2

wieder + 1 oder 2 sein. Drückt man diese Indizes in den alten Indizes

aus, so erhält man die diesbezüglichen Bedingungen.

1. Ist das Elementargitter innenzentriert, so werden: [111]

—

>[100];

[111] -^ [010]; [J)01]
--> [001]; (101) —> (111); (110) — (100);

(110) —> (010); (101) —> (001).

Daraus findet man ^) im extremsten Falle der Nichtprimitivität der

berechneten neuen Indizeswerte:

hl— k, + li U2— V2
,
hi+ki + li ^2 + V2 :^— ^1^ ^ + j Q^i + 2

Auflösen ergibt:

|hiU2 + f kl V2 -j- ili W2 = ± 1 oder ± 2.

Nennt man (hiUä -^-kiVä + liw^) = z, so erhält man die Sätze:

Ist z =r 1, so ist das innenzentrierte Elemeutarparallelepiped stets

schiebungsfähig; ist z = 2 und die Summe hi + ki -|- K = gerade, eben-

falls; ist z = 2 und die Summe hi -j- ki + h ungerade, so müssen

u.vaWä ungerade sein; ist z = 4, so ist das innenzentrierte Gitter nur

schiebungsfähig, wenn die Summe hi + ki -|- li gerade und alle Indizes

U2V2W2 ungerade sind.

^) Am ersten Beispiel sei die Ableitung der Sätze erläutert. Bei der Trans-

formation auf [111] und [111] als neue [010]- und [100]- Achsen werden die neuen

Flächenindizes von k^ nach Gleichung 74 Seite 522 zu (h^— k^ -^- 1^) : (h^ -\- Iq+ IJ : 1^

beziehen sich aber dann auf (001) als 8 neue Einheitsflächen. Bezogen auf (101) als

Einheitsfläche lauten sie daher, je nachdem, ob die Summe (h^ -f~ ^^i + ^i) gerade oder

ungerade

:

^k:z|i+li, h±^+Jl^ i^j oder (h,_k, + l„ h, + k,+l., 21,).

Ebenso liefert Gleichung 73 Seite 521 in Rücksicht auf die neue Einheitsebene als

Indizes von t,: [u, — v^ u^ + v^ w^ —
2 ' 2 ' 2

oder wenn die Zähler nicht zwei als gemeinsamen Teiler haben:

[U., — V2, U2 + V2, W.— Uj].

Setzt man diese Werte in die "Wallerantsche Gleichung ein, so ergeben sich je nach-

dem, ob durch 2 zu dividieren ist oder nicht:

2 z = ± 1 oder ±2 z = ± 1 oder ±2 | z = ± 2.

Die mitgeteilten Sätze formulieren die Einzelbedingungen.

Man kann aber auch direkt die Seite 542 mitgeteilten Bedingungen benutzen und

daraus die Beziehungen dafür ableiten, daß zu jedem Punkt — , -~, ~\ ein analoger

Punkt gehört, (n, n,, n.^ entweder alle ungerade oder gerade ganze Zahlen.)
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2. Ist das Elementarparallelepiped basisflächenzentriert, so werden:

[HO] — [100]; [110] -^ [010]; [001] —^ [001]; (201) -^ (111);

(HO) — (100); (HO) -^ (010); (001) — (001): und man erhält

die Sätze:

Ist z = 1, so ist das basisflächenzentrierte Elementarparallelepiped

stets schiebungsfähig, ist z = 2 und die Summe hi -[- ki = gerade, eben-

falls; ist z = 2 und die Summe hi -{- ki ungerade, so müssen Wa gerade,

U2 und V2 ungerade sein; mit z = 4 ist das basisflächenzentrierte Gitter

nur schiebungsfähig, wenn die Summe hi -j- ki gerade und W2 gerade,

Uiy2 aber ungerade sind.

Analoge Sätze gelten für seitenflächenzentrierte Elementarparallel-

epipede.

3. Ist das Elementarparallelepiped allseitig flächenzentriert, so

werden: [11 0] -^ [100]; [Ol 1] —> [010]; [101] —^ [001]; (111)— (111);

(111) --> (100); (Ul) —> (010); (iTl) -^ (001);

Man erhält die Sätze:

Ist z = 1, so ist das allseitig flächenzentrierte Elementarparallel-

epiped stets schiebungsfähig; ist z = 2 und sind alle Indizes hjkili

ungerade oder die Summe u^ + Vg -|- w^ gerade, ebenfalls; mit z = 4

entsteht nur ein schiebungsfähiges Primitivgitter, w^enn alle Indizes

hl kl li ungerade sind und gleichzeitig die Summe ua + Va + Wä ge-

rade ist.

Mit diesen Sätzen läßt sich sofort erkennen, ob ein primitives

Gitter schiebungsfähig ist, sofern hikiU oder U2V2W2 auf ein wirklich

elementares Gitter bezogen werden.

Die Zahl z gibt an, wievielmal elementar der Inhalt eines Parallel-

•epipedes wird, dessen eine Kante die Grundzone ist, dessen zwei andere
Kanten ein elementares Paar in der Gleitfläche bilden. Dieses Parallel-

epiped, das wir der Einfachheit halber bei gleichzeitiger rationaler

Schiebungsrichtung so konstruieren, daß die Schiebungsrichtung eine

der zwei in Ki liegenden Geraden ist, nennen wir Schieb ungs-
parallelepiped, die Zahl z aber Elementarzahl der Schiebung.

In der nachstehenden Tabelle sind einige Kristallarten des Typus a

mit ihren Schiebungselementen und den Elenientarzahlen der Schiebung

zusammengestellt. (Angaben der ersteren zum Teil nach Johnsen').

^) A. Johnsen transformiert die allgemeinen, noch nicht auf spezielle Achseu-

verhältnisse bezogenen Indizes der Schiebungselemente auf die einzelnen primitiven

Tripel der verschiedenen Raumgitterarten. Die Transformationsgleichungen und allge-

meinen Symbole bedingen, daß eventuell die einzusetzenden Indizes noch nicht relativ

prim erscheinen. Es sind nun aber von Johnsen neun Gleichungen abgeleitet worden,

die unter allen Umständen ganzzahlige und relativ prime Werte z^, Zg, . . . Zg ergeben

müssen, soll die in Betracht gezogene Gitterart schiebungsfähig sein. Sie lauten, wenn
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Mineralname, Kristallklasse 3:,

Elementar-

i

zahl der

1 Schiebung

Bemerkungen über die

einfachsten schiebungs-

fähigen Gitter.

Eisen (regulär holoedrisch)

Rutil (tetrag. holoedrisch)

(112)

(101)?

Wismut
^ u u 1„ „ ,
rhomboedr. ' ,„, ,,Kalkspat L , , . ^ (011^„ ^ ,
holoedrisch

JNatronsalpeter '

Millerit rhomboedr. holoedr. (Ol 1

dir
Eisenglanz i rhomboedr.

Korund j holoedrisch

Aragonit 1 , , ,„ °
,,., rhomboedr. ,, , .,

Karnallit > , , , . , i (110)
„ ,. - ^ holoedrisch
Kalisalpeter >

1

Diopsid monokl. holoedr. (001)

Albit? triklin holoedrisch (010)

[111]

[1031?

[011]

Hill

1211]

[3101

[0011

[010]

4 Nur d. innen zentrierte Gitter.

4 Kein einfaches tetragonales

Gitter! (Das seitenflächen-

zentrierte müßte zugleich

I allseitig zentriert sein.)

Das einfach primitive, das

2 flächenzentrierte und das

innenzentrierte.

2 Das einfachprimitive und

innenzentrierte.

I

Das flächenzentrierte Ele-

mentargitter.

Das basisflächenzentrierte

Elementarparallelepiped.

Alle einfachen Elementar-

gitter.

Desgl.

In allen denjenigen Kristallklassen, bei denen die Achsenverhältnisse

variabel oder gar die Achsenrichtungen beliebig wählbar sind, ist

keinerlei Bürgschaft vorhanden, daß das makroskopisch bestimmte Zahlen-

und Richtungsverhältnis der Koordinatenachsen strukturell als elementar

zu bezeichnen ist. In solchen Fällen hat es daher einen Sinn, zu

fragen, ob etwa ein dem vorläufig als elementar angesehenen hypo-

thetischen Gitter übergeordnetes Teilgitter ebenfalls schiebungsfähig ist.

Mit anderen Worten, es ist zu untersuchen, ob bei Transformation von

Kl und T2 auf ein neues, möglicherweise elementares Koordinaten-

achsensystem sich schiebungsfähige neue Elementar- oder Primitivgitter

einstellen.

die auf primitive Tripel bezogenen Indizes (hkl) und [uvw] wohl ganzzahlig, aber

nicht notwendigerweise prim sind:

hu— kv— Iw 2ku 21u

hu
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Bei rhombischen Kristallen können wir uns das Achsenverhältnis bei' gleich-

bleibender Achsenlage als Elementarverhältnis vervielfacht denken. Ist (z. B. Aragonit)

(110) =^ Kj und [310] ^= ^2, so wird von Einfluß nur eine Änderung des Verhältnisses

a : b sein. Wäre das strukturell richtige Verhältnis von — n mal größer als das makro-

skopisch angenommene Achsenverhältnis, so würden die Indizes von Kg = (n 1 0), die von

Tg = [.3n0]. Es ist leicht ersichtlich, daß ein Wert ^ 4 (exklusive 3) sich nur einstellt,

wenn n = 3 ist, so daß, auf einfache Zahlenwerte gebracht, t, = [110] wird. Bei einem

solchen Elementarverhältnis würden die primitiven Gitter bei Basiszentrierung ebenfalls

schiebungsfähig werden.

Die Kreisschnittebene K^ von Diopsid ist, so lange die Struktur als Unbekannte

angesehen werden muß, nur als Ebene (hOl) bestimmt. Fixieren wir die Grundzone,

indem wir ihr das Symbol [001] geben, so können wir (hOl) irgend ein Symbol (hOl)

oder (h02) zuordnen, stets werden die dadurch bestimmten Elementargitter und primitiven

Gitter bei Zentrierungen schiebungsfähig sein. Wir können aber bei gegebenem (hOl)

auch der Grundzone noch verschiedene Symbole [uOw] verleihen und die Mannigfaltigkeit

dadurch erhöhen. Alle diese Transformationen verlieren ihre Bedeutung, sobald das

Strukturgitternetz bekannt ist. Dann wird dasjenige Gitter in Betracht zu ziehen sein,

dem die Vollzahl von Massenschwerpunkten zukommt oder das die wichtigsten Komplex-

schwerpunkte beherbergt.

Sind (hl kill) und [uaVaWä] sowie die Atomanordniingeu bekannt,

so läßt sich nach den Formeln auf S. 542 sofort bestimmen, ob die

Atomschwerpunkte geradlinige Wege zurücklegen können. Die Formeln

sind hinreichend bei Vorhandensein eines Symmetriezentrums, anderen-

falls müssen eventuell auf die Zwillingsachse als Drehungsachse bezüg-

liche Formeln abgeleitet werden. Bei mehratomigen Verbindungen

werden die Bedingungen für alle Atome gleichzeitig nur in Ausnahme-

fällen erfüllt sein, die geradlinige Bewegung der Atome bei der Schiebung

ist ein seltener Vorgang. Hingegen ist es, wie Johnsen zeigte, nicht selten,

daß Komplexschwerpunkte in schiebungsfähigen Gittern angeordnet sind.

Die zwischen den Einzelbestandteilen des Komplexes auftretenden Valenz-

kräfte sind dann so groß, daß bei der Schiebung die Komplexe unter

Drehung und oft zykloidischer Bewegung der Einzelatome zusammen-

bleiben. Die einfachen Schiebungen von Kalkspat, Wismut, Korund,

Eisenglanz sind ein schöner Beweis für stark innermolekulare Bindungen

in Kristallen. Sie zeigen, daß gewisse Atome notwendigerweise zu

Komplexen, Baugruppen, zusammengefaßt werden müssen. Daß der-

artige Baugruppen für sich schwingungsfähige Gebilde darstellen, ist

von Schäfer und anderen gezeigt worden.

Vor und nach einer Schiebung vom Typus a kommen der Gleit-

fläche und der rationalen Grundzone die gleiche Bedeutung zu. Bezogen

auf das Schiebungsparallelepiped behalten daher alle Flächen und Ge-

raden ihre Indizes bei, lediglich der auf [U2V2W2] als z-Achse bezogene

Index wird negatives Vorzeichen erhalten.
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Die derartigen Indizes einer Fläche sollen (qrs) genannt worden,

dann geht die Fläche (qrs) infolge der Schiebung in (qrs) über. Daraus
ergibt sich sofort, daß ganz unveränderte Bedeutung nur denjenigen

rationalen Ebenen zukommt, für welche s = oder p = r = sind.

Das sind Ebenen, die der Zone [uäV2W2] angehören oder der Gleitfläche

parallel gehen.

Sind [u'y'w'] u"v"w"] [U2V2W2] die Kanten des Schiebungsparallel-

epipeds, bezogen auf das Elementarparallelepiped (wobei die ersten zwei

in der Ebene (hikib) ein primitives Paar bilden), so erhält man nach

Seite 522 sofort die auf eine bestimmte Einheitsfläche ansprechenden

Transformationsgleichungen:

q = hu' 4~ kv' + Iw' q = h^'u' -l- k'^v' + l""^^''

r = hu"+ kv"+ Iw'' r = li^u''+ k^v"-|- l^w"

s = hu2 + kvo + IW2 s = h^U2 + k''V2 + l^wo

worin (hkl) die auf das Elementarparallelepiped bezogenen Flächenindizes

vor der Schiebung sind, die durch die Schiebung in (h^k'^P) übergehen.

Die Gleichungen gestatten (h'^k^'l'') in (hkl) [uoVsW^], [u'v'w'] [u''v''w"]

oder (hl kill) auszudrücken^).

Sie ergeben durch entsprechende Umformung:

(h— h^) : hl = (k— k^) : ki = (1— 1=^) : li =
= 2 (u2 h -|- V2 k + W2 1) : (u2 hi -f Vo ki -\- Wä li ).

Daraus lassen sich h^k^l^ berechnen, die als Indizes auf eine ganz-

zahlige Form ohne gemeinsamen Teiler gebracht werden müssen.

Auf ähnliche Weise erhält man zwischen den Indizes [u v w] vor

der Schiebung und [u^v^w^] nach der Schiebung folgende Beziehung:

(u — u'') : U2 = (v— v-^) : v^ = (w— w^) : w =
= 2 (hl u -|- kl V -|- li w) : (U2 hi -|- V2 ki -f- W2 b ).

Das Schiebungsparallelepiped bei einfachen Schiebungen vom Typus ß
wird so konstruiert, daß [uiViWi] z- Kante wird und die beiden anderen

Kanten ein elementares Periodenpaar der zweiten Kreisschnittebene dar-

stellen (K2 = (h2k2l2)). Besitzt eine Ebene in bezug auf dieses Parallel-

epiped die Indizes (qrs), so erhält sie nach der Deformation die Indizes

(qrs). Bezogen auf das Elementarparallelepiped werden die Formeln

analog denen des Typus «, au Stelle von [U2V2W2] ist nur [uiViWi], an

Stelle von (hi ki li) aber (h2 k2 12) zu setzen. Ein näheres Eingehen er-

weist sich daher als überflüssig.

Manche Modifikationsänderungen von Substanzen, bei denen die

Kristallgestalt als Ganzes nicht erhalten bleibt, die Verwandtschaft

zwischen beiden Strukturen aber doch augenfällig ist, stehen, wie

') Die Determinaten von [u' v' w'] [u" v" w"] können durch h^ k^ \ ersetzt werden,

da die beiden Geraden in dieser Ebene liegen.

35*
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bereits bemerkt, mit mechauischen Trauslatioiien oder einfachen Kristall-

schiebung-eu in Beziehung.

So lassen sich beispielsweise hexagonale und kubische Raums3^steme

mittels Translationsschiebuugen auseinander ableiten. Denken wir uns

einen Typus wie ZnS als Sphalerit (Zinkblende siehe Seite 461) derartig

deformiert, daß senkrecht zu einer

\/ \/ der ursprünglich trigonalen Achsen

~7^
\ ~r\ die Atome aller Massenebenen

/ \ / \ <^1 1 1) senkrecht übereinander zu

/vX /_'^''_\ liegen kommen, so ist die neue

\jA / \ V/S"
''' '^ \/ Anordnung hexagonal hemimorph-

"A / \ Ä /'' ^^ >V hemiedrisch. Verschiebungen

^ \ X . X A /
(Translationen) von der Größe

___V--\ /--''''-_\__ / ''"' ^Vl (siehe Fig. 193) ^er respek-

/'
\^ Xy ,^''\ \/ / \ tiven Massenebenen gegeneinander

\ 7^ / \ /\
—
/ genügen zu diesem Zwecke. Es

^^ / \ / entstünde hierbei auch im che-

'\ /' mischen Sinne eine neue Kou-—• «
/ \ / \ stellation. War vorher jedes Zn-

Atoni in gleicher Weise von
Fig. 193. Atomverteilung ^ o a x t, i

* • ••
1 * /lim TU- i-

4 S -Atomen umgeben und um-
aut zwei nächsten (110) -Massenebenen '^

im Typus Zinkblende. gekehrt, SO Würden sich jetzt

Komplexe ZnS herausheben mit

Atomabständen im Komplex von nur j Größe der Komplexschwerpunkts-

abstände. Vielleicht besitzt Wurtzit einen derartigen Bauplan. Die

chemischen Unterschiede innerhalb der Struktur müßten dann mit den

Entstehungsbedingungen der Modifikationen und dem Verhalten gegen-

über verschiedenen Lösungen in Beziehung gebracht werden können.

Finden gesetzmäßig nach periodisch voneinander entfernten Ebenen

einfache Schiebungen statt, so werden (bei Schiebungen vom Typus a)

diese Ebenen Symmetrieebenen für die Struktur. Es ist daher möglich,

daß in verschiedenen Klassen kristallisierende Modifikationen auch durch

derartige homogene Deformationen ineinander übergeführt werden können.

6. Die Zusammenfassung der Raumsysteme und der Kristallklassen

hinsichtlich besonderer physikalischer Vorgänge

Nicht durch jeden physikalischen Vorgang lassen sich alle Rauni-

systeme oder phänomenologisch alle Kristallklassen voneinander unter-

scheiden. Der physikalische Vorgang besitzt selbst eine gewisse Sym-

metrie, welche die Möglichkeit der Unterscheidung und des Auftretens

bestimmt. Sind für die Art des Vorganges lediglich die Formen der

Translationsgruppen maßgebend, so reduzieren sich, wie bereits im
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II. Kapitel dargetan Avurde, die Raunisysteme auf 14 Typen. Es sind

das die Bravais sehen GittertA'pen , die sich in der Form und den

Synimetriebeziehungen der Identitätsabstände voneinander unterscheiden.

Die trikline Abteilung- besitzt nur eine Translationsgruppe, die

monokline 2, die rhombische 4 (Hemimorphie 5), die trigonale und

hexagonale 2, die tetragonale 2, die kubische 3. Die Haupttabelle I,

Seite 125— 131 gibt über die Zuordnung der einzelnen Raumsysteme

Auskunft.

Azentrische Vorgänge können nur in Raumsystemen auftreten,

die keine Symmetriezentren besitzen. Es sind das die Raumsysteme

der Klassen: Ci , C2, Cg, V, C2V, C3, Csv, D3, Cgh, Dsh, Co, Cev, De,

Ci, S4, Civ, Vd, Di, T, Td, 0. Es sind 21 Klassen. Die unterstrichenen

besitzen einzigartige Richtungen vom Charakter eines polaren Vektors.

Sie kommen also beispielsweise für vektorielle Pyroelektrizität in Frage.

(10 Klassen.)

Keine Sj'mmetrieebenen enthalten die Raumsysteme der Klassen

Ci, Cä,V, Ca, D3, C4, D4, C«, De, T, 0. Es sind das die 11 enantio-

morphen Klassen. Außer in diesen Klassen können noch in Cs, C2V,

Si, Vd die Erscheinungen der Zirkularpolarisation wahrnehmbar sein.

Der Ausdruck für das Drehungsvermögen kann phänomenologisch 9 ver-

schiedene Formen annehmen. Er ist jeweilen gleich für die Klassen

Ca, Da, C4, D4, C,;, Dg einerseits und T, anderseits.

Ist ein Vorgang an sich von zentrosymmetrischem Charakter,

so lassen sich phänomenologisch höchstens 11 Klassengruppen unter-

scheiden. Es sind die folgenden:

1. Ci, Ci = Trikline Abteilung.

2. C-2, Cs, Cih = Monokline Abteilung.

3. V, C2V, Vh = Rhombische Abteilung.

4. C3, Csi = Rhomboedrische Abteilung; paramorphe oder trigonale

Untergruppe.

5. Csv, Da, Dsa = Rhomboedrische Abteilung; holoedrische oder

ditrigonale Untergruppe.

^. Ce, Ceh, Csh = Hexagonale Abteilung; paramorphe oder hexa-

gonale Untergruppe.

7. Dsh, Cgv, De, Dsh = Hexagonale Abteilung; holoedrische oder

dihexagonale Untergruppe.

8. C4, S4, C4h = Tetragonale Abteilung; paramorphe oder tetra-

gonale Untergruppe.

9. Vd, C4V, D4, D4h = Tetragonale Abteilung; holoedrische oder

ditetragonale Untergruppe.

10. T, Th = Kubische Abteilung; paramorphe oder digonale Unter-

gruppe.
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11. Td, 0, Oh = Kubische Abteilung; holoedrische oder tetragouale

Untergruppe.

(Für mechanisch-elastische und elastooptische Vorgänge fallen

6 und 7 einerseits, 10 und 11 anderseits zusammen, es sind

9 Gruppen unterscheidbar.j

Es tritt also an sich zu den SymmetrieTerhältuissen ein Syrametrie-

zentrum hinzu. Auf die Raumsysteme läßt sich diese einfache Deutung

nicht ohne weiteres übertragen, man muß den Charakter des Vorganges

genau kennen. Denn hier entstehen neue Raumsysteme nur bei ganz

bestimmter Lage der Symmetriezentren, und es können aus einem Raum-
system verschiedene neue entstehen, wenn diese Lage wechselt. Ein Bei-

spiel möge genügen. Die monoklin holoedrischen Raumsysteme besitzen

folgende Untergruppen: Sah^ = iSs'(i2'] (Ssh' = ^s'^2'; ©a' = ßs-'^G^'';

e,,* =. S,2e,\ (Soh^ = 6,2 (^2'; ßoh'' = ©s^Gs^ Es können also aus jedem

Achsensystem je nach der Lage der Symmetriezentren zwei holoedrische

Raumsysteme entstehen.

Meistens wird es aber für die Deutung der Vorgänge genügen,

wenn man die Spezialisierung der Gesetze phänomenologisch, das heißt

auf die Kristallklassen bezogen, kennt. In diesem Sinne mögen noch

einige Zusammenfassungen besprochen werden.

Ist der physikalische Vorgang durch ein gewöhnliches Tensor-
tripel bestimmt (Dilatation, optisches Verhalten mit Ausschluß des Dreh-

vermögens usw.), so reduzieren sich die 32 Kristallklassen auf 5 Gruppen:

1. Ci, Ci. Unbestimmte Lage des Tripels zu den Koordinatenachsen,

dreiachsig (drei ungleiche Achsen).

2. C2, Cs, C2h. Ein Tensor mit der b- Achse parallel, dreiachsig.

.3. C2V, V, Vh. Das Tensortripel parallel den Koordinatenachsen,

dreiachsig.

4. Alle trigonalen, hexagonalen und tetragonalen Klassen. Lage be-

stimmt. Hauptachse
|

c. Zweiachsig.

5. Alle kubischen Klassen. Alle drei Tensoren gleichwertig. Kugel.

Ist das Tensortripel von axialem Charakter, so kann der

zugehörige physikalische Vorgang nur in Klassen ohne Symmetriezentrum

und ohne mehrere gleichwertige S3'mmetrieebenen (bei einer Haupt-

achse) bemerkbar sein. (Außerdem fällt noch Csh aus, siehe besonders

die Untersuchungen von W. Voigt z. B. im Lehrbuch der Kristallphysik,

Leipzig 1910.J Die Ausdrücke spezialisieren sich in 7 verschiedenen

Formen: 1. C,. 2. C2. 3. Cs. 4. C,v. 5. D4, C4, Da, C, D,, C.;.

6. Vd, S4. 7. T, Td, 0.

Ein phj^sikalischer Vorgang vom Charakter eines axialen Vek-

tors setzt einzigartige Richtungen voraus, die wohl senkrecht zu diesen

Richtungen Symmetrieebenen, aber keine digonalen Achsen besitzen



Die sogenannte Pseudohomogenität und die Zwillingsbildung 55

1

(lüi-fen. Durch die ausgezeichnete Richtung* dürfen keineufalls Synimetrie-

ebeneu gehen. (Pyromag^netische Vorgänge.) In Ci und Ci ist jede Rich-

tung' von diesem Charakter. In Cs, Co, C^h, C3, C-n, Csh, S4, C4, CV, C«,

Cei, den übrigen möglichen Klassen ist die Richtung des axialen Vektors

durch die Symmetrieachse bestimmt.

Eine Reihe physikalischer Vorgänge stellt Kombinationen von

Vektor- und Teusorgrößen dar. Die Spezialisierung der Ausdrücke läßt

sich aus dem bereits Mitgeteilten leicht ableiten. Kombiniert sich

beispielsweise ein axialer Vektor mit einem polaren gewöhnlichen

Tensortripel (zentrischer Vorgang), so trennt sich die 4. Gruppe der

Tensorgruppen in 2, da die einen Klassen gleichzeitig Größen besitzen,

die sich auf den axialen Vektor beziehen. Es entstehen 6 Gruppen.

Ist ein analoger Vorgang azentrisch (polarer Vektor, axiales

Tensortripel), so entstehen 11 verschiedene Gruppen, nämlich:

1. Ci. 2. Co. 3. Cs. 4. C2V. 5. V. 6. D3, J)a, De. 7. Csv, C4V, C«v.

8. Ca, C4, Co. 9. S4. 10. Vd. 11. T, 0.

Die piezoelektrischen Parameter (polares Trivektorsystem,

axiales Tensortripel und polarer Vektor) erhalten (wie immer nach

W. Voigt) von Null verschiedene Werte in den Klassen:

1. Gl. 2. Co. 3. Cs. 4. V. 5. Csv. 6. C3. 7. D3. 8. Csy. 9. C4, C^.

10. D4, De. 11. C4V, Cev. 12. S4. 13. Vj. 14. Dgh. 15. Cgh. 16. Ta, T.

Diesem Schema folgen beispielsweise die elektrooptischen Erscheinungen.

Hinsichtlich der piezo magnetischen Konstanten (zentrischer

Vorgang) tritt eine Zusammenfassung in folgende Gruppen in Erscheinung:

1. Ci, Ci. 2. Ca, Ca, C,h. 3. C2V, V, Vh. 4. Csv, D3, Dsa- 5. C3, Cah-

6. Vd, C4V, D4, D4h, Dsh, Cev, De, Deh- 7. C4, S4, C4b, Dsh, Ce, Geh-

8. T, Th. 9. Td, 0, Oh = alle Konstanten = Null.

7. Die sogenannte Pseudohomogenität und die Zwillingsbildung

Die Bestimmung der Klassensymmetrie einer Kristallart ist nach

den gewöhnlichen Methoden nicht immer einwandfrei möglich. Das Ätz-

verfahren hat wohl schon gute Dienste geleistet, so lange aber über die

Mechanik des Lösungsprozesses in Beziehung auf die Struktur unsere

Vorstellungen nicht mehr gefestigt sind, dürfen alle diesbezüglichen

Deutungen nur mit größter Vorsicht verwendet werden. Überhaupt

wird es das nächstliegende Ziel einer rationellen Kristallographie sein

müssen, die Grenzen der verschiedenen Bestimmungsmethoden und die

gegenseitigen Beziehungen festzulegen. Insbesondere müssen wir wissen,

welche Strukturverschiedenheiten sich nach jeder Beobachtuugsmethode

noch erkennen lassen; in welchem Verhältnis beispielsweise die Symme-

trie der Massenschwerpunktsanordnung zu der auf irgendeinem Wege
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bestimmbaren äußeren Sj^mmetrie steht. Man darf nicht ohne weiteres

etwas einander gleichsetzen, von dem man die engeren Beziehungen

noch gar nicht kennt. Eine mehr physikalische Denkweise ist unbe-

dingt nötig.

So ist es denn auch durchaus nicht ausgeschlossen, daß wir im

groben makroskopischen, vielleicht sogar im bis jetzt feinsten Verfahren

Symmetrieverhältnisse konstatieren, die in Wirklichkeit vom Diskontinuum

nur ungefähr erfüllt sind oder bloß durch gegenseitigen Ausgleich als

solche erscheinen. Derartige Pseudosymmetrieu sind ja oft ihrer Natur

nach noch zu erkennen, die Grenze der Unterscheidungsmöglichkeit

hängt aber natürlich von den Beobachtungsmethoden und ihren meist

bis jetzt nicht bestimmten Eindriuguugstiefen ab. Kristalle werden

auch selten oder vielleicht nie als Diskontiua völlig homogen sein,

es ist sogar sehr wahrscheinlich, daß gerade eine „Pathologie der

Kristalle'- später wichtige Aufklärungen über die Vorgänge der

Kristallisation und der Bewegungen im festen Zustande geben wird.

Durch derartige Erwägungen wird naturgemäß am prinzipiellen Stand-

punkte nichts geändert, nur die spezielle Vergleichung von Strukturen

mit bestimmten Kristalltypen wird durch sie getroffen.

Von allen derartigen Pseudosymmetrieu und Pseudohomogenitäten

besitzen die durch gesetzmäßige Zwillingsbildung hervorgerufenen

das größte Interesse der Kristallographen. Wir betrachteten bis jetzt

nur Strukturen, denen eine einzige überall gleich orientierte Trans-

lationsgruppe zugrunde liegt. Es kann aber auch sein, daß in regel-

mäßigen oder unregelmäßigen Abständen Homogenitätsgrenzen vorhanden

sind, denen gegenüber die Translationsgruppe gesetzmäßig verschieden

orientiert ist.

Es gibt Kristallographen, welche die meisten Einzelindividuen der

Kristalle als derart pseudohomogen ansehen, und die Natur bietet nicht

wenige Beispiele für recht innige Zwillings- bezw. Viellingsbilduug. Auf

Einzelheiten brauche ich umso weniger einzugehen, als von gleichem

Verlage, in dem dieses Buch erscheint, von J. Beckenkamp ein Werk
über „Statische und kinetische Kristalltheorien" herausgegeben wurde,

das sich im wesentlichen auf einen derartigen Standpunkt stellt. Eine

rationelle Darstellungsart wird auch hier die Symmetrie der Einzel-

raumsA'steme, das Zwillingsgesetz und die Größe der Homogenitäts-

periode berücksichtigen müssen. So wenig durch die makroskopische

Zwilliugsbilduug die Zweckmäßigkeit der Einteilung der Kristalle in

32 Klassen in Frage gestellt wird, so wenig wird durch eine derartige

Strukturbewertung die Klassifikation der allein möglichen 230 homogenen

Kaumsj'steme geändert. Besondere Rücksicht ist aber darauf zu

nehmen, daß regelmäßige Viellingsbildung dieser Art nicht

nur angenähert eine höhere Symmetrie erzeugen kann, son-
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(lern daß in Tat und Wahrheit oft Raumsysteme höherer Klassen
(ledig'lich mit größeren Perioden; entstehen.

Ein Beispiel möge genügen. In

Fig. 194 sind monokline Elementarparall-

elepipede derartig in gesetzmäßiger Viel-

lingsbildung kombiniert, daß i'lOU)

Zwillingsebene ist und die Homogenitäts-

periode in der a - Koordinatenachsen-

richtung mit dem Identitätsabstand über-

einstimmt. Die Eckpunkte sind allein

mit Massenteilchen von Kugelsymmetrie

besetzt. Das ganze Punktsystem besitzt

jetzt die Symmetrie des Raumsystemes

3?h*, CS sind nämlich an Symmetrie-

elementen die Scharen (ig^ Gg^ 6,-,

Gs^ Gs" GsS Gi vorhanden. Die Perioden

der Identitätsabstände des neuen Systemes

sind in der b- und c- Richtung gleich

denjenigen des alten Systemes, a' steht

nun senkrecht auf ihnen und überspannt

2 frühere Elementarparallelepipede. Die

ilassenteilchen gehören einer konstruk-

tiven zweizähligen Punktlage an, deren

Symmetriebedingung C2v ist. Fig. 195

Fig. 194. Polysynthetische regelmäßige

Viellingsbildung monokliner Elementar-

parallelepipede.
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Fig. 19.5. Aufsicht auf eine Oni)-Ebene nach rhombischer Auffassung.
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zeigt die Aufsicht auf (001). Die tiefer gelegenen Punkte sind nur schraffiert gezeichnet.

Die Spiegelebenen sind in gewöhnlicher Weise symbolisiert, ebenso die digonalen Dreliungs-

aclisen [001]. Die allgemeine Eichtung der Schraubenachsen [100] ist am Rande an-

gegeben. Fig. 196 zeigt eine Ebene (010) mit den Spuren der Spiegelebenen und Grleit-

spiegelebenen, die senkrecht darauf stehen, sowie den digonalen Drehungsachsen [010]

und den in der Ebene gelegenen digonalen Schraubenachsen [100]. Schließlich stellt

Fig. 197 ein Elementarparallelepiped des neuen Raumsystemes dar, mit dem Nullpunkt

in der konstruktiven Punktlage.

i

-%' >,

= i I 1 1

' -/^ I I I i

^C 1
^^ ml iu . lii \\i\ = ^llLL Jii \il UH ^ ja jll llLlllL ^ IUI ii/ - liLaiiL = 4UL Jlf - \l \

= = = = s =

T T '

'7
Fig. 197.

Das resultierende rhom-

^•ttH«y-» = *^^(-y* = -H»«(\«t- = 4*•^^ bische Elementarparallel-

1 = 1 = 11 epiped mit den darin

Fig. 196. (OlO)-Ebene des resultierenden Raumsystemes.

enthaltenen Atomschwer-

punktslagen.

Die Frage, ob mit allen Untersuchungsniethoden homogen er-

scheinende Kristalle in Wirklichkeit feinsten Viellingsbau aufweisen, ist.

in derartigen Fällen vollkommen müßig. Wenn, wie im Beispiel der

Fig. 195—197, die Zwillingsperiode selbst konstant ist, so ist theoretisch

eine Unterscheidung zwischen polysynthetischen Zwillingsbildungen und

Aufbau nach lediglich größer zu veranschlagenden einheitlichen Perioden

oft undurchführbar. Praktischer Wert kommt derartigen Deutungen
nur dann zu, wenn es sich herausstellt, daß einmal eine kleinere Raum-
periode elementarer Baustein eines homogenen Gebäudes, ein andermal

eine größere Periode derartiger Baustein sein können. Das Elementar-

parallelepiped ist dann in ersterem Falle nur ein Teil des Elementar-
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parallelepipedes des zweiten Falles, ohne daß innerhalb dieses Teiles die

Anordnung- der Massenpunkte geändert wäre. Die symmetrische Er-

gänzung ist weggefallen. So ließe sich beispielsweise beim Calcit des

Brag-gschen Modelies ein homogener Aufbau aus einem Teilsystem

denken, mit eindeutiger Lage der Sauerstoffatome in den COs-Ebenen.

Die Sauerstoffatome würden in aufeinanderfolgenden Ebenen nicht um
60 •^ gegeneinander verdreht sein, die horizontalen digonalen Achsen w^ären

mitsamt den Gleitspiegelebenen weggefallen, das Kristallgebäude würde

nur mehr trigonal pyramidale Symmetrie aufweisen. Es ist nicht aus-

geschlossen, daß manche meroedrisch erscheinenden Ausbildungsweisen

von Kristallarten bestimmter Entstehungsbedingungen auf derartige

Teile utWicklungen zurückzuführen sind. Man könnte diese Erschei-

nung als architektonischen Polymorphismus oder als archi-

tektonische Meroedrie bezeichnen. Von Groth nannte sie Poly-

symmetrie. Dichteunterschiede würden keine wahrnehmbar sein, Um-
wandlungspunkte würden fehlen, doch wäre beim Erhitzen eines mikro-

skopischen-polysynthetischen Aggregates etwa eine Homogenisierung bis

unter die Sichtbarkeitsgrenze zu erwarten. Orthoklas und Mikroklin,

vielleicht auch Klinoenstatit und Enstatit dürften Eepräseutanten dieser

Art sein.

Speziell mit den Beziehungen zwischen ZwilHngsbildung und Raum-
gitterstruktur haben sich Mallard und Friedel beschäftigt. Leider

scheint bei uns das Standardwerk von G. Friedel (1904) „Etudes sur les

groupemeuts cristallins" wenig bekannt zu sein. Nach Friedel gibt

es auch bei den Zwillingen mindestens eine relativ einfache räumliche

Periode, die streng oder angenähert beiden in Zwillingsstellung zuein-

ander stehenden Kristallteilen gemeinsam ist. Ausnahmen von dieser

Regel sind selten (Hydrargillit, Eudidymit). Viererlei Hauptzwillings-

arten können unterschieden werden:

1. Meroedrische Ergänzungszwillinge 1. Ordnung

Das Elemeutargitternetz besitzt hier an sich eine höhere Symmetrie

als der Massenteilchenhaufen. Es hat ja stets holoedrische Symmetrie,

die Hemiedrie oder Tetartoedrie wird durch die Punktverteilung be-

stimmt. Die Zwillinge sind nur charakterisiert durch über die Zwillings-

grenze hinaus konstant bleibendes elementares oder primitives Gitter-

netz. Die dem Einzelkristall zukommende Meroedrie (Hemiedrie oder

Tetartoedrie) liegt, wie bemerkt, in der Konfiguration und gegenseitigen

Lage der Massenteilchen (dem Motiv). Dieses Motiv steht in den Ele-

mentarparallelepipeden beider Kristalle in Zwillingsstellung zueinander.

Einem Elementarparallelepiped mit meroedrischer Symmetrie der Massen-

teilchenanordnung kann man stets durch Drehungen oder Spiegelungen

verschiedene Stellungen (bei gleicher absoluter Richtung gleichwertiger
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isomorpher Parallelscharen der Symmetrieelemente) geben. Durch gesetz-

niäßigen Wechsel derartiger stellungsisomerer Eiern entarparallel-

epipede erreicht der Gesamtkomplex, als solcher betrachtet, höhere, bei-

spielsweise holoedrische Sj^mmetrie. Der gesetzmäßige Wechsel kann
nur zu Beginn der Kristallisation, im hochdispersen Zustand, einmalig

erfolgt und jeder Kern für sich weitergewachsen sein (einfache

Zwillinge), oder er kann mehrfach aufgetreten sein, so daß die

Zwillingsgrenzen unregelmäßige Konturen darstellen oder das Gesamt-

iudividuum aus einer Reihe von Einzelindividuen besteht.

Fig. 198. Zwei Elementarwürfel des Pyrites in Zwillingstellung

nach einer Fläche (1 1 0).

Ein typisches Beispiel finden wir im „eisernen Kreuz" des Pyrites.

Zwillingsebene ist eine Rhombendodekaederfläche. Die einfachprimitive

Elementarwürfeleinteilung setzt sich über die Zwillingsgrenze fort.

Legen wir dem Pyrit die von Bragg bestimmte Struktur zugrunde, so

ergibt sich das in Fig. 198 dargestellte Bild der gegenseitigen Stellung

zweier Strukturwürfel eines Zwillings. Man erkennt, daß die Punktlage

der Eisenatome über die Zwillingsgrenze hinaus homogen bleibt, die der

Schwefelatome eine spiegelbildliche zu (1 1 0) ist. Derartige Zwillinge

sind außerordentlich häufig. Die Quarzzwillinge mit paralleler Haupt-

achse gehören ebenfalls unter diese Gruppe.

2. Pseudomeroedrische Zwillinge 1. Ordnung

Das Elementargitternetz ist nahezu höhersymmetrisch, beispielsweise

in Wirkhchkeit triklin, aber nahezu monoklin (a und ß nahezu 90°).

Es besitzt also mehrere Orientierungen, die nahezu gleichwertig sind
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(beispielsweise im angezogenen Falle links wie rechts einer Ebene (010)).

Dann können sich diese, gerade wie im vorhergehenden Fall, assoziieren.

In Wirklichkeit bleibt somit hier das Elementargitternetz über die

Zwillingsgrenze hinaus nicht homogen, aber nahezu homogen. Es
werden die Pseudosymmetrieelemente (Pseudosj'mmetrieebenen, Pseudo-

symmetrieachsen) zu Zwillingsebenen oder Zwillingsachsen. Beiden

Individuen ist entweder eine Xetzebene (Zwillingsebene) oder eine

Punktreihe (Zwillingsachse) gemeinsam. Meistens weicht die auf der

Pseudosymmetrieebene pseudonormal stehende Punktreilie um nicht mehr

als höchstens 3—4° von der 90°- Richtung ab. Eine wirkliche Symmetrie-

ebene müßte eine genau senkrecht darauf stehende einfache Punktreihe

besitzen. (Siehe Seite 519).

Im allgemeinen werden jeweilen zweierlei korrespondierende
Zwillinge möglich sein. Entweder wird die Pseudosymmetrieebene

Zwillingsebene oder die Pseudonormale wird Zwillingsachse. Im ersteren

Falle wird die Zwillingsebene meist zur Verwachsungsfläche, im letzteren

Fall tritt als Yerwachsungsebene oft eine Fläche auf, welche die

Zwillingsachse und eine Normale darauf in der Pseudosymmetrieebene

enthält. Albit- und Periklingesetz können als mutmaßliche Beispiele

erwähnt werden.

3. Meroedrische Zwillinge höherer Ordnung
(Netzmeroedrie nach Friede!)

Weder das Fundamental- noch das einfachste Elementargitter-

netz bleiben über die Zwillingsgrenze hinaus erhalten, wohl aber ein

mehrfach primitives Netz, beziehungsweise ein Vielfaches des Elementar-

paraUelepipedes^). Dieses durchgängige Gitternetz höherer Ordnung

enthält eine bestimmte Zahl (n) identischer Punkte, der Zwilling heißt

dann meroedrischer Zwilling n*" Ordnung. Ist das gemeinsame pseudo-

symmetrische Gitternetz flächenzentriert oder innenzentriert, so \\ird

nach Friedel die Ordnung mit — bezw. — angegeben. (-^, w^enn eiu-
2 4 jj 2

fach flächenzentriert oder innenzentriert; — , wenn allseitig flächen-

zentriert). Typische Beispiele derartiger Zwillinge findet man im

rhomboedrischen und kubischen Kristallsystem. Das primitive Netz ist

hier nie hexagonal, ein dreifach primitives Parallelepiped von einfach

hexagonalem äußeren Charakter (8 = 120** « = /9 = 90") läßt sich aber

stets konstruieren. Die Zwillinge nach dem Spinellgesetz oder nach

der Basis in der rhomboedrischen Abteilung sind nur dadurch aus-

gezeichnet, daß dieses multiple Elementarparallelepiped als Gitternetz

beiden Individuen gemeinsam ist. Es sind das meroedrische Zwillins-e

*) Unter Vernachlässigung der in diesem Teilnetz nicht Ecken liildenden Punkte.
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dritter Ordnung-. Fig. 199 veranschaulicht die Verhältnisse. Von den

identischen Punkten mit maximaler Symmetrie besitzt nur f gleiche

Punktlage, I stehen in spiegelbildlicher Stellung zueinander. Folgendes

sind nach Friedel die Bedingungen für das Auftreten derartiger

Zwillinge: Es muß eine Netzebene existieren, die genau senkrecht auf

einer Punktreihe steht, wobei beiden nicht zu hohe Indizes zukommen

dürfen. Die Ebene darf nicht Symmetrieebene des Einzelindividuums

oder des primitiven Netzes sein. Im ersteren Fall entsteht ein einfaches

Individuum, im zweiten Fall bilden sich meroedrische Ergcänzungszwillinge

erster Ordnung. Zwillinge fünfter Ordnung in der kubischen Abteilung

sind bereits selten.

4. Pseudomeroedrische Zwillinge höherer Ordnung
(Pseudonetzmeroedrie nach Friedel)

Diese Zwillinge stehen zu denen unter 3 im gleichen Verhältnis

wie die von 2 zu denen von 1. Ein mehrfach primitives Translations-

parallelepiped ist angenähert höhersymmetrisch, indem es eine auf einer

Kante nahezu normal stehende Seitenfläche besitzt. Dann können

die Kante Zwillingsachse oder die Fläche Zwillingsebene werden. Die

Ordnung bestimmt sich wieder durch den n-fach primitiven Inhalt des

nahezu höhersym metrischen Parallelepipeds unter Berücksichtigung all-

fälliger Zentrierungen. Interessant und über viele Erscheinungen Auf-

schluß gebend sind die Wahrscheinlichkeitsberechnungen von Friedel

in seinem bereits zitierten Buche S. 264ff. Es ergibt sich unter An-

nahme beliebiger Elementarperiodenverhältnisse zwischen 1 : 1 und 1 : 4

eine große Wahrscheinlichkeit, daß beispielsweise in rhombischen Raum-
systemen eine Ebene mit einfachen Indizes quasiuormal (+ 2** Ab-

weichung) auf einer relativ einfachen Punktreihe steht. Am häufigsten

sind nach dieser Berechnung Zwillingsebenen zu erwarten, die nahezu

Winkel von 4.5", 60" oder 54 ''44' mit einer Elementarfläche bilden.

Das wird dann als Pseudohexagonalität, Pseudotetragonalität oder Pseudo-

kubität gedeutet, braucht sich aber durchaus nicht in der Elementar-

periode zu kennzeichnen.

Als Beispiel betrachte man Fig. 200. Ein Elementarnetz auf (010)

eines monoklinen Kristalles ist gezeichnet. AD steht quasinormal auf

AB und somit auf (100). Es kann nun AD Zwillingsachse oder (100)

Zwillingsebene w^erden. Das doppeltprimitive Parallelogramm AB CD
würde sich dann nicht genau, aber angenähert über die Zwillingsgrenze

hinaus fortsetzen. Der Zwilling wäre, abgesehen von der Flächen-

zentrierung, pseudomeroedrisch 2. Ordnung.

Wie bereits eingangs betont, fallen fast alle bis jetzt bekannten

Zwillingsgesetze unter eine von diesen 4 Rubriken; ob es sich um
Zwillinge 1. oder höherer Ordnung handelt, kann nur bei eingehender
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Kenntnis der Elementarnetze entschieden werden. Vom Bravais'schen

Standpunkte der Netzdichte aus hat Friedel für eine Großzahl von

Kristallen die Diskussion durchgeführt. Die Ausnahmen (Zwillinge, die

sich nur nach dem Kantennornialengesetz oder Mediangesetz erläutern

lassen: Hj'drargillit , Eudidymit) bestätigen durchaus die Regel. Bei

diesen symmetrischen Verwachsungen weicht die als Zwillingsachse aus-

gesprochene Gerade nur um Minuten von einer einfachen Netzgeraden

ab, indem zwei nahezu gleichwertige Flächen oder Kanten koiuzidieren.

Fig. 199. Pseudomeroedrisclie Zwillinge

nach der Basis bei rhomboedrisclier

Translationsgruppe.

Fig. 200. Monoklines Elementaruetz auf

(010) mit einer Pseudonormalen AC.

Die Zwillingsbildungen erhalten daher vom Standpunkt der Kristallographie

des Diskontinuums eine außerordentlich einfache und plausible Erläuterung.

Maßgebend für die Art der Z-wdllingsbildung sind nach dieser, er-

fahrungsgemäß gestützten Annahme

:

1. Die im Einzelindividuum bereits vorhandenen Sjmmetrieelemeute,

da naturgemäß Symmetrieebeneu nicht als Zwillingsebenen,

geradzahlige Symmetrieachsen nicht als Zwillingsachsen auftreten

können (beziehungsweise zn ParallelVerwachsungen führen).
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Schlußwort 5f;l

2. Die speziellen Konstanten der Raumsysteme (Periodenlänge.

Massenverteilun^). Durch sie werden die wichtigsten pseudo-

normal aufeinander stehenden Gitterelemente bestimmt.

Da die phänomenologische gewöhnliche KristallogTaphie die Gruud-

elemente so wählt, daß die häufigsten Flächen relativ einfache Indizes

erhalten, sind die Zwillingselemente (Ebene oder Achse) im allgemeinen

ebenfalls relativ einfacher Art, wobei das unter 1 Gesagte berücksichtigt

werden muß. Sieht man von der durch das Achsenverhältnis und die

Winkelgrößen bedingten Auswahl ab, so lassen sich einige einfache

Zwillingsgesetze in vorstehender, leicht verständlicher Tabelle (Seite 560),

auf die einzelnen Klassen verteilt, einem allgemeinen Schema einordnen.

Schlußwort

Häufig wird dem Gedanken Ausdruck gegeben, daß die historische

Entwicklung eines Wissenszweiges die zweckmäßigste Grundlage der

Darstellung des betreffenden Stoffgebietes sei. Es schienen mir im vor-

liegenden Fall der Irrwege und Seitenwege zu viele zu sein, um darnach

den Plan des Buches einzurichten. Ich habe im Gegenteil versucht,

von einem modernen Standpunkt aus das Gesamtgebiet neu durchzu-

denken und bin so zu einer Darstellung gelangt, die den Historiker

zunächst befremden wird. Manche ihm vertrauten Begriffe, die er ge-

wohnt war, an den Anfang der Erörterungen zu stellen, findet er gar

nicht oder erst an späterer Stelle. Ich hoffe aber, daß er sich über-

zeugen wird, daß mein Gestaltungsversuch als Versuch seine Berechti-

gung hat.

Eine derartige Neubearbeitung konnte ein einheitliches Ganzes

nur dann liefern, wenn auf Literaturhinweise ganz verzichtet wurde.

Es soll daher dieses Schlußwort dazu benutzt werden, im großen den

Gang der Entwicklung mit dem Gang der Darstellung in diesem Buch

zu vergleichen.

Das Problem der Kristallstrukturen läßt sich von zwei gleich-

berechtigten Standpunkten aus betrachten, dem der regulären Baum-

teilung und dem der regulären Punktverteilung. Beide Darstellungs-

prinzipien haben sich nebeneinander entwickelt. Es scheint mir ledig-

lich eine Frage der Praxis, welchem Prinzip man bei der Darstellung

den Vorzug geben will. Derartige Erwägungen veranlaßteu mich, den

zweiten Weg einzuschlagen und zugleich die Symmetrieelemente be-

ziehung^veise die Deckoperationen als das Primäre hinzustellen. Um
nicht zu vermengen, was einander nicht subordiniert, sondern koordiniert
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ist, wurde von der eigentlichen Raumteilung- im Fundamentalbereiche,

Steroeder und Paralleloeder soviel als mög:lich abgesehen.

K J. Hauy (1782, 1784 usw.) ist neben T. Bergmann der Be-

g-ründer einer systematischen Untersuchung der regulären Raumteilungen.

Es schließen sich daran die Untersuchungen über Kugelpackungen von

W. H. Wollaston (1813), Lord Kelvin, H. Minkowsky, W. Barlow
(1893 — Neuzeit), besonders aber die erschöpfenden Untersuchungen von

E. V. Fedorow (seit 1885) an. Wünschenswert wäre wohl auch für

diese Darstellungsart eine neue möglichst einfache Ableitung der 230

verschiedenen Fälle in bezug auf die Steroedereinteilung des Raumes.

Der zweite Weg ist von L. A. Seeber (1824), M. L. Franken-
heim (1835, 1842), G. Delafosse (1843), besonders aber von A. Bravais
in seiner klassischen Arbeit (1848) beschritten werden. Wir finden hier

eine ganz ähnliche Entwicklung der Ideen, wie sie die einfache Kristall-

symmetrielehre durchgemacht hat. In der letzteren ist man zunächst

von den Flächenformen ausgegangen und hat erst später als das kenn-

zeichnende einer Symmetrieklasse die Deckoperationen, Decktrans-

formationsbedingungen oder Kombinationen der Symmetrieelemente all-

seitig anerkannt. Von dem Momente an ist die Flächenlage für die

Symmetrielehre etwas Sekundäres geworden. Ebenso ist man in der

Kristallstrukturlehre von bestimmten Punktanordnungen ausgegangen,

hat lang und breit diskutiert, ob diese Punkte Schwerpunkte von

Molekeln, Atomen oder Molekelpolymeren seien, hat die Theorie erweitern

müssen, als man die Möglichkeit einsah, daß die konstruktiven Teilchen-

lagen verschiedenartig sein können usw. Aber auch hier sind vom prin-

zipiellen Standpunkte einer Symmetrielehre aus die Decktransformations-

bediuguugen, die Deckoperationen oder die Kombinationen der Symmetrie-

elemente als das Charakteristische anzusehen, die speziellen Punktlagen

als etwas Sekundäres.

Mit genialem Blick hat Bravais aus der Fülle der Erscheinungen

ein Problem herausgegriffen und meisterhaft bearbeitet. Er untersuchte

die Schwerpunktsanordnung von Teilchen, die einander parallel gestellt

sind. Er hat also, gewissermaßen gesondert, die Frage nach der Wieder-

holung der Identität im homogenen Diskontinuum gestellt und beant-

wortet. Seine Ausführungen werden nie veralten, sondern stets ein

wesentlicher Teil der Kristallstrukturlehre sein. Es ist erfreulich, daß

die wirklich klassische Abhandlung als Nr. 90 von „Ostwalds Klassiker

der exakten Wissenschaften" jedermann leicht zugänglich gemacht wurde.

Wie fruchtbringend die Untersuchungen von Bravais waren, zeigen

die Arbeiten der französischen Kristallographen der letzten Jahi'zehnte.

Gerade weil sie ein Phänomen betreffen, das alle erweiterten Struktur-

lehren implicite enthalten müssen, gelang es, eine Reihe von Beob-

achtungstatsachen durch sie zu interpretieren. Die den weiteren Ausbau
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der Theorie verzögernden Folgerungen aus Bravais" Hypothese beruhen

zum nicht geringen Teil auf Mißverständnissen.

In merkwürdiger Weise ist man in der Erweiterung der Theorie

zunächst auf halbem Wege stehen geblieben, indem man den erzeugenden

Punkten wohl Drehstellungen, aber keine Spiegelstellungen zuschrieb.

Chr. Wiener (1863), L. Sohncke und C. Jordan (1867—1879) bauten

in diesem Sinne die Theorie aus, L. Sohncke und P. v. Groth auch

dadurch, daß sie verschiedenwertige konstruktive Punktlagen in den

Kreis der Betrachtungen zogen. Erst A. Schoenflies (1891) gestaltete

die Ableitung aller möglichen Raumsysteme erschöpfend. Seinem Werke
verdanke ich die größte Anregung. Seine Bezeichnungsweisen sind auch

beibehalten worden; die 230 Eaumgruppen sind von ihm schon kurz,

aber eindeutig charakterisiert worden. Man wird in meiner Darstellung

naturgemäß wenig prinzipiell Neues finden, das nicht schon implizite in

A. Schoenflies' Buch vorhanden ist (Kristalls^^steme und Kristallstruktur,

Leipzig, 1891). Wohl aber ist die Darstellung eine andere und die

geometrisch analytische Untersuchung und Beschreibung der Raum-
sj^steme hier eine weit vollständigere. Noch A. Schoenflies sah 1891

als Hauptmomeut seiner Untersuchung den Beweis der Möglichkeit eines

Aufbaues irgendeines Raumsystemes aus Teilchen beliebiger Gestalt an.

Unseren Ausführungen liegt hingegen folgender Gedankengang zugrunde:

Der Sj'mmetrielehre des Kontinuums steht die Symmetri(^lehre des

Diskontinuums gegenüber. Für die erstere gilt: Jeder Punkt ist dem

anderen identisch. Daraus folgt, daß es zur Ableitung aller möglichen

Symmetriverhältnisse homogener Kontinua genügt, die möglichen Kom-
binationen der durch einen Punkt gehenden Symmetrieelemente (die

endliche Symmetriegruppen liefern) festzustellen.

In homogenen Diskontinua besitzen identische Punkte gewisse Ab-

stände voneinander, die einzig von der Richtung abhängig sind und denen

ein endlicher Wert zukommen muß. Es existiert daher an irgendeiner

Stelle eines Diskontinuums ein endlicher Raum der Xichtideutität von

konstantem Volumen. Es läßt sich stets in der Form eines Parallel-

epipeds zeichnen mit den drei kürzesten, nicht komplanaren Identitäts-

abständen als Kanten. Die rein mathematische Aufgabe, alle möglichen

Sj'mmetrieverhältnisse homogener Diskontinua aufzusuchen , entspricht

der Aufgabe, alle möglichen Kombinationen von in einem Räume der

Nichtidentität befindlichen Symmetrieelementen zu konstruieren. Die

Symmetrieelemente, denen jeweilen Deckoperationen entsprechen, sind:

Drehungsachsen und Schraubenachseu, Spiegelebenen und Gleitspiegel-

ebenen, sowie Drehspiegelachseu mit Drehspiegelebenen. Gewisse Sätze,

die das gleichzeitige Auftreten verschiedener Symmetrieelemente be-

schreiben, lassen sich zuerst ableiten. Sie können stets in eine Form
gekleidet werden,' die ermöglicht, alle für die einfache Symmetrielehre
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notwendigen Sätze (Kontinuumvorstellung) als Uuterfälle einzuschließen.

Die weitere Diskussion zeigt, daß es 230 verscliiedene Kombinationen

von Symmetiieelementen gibt, die sich mit den Bedingungen eines

homogenen Diskontinuums im Einklang befinden. Man nennt sie seit

Schoeuflies Raumgruppen oder Raumsysteme. Man muß nun die in

einem Raum der Nichtidentität oder in einem Elementarparallelepiped (mit

den kürzesten Identitätsabständen in Richtung der kristallographischen

Achsen als Kanten) befindlichen Punktlagen nach ihren Symmetrie-

bedingungen, nach ihrer Zähligkeit und nach ihren Freiheitsgraden

ordnen. Dadurch erhält man eine erste Übersicht über die 230 Raum-
systeme, somit das mathematisch -geometrische Rüstzeug, mit dem der

Physiker, Cbfemiker und Kristallograph als etwas Gegebenem weiter

operieren muß.

Es ist unverständlich, daß man heute noch bei den Kristallographen

eine gewisse Vorliebe für die Sohncke sehen Bewegungsgruppen vor-

findet. Sie sind ja natürlich in den 230 Raumsysteraen von A. Schoenflies
inbegriffen, es liegt aber kein stichhaltiger Grund vor, ihnen eine größere

Wahrscheinlichkeit vor den anderen zuzuerkennen. A..Johnsen kommt
das Verdienst zu, den Schoenfliesschen Untersuchungen auch bei den

Kristallographen Eingang verschafft zu haben.

Daß Erwägungen physikalisch-chemischer Natur besonderen Schwer-

puuktsanorduungen erhöhte Wahrscheinlichkeit geben, ist im letzten

Kapitel bemerkt worden. Hier vv^ären die Arbeiten einer großen Zahl

von Forschern zu erwähnen. Besonders durch die neuen von M. v. Laue,
W. H. u. W. L. Bragg, P. Debye, P. Scherrer und P. P. Ewald
ausgebauten Untersuchungsmethoden hat das Problem der Kristall-

strukturen aktuelle Bedeutung erlangt. Namen wie J. Beckenkamp,
F. Rinne, L.Vegard, A.Johnsen, F.M.Jäger stehen zurzeit neben

den Genannten im Vordergrund.

Absichtlich bin ich auf alle diese physikalisch-chemischen Fragen

nicht näher eingegangen. Das letzte Kapitel ist lediglich dazu da, um
an Beispielen, die an sich richtig oder falsch sein können, die Anwen-

dungen der in den vorhergehenden Kapiteln niedergelegten Daten dar-

zutun. Hier steht noch alles in Fluß, die Zeit für eine Darstellung der

physikalisch -chemischen Kristallographie des Diskontinuums ist noch

nicht gekommen. Die Basis der Erfährungen muß zunächst erweitert

werden. Daß darauf sich das Hauptinteresse des Naturforschers kon-

zentriert, ist selbstverständlich. Eine Diskussion dieser Verhältnisse

wird aber stets eine eingehende Kenntnis der geometrischen Grundlagen

voraussetzen müssen, und diese soll das Buch vermitteln helfen.
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neues — 521

Koordinatentransforraation 23

Koordinatenwerte 5, 141

Bestimmung der Koordinatenwerte nach

Bragg 506

System gleichwertiger — 139

zusammengehörige — (III. Haupt-

tabelle) 143

Korund 546

Kreuzungspunkt windschiefer Achsen 54

Kristallbindungskräfte 4.32

Kristallindividuum 425

Kristallklassen 100, 402, 403, 424

Ableitung der — 141

II. Haupttabelle 133

Zusammenfassung 103

Kristallmolekel 449

Kristallographische Achsen 107

Kristallschiebung, einfache 539 ff.

Kristallschiebung, Transformation der In-

dizes bei — 547

Kristallsysteme 123

kubisch 101

kubische Abteilung 354

Dyakisdodekaedrische Klasse 361

enantiomorph hemiedrische Kl. 102, 376

hemimorph hemiedrische Kl. 102, 369

Hexakistetraedrische Kl. 369

holoedrische Kl. 102, 387

paramorph hemiedrische Kl. 101, 102,361

pentagonikositetraedrische Kl. 376

tetartoedrische Kl. 102, 354, 486

tetraedrisch pentagondekaedrische Kl.

354

— Klassen 103

paramorphe Hemiedrie 486

plagiedinsche Hemiedrie 486

— Raumsysteme 120

Röntgenperiodenverhältnisse in —
(Tabelle) 492

Tetartoedrie 486

Tetraedrie 486

Kupfer 468

Lage 93, 94, 96

Lage M 93, 94, 96

Lauediagramm 488, 512

Leucit 536

Lükaltrachten 475

M.

Magnesiumtypus 530

Massenebenenabstände 427

Massenebenenserie, elementare 466

Massenschwerpunkte, Verteilung der — 521

Massenteilchen, Eigensymmetrie der — 136

Massenteilchenhaufen, einfacher 426

zusammengesetzter 426

Symmetrie des — 431

Massenverteilung 463

mechanisch -elastische Vorgänge 550

mechanische Translationen 539

Tabelle 540

mehrfach primitiv 104

Meroedrie, architektonische 554

meroedrische Ergänzungszwillinge 1. Ordn.

555, 558

— höherer Ordnung 557

Methoden zur Struktnrbestiramung 434
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Mikroklin 554

Mi 11 er sehe Indizes 226

Minimalkombination der Symmetrieelemente

40

Minimalsynlmetrie der Punktlage 136

Mischkristalle 450, 524

Bildung 428

Modifikationsänderungen 1. Ai't 532

- 2. Art 532

Moleküle, Anzahl im Elementarparallel-

epiped 506, 507

— Volum 506

Molekularkonstitution 451

molekulare Struktur 433

monogonale Achsen 102

monogonal hemiedrische Klasse 103

— holoedrische Kl. 103

monokline Abteilung 109, 146

domatische Klasse 146

hemiedrische Kl. 123, 146

hemimorphe Kl. 123, 150

holoedrische Kl. 123, 153

pediale Kl. 144

prismatische Kl. 153

sphenoidische Kl. 150

monovarianter Gitterkomplex 415

Moseleysches Gesetz 430

X.

n- Flächner 402

n- Punktner 414

Natriumverbindungen 533, 534

Neigungswinkel der Geraden zur Ebene

(Gleichung) 518

Netzmeroedrie 557

Nichtidentität, Raum der — 4, 98

Normalenbedingung 519

Nullpunkt des Elementarparallelepipeds 137

Beziehung von Punkten auf — 415

0.

Oktaedergruppe, verallgemeinerte 51, 77, 101

orthohexagonales Elementarparallelepiped

332

orthohexagonale Indizes (Transformations-

gleichung) 224 ff.

Ortlioklas 554
£)'-08 77^ .376-387

Oh^—Oh^° 96, .387—400

102

Oh 102

P.

Parallelepiped, primitives 23

— doppeltprimitives 23

— mehrfach primitives 23

Parallelscliaren von Achsen, isomorphe

60, 98

Parallelverschiebung 18

Parameter der Geraden 19

— piezoelektrische — 551

paramorphe Hemiedrie 101, 486

Pentagondodekaeder 487

Periode 19

Periklingesetz 557

periodisches System der Elemente 428, 429

piezoelektrische Parameter 551

piezomagnetische Konstanten 551

plagiedrische Hemiedrie 486

polare Achsen 47

Polymorphismus, architektonischer 554

Polysymmetrie 554

primitives Parallelepiped 28, 40

primitive Translation 19

primitives Translationspaar 19

— Translationstripel 21

— Tripel 21

pseudohexagonale Kristalle 123, 525

— Translationsgruppen 123

Pseudohomogenität 552

pseudokubischer Habitus 252

pseudokubische Kristalle 525

— Translationsgruppen 123

pseudomeroedrische Zwillinge 1. Ordnung

556

höherer Ordnung 558

Pseudonetzmeroedrie 558

— Symmetrie 552, 557

pseudotetragonale Kristalle 525

Punkte, allgemeine Lage 135, 425

— Bedingung für Lage auf Ebene 16

— Beziehung auf Nullpunkt 415

— Elementarschar 107

— G-leich«ngen 5, 464

— gleicliwertige 134, 139

— Konstruktion identischer — 3

— identische 5

— Symbol 7, 138

Punktlage 135, 425

Systematik der —, Haupttabelle IV
404—411

Zähligkeit 134

Punktsymmetne 99
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Pyrit 460, 472, 474, 476, 518, 524—526,

532, 536, 556

Pyroelektrizität 549

Pyromagnetische Vorgänge 551

Quarz 533, 536, 556

Quarztypus 530, 531

R.

Rationalität der Indizes 424

Raum der Nichtidentität 98

Raumgitterelemente der Alkalihalogene

(Tabelle) 525

— von Pyrit, Hauerit, Flußspat (.Tabelle)

526

Raumgitter 3

hexagonales 481

rhomboedrisches 481

Raumgruppen 39

Ableitungsschema 58

Bezeirhnungsweise 58

Tabelle 125

Raumsymmetrie 99

Raumsysteme 40, 124, 424

Ableitungsschema 58

Bezeichnungsweise 58

— Abteilungen der — 120—122
— Bestimmung der — 487

nach Bragg 490

nach Debye 491

nach Laue 490

Haupttabelle XII zur Bestimmung

nichtkubischer Raumsysteme 493

vermittels statistischerGesetzmäßigkeiten

der Flächenbegrenzung 513
— Einteilung der — 97 ff.

— Graphische Darstellung 142

— Gruppierung der — 97

— Klassen der 98

Tabelle der zusammengehörigen Ko-

ordinatenwerte in den einzelnen

Raumsystemklassen 143

ohne Sj'mmetx-ieebenen 549

ohne Symmetriezentrum 549

— Röntgen Perioden Verhältnisse in kubi-

schen Raumsystemen (Tabelle) 492

— symmorphe 486

— Untergruppen 70

Reduktion der Ebenenserien 477 ff.

Reflexionsmessungeu im Ultraroten 433

Reihendichte 518

relative Größe der Translationen 106

Rhombische Abteilung 160

rhombisch bipyramidale Klasse 186
— bisphenoidische Kl. 176

— hemiedrische Kl. 123, 176

— hemimorphe Kl. 123, 160

— holoedrische Kl. 123, 186

— pyramidale Kl. 160

Rhomboeder 114—117

Rhomboederbedingungen 481

Rhomboedrische Abteilung 222

hexagonaler Habitus 222

rhomboedrischer Habitus 226

Transformation der Indizes 224 ff.

rhomboedrisch ditrigonal pyramidale

Klasse 232

skalenoedrische Kl. 242

— enantiomorph hemiedr. Kl. 103, 237
— hemimorph hemiedr. Kl. 103, 232
•— holoedrische Kl. 103, 242

— paramorph hemiedr. Kl. 103, 230
— tetartoedrische Kl. 227

trigonal pyramidale Kl. 227

— rhomboedrische Kl. 230

— trapezoedrische Kl. 237

Rhomboedrische Holoedrie. Beziehung der

Flächenformen zu kubisch 528

Röntgenperioden 480, 488—490, 506, 512

Haupttabelle XI, Röntgenperioden -Ver-

hältnisse in kubischen Raumsyst. 492

Röntgenstrahlen 425, 487, 488

S.

Schiebung, einfache (Tabelle) 545

Gitterschiebung 541

Kristallschiebung 539 ff.

Ebene der 541

Elementarzahl der — 544

Transformationsgleichungen der— 542 ff.

schiebungsfähiges Gitter 541

Schiebungsparallelepiped 544

Konstruktion des 547

Schiebungsrichtung 541

Schnittlinie zweier Ebenen 17

Schraubenachse 26, 27, 55, 486, 487

Schraufsche Indizes 224 ff.

Schraubungsdrehspiegelung 37

Schraubungskomponente 26

Seriengröße 504

Serienzahl 466, 481
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Silber 468

Spaltbarkeit 476

Spaltflächen 476

Sphalerit 548

Spiegelebene 84 ff

.

Spinellgesetz (Zwillinge) 557

Statistik als Hilfsmittel zur Struktur-

bestimmung 475

Steinsalz, s. Kochsalz

stellungsisomere Elementarparallelepipede

556

Streubild der Gittergeraden 522

Struktur, molekulare 433

Strukturbestimmung 401, 475

Methoden zur — 434

— durch Modifikationsänderungen 538

Sylvin 440, 444, J47, 448, 469, 532

Symbole der Achsen (graphische Darstellung)

27 ff., 124

— der Ebene 13, 138

— der Geraden 9, 11, 138

— der Gitterkomplexe 415

— des Punktes 7, 138

Symmetrie, Atomkomplex— 451, 460

Gesamt— 451 ff.

Minimal-— 136

zusammengesetzte — .35

Symmetrieachsen 25

Symmetriebedingungen der Punktlagen 136

Symmetrieebenen 34, 45, 78

—, isomorphe 57

Symmetrieeigenschaften homogener Diskon-

tinua 18, 40

Symmetrieelemente 25, 46, 1.34

identische — 44

isomorphe Scharen von -* 44

im Diskontinuum mögliche 39

Minimalkombination der — 40

nichtidentische — 44

Teilkombination der — 44

Symmetrieerhöhung 532 ff.

Symmetrieverhältnisse der Verbindungen

vom Typus AB 455

[A(MN3)] (Haupttabelle VII) 456

[A(MNJ] ( .. VIII) 457

sonstiger einfacher Verbindungen

(Haupttabelle IX) 458

Symmetriezentrum 36, 41, 45, 56, 57, 78

Syngonien 123

Systematik der Punktlagen, Haupt-

tabelle IV 404—411

Systematik gleichwertiger Flächenkomplexe

141

System gleichwertiger Koordinatenwerte 1.39

Punkte 139

®*^— 6^2 69, 252—2.55

<B,^-<B,' 69

S^ 102

T.

Temperatur, Einfluß auf Modifikationen

532 ff.

Temperaturerhöhung, Veränderung von

vektoriellen Eigenschaften bei — 536

Tensortripel 550

Tetartoedrie 101, 486

j

Tetraeder 487

j

Tetraedergruppe, verallgemeinerte 52, 53,

77, 101

Tetraedrie 486

Tetragonale Abteilung 103, 251

tetrag. bipyramidale Klasse 273

— bisphenoidische Kl. 252

— didigonal-skalenoedrische Kl. (Hemi-

ederie II. Art) 279

ditetragonal bipyramidale Kl. 26 1,304
— enantiomorph heniiedr. Kl. 102, 294
— hemiedrische Kl. II. Art 102

— hemimorph hemiedr. Kl. 102, 261

— .holoedrische Kl. 102, 304

— paramorph hemiedr. Kl. 102, 273

— pyramidale Kl. 255

— skalenoedrische Kl. (Heraiedrie

II. Art) 279

— sphenoidisch -hemiedr. Kl. 279

— sphenoidisch -tetartoedr. Kl. 252

— tetartoedrische Kl. I. Art 2.55

— tetartoedrische Kl. II. Art 102

— trapezoedrische Kl. 294

tetragonale Achse 26

Tetragyre 26

Trachten der Kristalle 475

Transformation von Punkten, Geraden,

Ebenen auf neues Koordinatensystem

521

— der Indizes bei Kristallscliiebung 547

Transformationsgleichungen für Indizes des

hexagonalen Systems 224 ff.

Translation, elementare 107

— geometrische 18

— mechanische 539

Tabelle 540
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Translation, primitive 19

— relative Größe der — 106

Translationenpaar, primitives 19

Traaslationentripel, primitives 21

Translatiousfläclie 540

Translationsgruppen, Anzahl in den Ab-

teilungen 549

Translationsgruppen , Bestimmung

nach Bragg 490

nach Debye 491

nach Laue 490

— pseudohexagonale 123

— pseudokubische 123

— pseudotetragonale 123

Translationsrechtecke , doppeltprimitive

105, 106

Translationsrichtung (mechanische Trans-

lation) 540

Tridymit 533

Trigonale Abteilung 103, 107

trigonal bipyramidale Klasse 332

ditrigonal bi pyramidale Kl. 333

trigonal enantiomorph hemiedr. Kl.

101, 103

— hemimorph hemiedr. Kl. 102, 103

— holoedrische Kl. 102, 333

— paramorph hemiedr. Kl. 102, 332

— tetartoedrische Kl. 101, 103

trigonale Achse 26, 27

— Hemiedrie 333

— Holoedrie 333

— Tetartoedrie 332

Trigyre 26, 27

Trikline Abteilung 107, 144

triklin hemiedrische Klasse 123, 144

— holoedrische Kl. 123, 145

— pinakoidale Kl. 145

triklines Elementarparallelepiped 112

Tripel, einfach primitives 104

Trivariauter Gitterkomplex 415
Ji—js 77^ .354—361

ita*— Sd" 87, 369—376

Jh^— Sh' 89, 361—368

T 102

T,] 102

Ti, 102

Umwandlungspunkt 5.33

Untergruppen 70

— charakteristische 139

V.

Valenzbindungskräfte 432

Valenzeigenschaften der Elemente 460

Variationsfähigkeit der Punktlagen 135

Vektor 550, 551

verallgemeinerte Oktaedergruppe 51, .52

— Tetraedergruppe 52, 53

Verbindung, stöchiometrische 427

Vertauschung der Indizes 1-38

Viellingsbildung 552, 553

vierfach primitiv 23

ggi_gS» 71—74, 110—111, 176—185

SSd^— aSd" 84—86, 279—294

SSh'— Sßh^^ 90—93, 110—111, 1.%—222
V 101

Vd 102

Vh 101

W.

Wachstumsgeschwindigkeit 475

Wahl der kristallographischen Grundform

124

Winkel, mit homogenem Diskontinuum

verträgliche — 48

— zwischen Achsen 46—54
— zwischen Ebenen 517, 518

— zwischen Geraden 518

Winkelkonstanz 424

Wismut 470, 476, 546

Wolfram 467

Wurtzit 548

Z.

Zähligkeit der Achse 25, 30—34
— von Punkten im Elementarparallelepiped

134

— maximale — der Punkte 135

für einfach primitiven Raum 401

zentrosymmetrisch 104

zentrosymmetrische Vorgänge 549

Zinkblende 459, 460, 474, 476, 529, 54,s

Zirkularpolarisation 549

Zone 402

zusammengehörige Koordinatenwerte 139

Zusatzgrößen 141

Zusatzkomponente 481

Zusatztranslation 141

Zwillingsbildung 520, 552 ff.

Zwillingsgesetze 519

Albitgesetz 557

Periklingesetz 557
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Zwillingsgesetze

3pinellgesetz 55/

Tabelle 560

Meroedrische Ergänzungszwillinc

1. Ordnung 555, 558

höherer Ordnung 557

Pseudomeroedrische Zwillinge

1. Ordnung 556

Iiöherer Ordnung 558

Zwillingsgesetze

Netzmeroedrie 557

Pseudonetzmeroedrie 558

Zwillingsgrenze 556

Zwillingsperiode 554, 555

Zwischenebenen 466, 481, 504

zyklometrische Funktionen (Gitter

gleichling) 5



Verzeichnis der tabellarischen Zusammenstellungen 575

Verzeichnis der tabellarischen Zusammenstellungen

Tabelle der möglichen Winkel gleichwertiger

Achsen 50

Verteilung von Untergruppen auf tetragonal-

hüloedrische Raumgruppen Q.'i

Einteilung und Gruppierung der Raum-

systeme 101, 102

Die 230 Rauragruppen mit ihren Unter-

gruppen (1. Haupttabelle) 125—131

Die 32 Kristallklassen (2. Haupttabellej

132, 133

Zusammengehörige Koordinatenwerte, frei

von Zusatzgrößen (3. Haupttabelle) 143

Vergleichstabelle für die verschiedenartigen

hexagonalen Indizes 225

Maximale Zähligkeit für einfach primitiven

Raum 401

Systematik der Punktlagen und ihrer Sym-

metriebedingungen in den einzelnen

Raumsystemen (4. Haupttabelle) 404 bis

411

Die Flächenformen (gleichwertigen Flächen-

komplexe) in den 32 Kristallklassen

(5. Haupttabelle) 412, 413

Die nonvarianten Gitterkomplexe (G. Haupt-

tabelle) 419—423

Periodisches System der Elemente 429

Symmetrieverhältnisse der Verbindungen

vom Typus A^Bj^ 455

Symmetrieverhältnisse der Verbindungen

[ACMNg)] (7. Haupttabelle) 456

Symmetrieverhältnisse der Verbindungen

[A(MNJ] (8. Haupttabelle) 457

Symmetrieverhältnisse sonstiger einfacher

Verbindungen (9. Haupttabelle) 458

Belastungen und Ebenenserien in den kubi-

schen Raumsystemen für einen gleich-

wertigen Punktkomplex allgemeinster

Lage (10. Haupttabelle) 483—485

Röntgenperiodenverhältnisse in den kubi-

schen Raumsystemen (11. Haupttabelle)

492

Bestimmung nichtkubischer Raumsysteme

bei Anwesenheit von Atomen in allge-

meiner Lage (12. Haupttabelle) 493—502

Zahlenwerte für die Amplituden reflektierter

Wellen beim Alaun 510

Wichtigste Kristallformen und strukturelle

Berechnung des Calcits 515

Raumgitterelemente der Alkalihalogeuide

in ihrer Abhängigkeit von Temperatur

und Konzentration 525

Funktionelle Abhängigkeit der Raumgitter-

elemente von Pyrit, Hauerit, Flußspat 526

Beziehung rhomboedrisch - holoedrischer

Flächeuformen zu kubischen 528

Isotype Reihen: 1. Magnesiumtypus 530

2. Arsentypus 531

3. Quarztypus 531

4. Karbonatreihe 531

Umwandlungstemperaturen von Na- und

K- Salzen 534

Mineralien, die mechanische Translation

zeigen können 540

Mineralien mit einfacher Kristallschiebung

545

Tabellarische Zusammenstellungen hinsicht-

lich des physikalischen Verlialtens 54s

Tabelle der Zwillingsgesetze 560



576 - Korrekturen

Korrekturen

—
•• statt

6

,
YZ- Ebene-

Seite 6, Zeile 15 und 16 von unten:

,. 9, ,. 1 von oben: „des Durchstoßpunktes" statt ..der Durch-

stoßpunkte"

.. 11, .. 11 von unten: „mit der XZ- Ebene" statt der

.. 22, „ 18 von unten: „+ Vs (WiUo — UiWä)"

statt „-|-V3(WiU2— UiWi)"

„ 28, .. 1 von oben: „viererlei" statt „vielerlei"

,, 59, „ 8 von oben: „Abstand" statt „Umgang"

„ 59, „ 6 von unten: „Strecken" statt „Strecke"

., 76, „ 7 von unten: „©2^ S.^ 62^ ßa^ ©2' ßs'"

statt „e2^g2'e2^ (52^(^2^ ^2'"

„ 102, „ 13 von oben: „Deh" statt „Dah"

„ 102, „ 14 von oben: „tetartoedrisch" statt „tetardoedrisch"

„ 126, Tabelle zu %,'': „es^^s^es'" statt „6s»(5s^es'"

145, Zeile 10 von oben:
ab

statt „y + y"

„ 146,

„ 162,

„ 188,

„ 191,

,. 247,

„ 304,

„ 357,~

„ 402,

.. 414,

„ 417,

17 von unten: „III.) 0, 0, c" statt „IIL) 0, c, 0"

2 von oben: „Digonale Schraubenachsen: [OOlj^o'

statt „[010] 00'

11 von oben: „(100)3" statt „(Ol 0)3"
4 -i

10 11 von oben: „Zähligkeit jeweilen = 2"

statt „Zähligkeit jeweilen = 4"

8 von oben

1 von oben

7 von oben

5 von oben

3 von oben

5 von unten

.wie in 'JDsd

,^ih" statt „®,i"

5 3

,[111]63„[111]« 3" Statt

„im primitiven" statt „im primitiveren"

„vergleichbar." statt „ vergleichbar,'"

,.di- und trivarianter" statt ,.di-trivarianter'
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